A februar 18.-i el6adashoz kapcsolédoé gyakorlat feladatai.

Feladatok:

1)

Reggel valaki hazulrdl elmenve a lakéaskulcsot elteszi, mégpedig ugy, hogy 0.5
valoszinliséggel teszi a kabdatzsebébe, 0.3 valdsziniiséggel a nadragzsebébe és 0.2
valészintiséggel a mellényzsebébe. A nap folyamén mindenfelé jar, ezért a lakaskulcs
a kabatzsebébdl 0.1, a nadragzsebébdl 0.2, a mellényzsebébdl viszont 0 valészini-
séggel esik ki. Este hazatérve emberiink el6szor a kabat majd a nadragzsebében
keresi a kulcsot, de egyik helyen sem talalja. Mi annak a valdsziniisége, hogy a
lakaskulcs ott van a mellényzsebében?

Megoldas: Jelolje Ay azt az eseményt, hogy emberiink a lakaskulcsot a kabat
As, hogy a nadrig és As, hogy a mellényzsebébe tette. Jeldlje tovabba B azt
az eseményt, hogy a kulcs nem veszett el. Ekkor feltételeink szerint az A;, As
és As események egymast kizaréak, P(A;) = 0.5, P(A2) = 0.3, P(A3) = 0.2
tovabbd P(B|A;1) = 0.9, P(B|A3) = 0.8 és P(B|A3) = 1. Vezessiikk be a C =
(BN A;) U (BN Ag) U Az eseményt. Ekkor C jelenti azt az eseményt, hogy em-
beriink este nem talédta(a laké;kulcsot sem a kabat sem a nadragzsebében. Ezért

. P(BNC
minket a_P(B|C’) = PO i L
P(A1NB)+ P(As N B) + P(A3) = P(B|A1)P(Ay) + P(B|A2)P(A3) + P(As) =
0.1-0.54+0.2:0.3+0.2=0.31,és P(BNC)=P(BNA3)=P(A3) =0.2. Innen a

feltételes valdsziniiség érdekel. Viszont P(C) =

inket érdeklo feltétel 16szintiség értéke —— = —.
minket érdekld feltételes valoszinliség értéke 031 — 31

A Fazekas konyv egyik feladata (3.4 Példa a 32. oldalon) arrdl szdl, hogy ha egy
n létszamu csoportban r véletleniil kivéalasztott didknak dolgozatot kell irni, mi
annak a feltételes valdszintisége, hogy a legrosszabb didknak is dolgozatot kell irni,
feltéve, hogy a legjobb didk is dolgozatot ir.

Heurisztikusan tgy érvelhetlink, hogy ha a legjobb didk dolgozatot ir, akkor annak
(feltételes) valdszintisége, hogy a legrosszabb didk is dolgozatot ir, azzal egyenld,
hogy a maradék n — 1 didk koziil 6t is kivalasztjak a maradék r — 1 dolgozatird

r—1
kozé, tehat T Kissé pontosabban, annak valdészinlisége, hogy mind a ketten

r(r—1)
n(n —1

kovetkezik az allitdas. Ha a konyvben szerepl6 eredményt egyszeriibb alakra hozzuk,
latjuk hogy az eredmény helyes. Adjunk kozvetlen, a szemléletet koveto preciz
bizonyitast arra, hogy a fenti formulak az adott valészintiségekre helyesek.

n

dolgozatot irnak, , annak, hogy a legjobb didk dolgozatot ir z, ahonnan
n

Megoldas: Az urna visszatevés nélkiili hizas modelljének érvelését alkalmazhatjuk
ebben az esetben is. Tegyiik fel, hogy egymas utan kivalasztjuk a dolgozatot irékat,
Minden lépésben az eddig ki nem valasztottak valamelyikét valasztjuk ki egy-
forma valdszintiséggel. Ha kijeliiljiik (az urnabdl valé huzasnél szerepld érvelést
haszndalva) egy kiilon (egy elemii) csoportba a legjobb, egy kiilon (egy elemii) cso-
portba a legrosszabb didkot, egy kiilon csportba az Gsszes tobbit, akkor rogzitve
egy 1 < j,k <r,j# k szampart kapjuk, hogy annak a valdszintisége, hogy a j-ik
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valasztasnal valasztunk az elso, a k-ik valasztaskor a masodik csoportbdl, mege-
gyezik annak a valdszintiségével, hogy az elsé valasztaskor véalasztunk az elso és a

masodik valasztaskor a masodik csoportbol. Ennek valoszinlisége viszont

n(n—1)
Mivel a fenti események kiillonboz6 (j, k) szamparokra kizarjék egymaést, ezért an-
—1
nak valészintisége, hogy a legjobb és alegrosszabb didk is dolgozatot ir %
n(n —

Hasonléan, lathato, hogy annak a valdszintisége, hogy a legjobb didak dolgozatot ir
r
az — szammal egyenld.
n
Egy didk a feltett kérdésre (hdrom lehet6ség koziil kell kivalasztani a megfelel6t)
1
p valdszintiséggel tudja a helyes valaszt. Ha nem tudja, akkor tippel, és ez —

3
valészintiséggel ad helyes eredményt. Mi a feltételes valdszintisége annak, hogy
tudja a valaszt feltéve, hogy helyes valaszt adott?

Megoldas: Jelolje A azt az eseményt, hogy tudja a helyes valaszt, B azt az eseményt,
hogy helyes valaszt ad. A P(A|B) feltételes valészintiség értékére vagyunk kivancsi-

ak. Ekkor P(A) = P(ANB) = p, P(B) = P(ANB)+P(ANB) = P(A)+ %P(A) -

1
p+ =(1—p). Innen P(A|B) = ———.
Hazi feladat:

A zsebiinkben van 30 kulcs, amelyek koziil az egyik nyit egy zarat. Egymas utan
kiprébaljuk véletlenszeriien kiprobalva ezeket a kulcsokat. Mi a valdszintlisége an-
nak, hogy a 20. kisérletre sikeriil kinyitni a zarat? Mi annak a valészintlisége, hogy
a 20. kisérletben sikeriil kinyitni a zarat feltéve, hogy az els6 19 kisérletben ez nem
sikeriilt?

Feldobunk egy dobdkockat, majd utana annyi dobdkockat, amennyi az els6 dobas
eredménye volt. Mi a valdszinlisége annak, hogy a masodik dobassorozatban lesz
hatos? Mi annak a feltételes valdszintiisége, hogy az elsé dobas eredménye hatos,
feltéve hogy a masodik dobassorozatban volt hatos?

Megoldas: Tekintsiink azokat az eseményeket, amelyek leirjak a lehetséges dobas-
sorozatok eredményét, és adjuk meg ezek valészinliségét. Annak valdszintisége,
hogy az els6 dobas eredménye ¢, majd ezt kovetden egy i hosszisagu 1 és 6 kozotti

i+1
szamokat tartalmazé dobassorozatot kapunk (6) . Annak valészintlisége, hogy

az els6 dobas eredménye i, és az utolsé i dobas egyike sem hatos, 5 (8) . Annak

valoszinlisége, hogy a masodik dobéssorozatban van hatos

(08 (- 6)))
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Annak valészinlisége, hogy az elsé dobas hatos, utana pedig van hatos dobds

6
1 5
— (1 — (—) ) Ezért a keresett feltételes valdszintliség

N0
(=)= (-())

5.) Harom gép gyart csavarokat, az egyik 0.01 a masodik 0.02 a harmadik 0.03 valészi-
niiséggel gyart hibas csavarokat. A csavarokat egy raktarba viszik 6sszekeverik. Egy
gyartott csavar 0.5 valészintiséggel késziilt az els6 0.3 valdszintiséggel a masodik és
0.2 valészintiséggel késziilt a harmadik gépen. Kivesziink egy csavart, megnézziik,
és azt talaljuk, hogy az hibas. Milyen valészinliséggel késziilt a csavar eme feltételek
mellett az elsé gépen?

Megoldas: Jelolje Ay, As illetve Az azt az eseményt, hogy a csavar az elsd, masodik
vagy harmadik gépen késziilt, B azt az eseményt, hogy a csavar hibas. Ekkor minket
a P(A1|B) feltételes valészintiség érdekel. Tudjuk, hogy P(A;) = 0.5, P(A2) = 0.3,
P(A3) = 0.2, tovabba P(B|A;) = 0.01, P(B|A2) = 0.02, és PB(B|A3) = 0.03.
Ekkor
P(B) P(BNA))+ P(BNAy)+ P(BnNAs)
_ P(B|A1)P (A1)
P(B|A1)P(A1) + P(B|A2)P(A2) + P(B|A3)P(As)
B 0.01-0.5
~0.01-0.540.02-0.3+0.03-0.2°

6.) Mi annak a val6szintisége, hogy egy (szabédlyos) dobékocka mindkét dobasdnak az
eredménye hatos feltéve, hogy legalabb az egyik dobas hatos?

Megoldas: Jelolje A; azt az eseményt, hogy az els6 dobds eredménye hatos, As
azt az eseményt, hogy a masodik dobas eredménye hatos. Akkor minket a P(A; N
As|A1 U Asy) feltételes valdszintiség érdekel. Viszont

A1 NA) N (A UAy))  P(Ay N Ay)

P
P(A1 N A2|A1 U Ay) = (

P(A, U Ay) -~ P(A U Ay
f ot 1 - - 25 11
Miésrészt P(A; N Ag) = 36 P(AjUAs)=1—-P(A1NAy)=1-— 3%~ 36° Innen

a keresett feltételes valészintiség o

A kovetkezé (egyszerii) feladat célja az, hogy 6sszehasonlitsuk annak eredményét az
elobb targyalt feladattal, és megbeszéljiik mast jelent az a feltételt, hogy két kockadobas
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koziil az egyik hatos, és az hogy addodott hatos dobas. Képesek vagyunk-e szemléletiink
alapjan szamolés nélkiil megmondani, melyik feltevés mellett nagyobb annak a feltételes
valoszinlisége, hogy mind a két dobas hatos?

7)

Egy szabalyos dobdokockat feldobunk kétszer egymas utan. Mi annak a valdszini-
sége, hogy mind a két dobds hatos, feltéve hogy az els6 dobés hatos?

Megoldas: Jeldlje A1 azt az eseményt, hogy az els6 dobés hatos, Ay pedig azt az
eseményt, hogy a masodik dobas hatos. Ekkor A; N As az az esemény, hogy mind a
két dobds hatos, és minket a P(A; N Az|A;) feltételes valdsziniiség értéke érdekel.

ViSZOIlt, P(A1 N AQ’Al) = P(ﬁzfr;l;lQ) = P(?()Z()AQ) = P(A2) = é

Hadzi feladat:

Egy szabdlyos pénzdarabot feldobunk haromszor egymdés utan. Mi a feltételes
valoszinlisége annak, hogy mind a harom dobas fej, feltéve, hogy legalabb két fej-
dobas tortént?

A kovetkezo feladat allitasat gyakran hivjdk teleszkép szabdalynak:

Hadzi feladat:

P(Bin---NB,)=P(B1|B2N---NB,-1NBy,) - P(By_1|B,)P(B,), ha P(B2N
.0 B,) > 0.

Két kiilonboz6 fardl leszednek 100 almét, és beteszik két kiilonb6z6 (megkiilon-

1
boztethetetlen) 1addba. Ez egyik fardl szedett almék (egymédstdl fiiggetleniil) 1

1
a masik farél szedett almék pedig (szintén egymdstdl fiiggetleniil) — valdszint-

séggel férgesek. Kivesziink az egyik (véletlentil kivélasztott) 1l4dabol két almét és
mind a ketté férges. Ezek utan kivesziink a masik ladaodl egy almat. Mi annak a
valészintisége, hogy ez az alma mar nem férges?

Megoldds: A feladat részletesebben (pontosabban) tgy fogalmazhaté meg, hogy
mi annak a feltételes valdsziniisége, hogy a masodik ladabol mar nem férges almat
huznak, feltéve, hogy az a tovabbiakban C-vel jelolt esemény kovetkezett be, hogy
az els6 1ladabdl vald két hizasban férges almat huztunk.

Jelolje B azt az eseményt, hogy az elsonek vélasztott lada a rosszabb, azaz ez az

1 valoszintiséggel férges almakat tartalmazé lada, B pedig jelolje a komplementer
1
eseményt, azaz azt, hogy el0szor az 10 valészintiséggel férges almakat tartalmazo

_ 1
laddhoz nyultunk. Ekkor feltevéseink szerint P(B) = P(B) = 3’ és P(C|B) =

1\ _ 1\°
(Z) , P(C|B) = (1—()) . (Két egymastol fiiggetlen kisérletet végeztiink el, mind

a két kisérlet esetén a bekovetkezett eredmény valdszintlisége 7 illetve 0



Szamoljuk ki eldszor a P(B|C') feltételes valdszintiséget, azaz annak feltételes va-

l16szintiségét, hogy el0szor a rosszabb, azaz az - valdszinliséggel férges almakat

tartalmazdé ladahoz nyultunk, feltéve, hogy a kihtzott két alma férges. E feltételes
val6szintliség kiszamitasa érdekében szamitsuk ki elébb a P(B N C) és P(B) valé-
szintiségeket. Felirhatjuk, hogy

pwne)=rwore) =1 (), pwne = rempm =L (L)

2\ 4 10
ahonnan
— 1 1 29
P(C)=P(BNC)+ P(BNC) = g + 505 = 500
. P(BNC) 25
N
P(B T S i
(B|C) P(C) >

Jelolje, D azt az eseményt, hogy az utolsé huzaskor nem férges almat huzunk.
9 - 3
Ekkor feltevéseink szerint P(D|B) = 0 és P(D|B) = 1 sOt azt is tudjuk,

9 - 3
hogy P(D|BNC) = 10’ és P(DIBNC) = 7 mert a feltételes valészintiség csak
attol fiigg, hogy melyik laddhoz nyiltunk, de annak nincs jelentésége, hogy milyen

kisérletsorozat utan valasztottuk azt ki. Minket a P(D|C') feltételes valdsziniiség
érdekel. Viszont

P(D|C) = P(DnN B|C)+ P(D N B|O)
= P(D|BNC)P(B|C)+ P(D|Bn C)P(B|C)
9 925 34 255

3
- " P(B S(1-PBIO)= =2 42> 22
o (BIO)+ 7 ( (BIC) = 1529 T 239 ~ 290

. Egy szabalyos pénzdarabot feldobunk n > 5 alkalommal. Mi a valészintisége annak,
hogy legaldbb 5 fejdobés torténik? Mi a valdszinlisége annak, hogy egy szabdlyos
pénzdarab végtelen sok dobdsa soran legfeljebb 5 fejdobéas torténik? Tekintsiik
ennek az utobbi feladatnak egy valdszintiségi modelljét és beszéljiik meg a kovetkezd
két tulajdonsig kapcsolatat:

a. Egy A esemény nem kovetkezhet be.
b. Egy A esemény nulla valdszintiséggel kovetkezik be.

Megoldas: Annak valdszintisége, hogy egy szabdlyos pénzdarab n egymastdl fiig-

n
getlen dobasa soran pontosan j darab fejdobas torténik | | |27", mert Osszesen
J

n ,

< ) ilyen dobéassorozat van, és mindegyik dobdassorozat valésziniisége 27". Igy
J

n

5
annak a valdszintisége, hogy legfeljebb 5 fejdobds torténik > (
J

>2_". Annak
=0



a valészinlisége, hogy végtelen dobdssorozat esetén legfeljebb 5 fejdobas torténik
5. (n

lim ) ( . ]27" = 0. Miért szabad hatarértéket venni? Megbeszélendd, hogy fel-

nee =0 \J

hasznaltuk a valészintiségi mérték folytonossagi tulajdonsagat, amely a valdszintiség

o-additivitasabdl kovetkezik.



