A februar 11.-i el6adashoz kapcsolédoé gyakorlat feladatai.

Feladatok:

1. Egy urnaban 20 piros és 30 fehér golyé van. Kihtzunk 25 golyét. Minden hizas
utan a kihtzott golyoét visszadobjuk egy masik ugyanolyan szinti golyoval. Léassuk
be, hogy annak a valdszinlisége, hogy a 3. és 7. huzaskor piros goly6t hizunk
megegyezik annak valészintiségével, hogy az els6 és masodik huzaskor piros golyot
hizunk.

Teintsiink egy olyan 25 hossziisagi huzassorozatot, amely k piros és 25 — k fehér
goly6t tartalmaz. Vegyilik észre, hogy egy ilyen sorozat pj valdszinlisége csak a
k szamtdl fiigg, de nem filigg attdl, hogy mely helyeken vannak a piros huzasok.
Valéban,

20(20 + 1)+ (20 + k — 1)30(30 + 1) - -- (30 + (25 — k) — 1)
50(50 + 1) - -- (50 + 25 — 1)

Pk =

Jelélje, A(k) azon 25 hosszisagu sorozatok szamat, melyek k piros és 25 — k fehér

golyét tartalmaz, és az 1. és 2. huzés piros; B(k) azon 25 hosszisdgu sorozatok

szamat, melyek k piros és 25 — k fehér golyét tartalmaz, és a 3. és 7. huzas piros.

Ekkor a két vizsgalt valészintliség a > A(k)px, illetve Y B(k)py kifejezéssel egyenld.
k

k
Ezért a feladat megolddsdhoz elég belatni, hogy A(k) = B(k) minden k szamra is.
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Ez valoban igaz, mert A(k) = B(k) = <k _32 .

Hadzi feladat:

Egy urnaban 10 fehér és 10 piros golyé van. Kihizunk 15 golyét tgy, hogy amikor
kihizunk egy golyét azt visszadobjuk, és vele egyiitt az urndba dobunk harom
ugyanolyan szinl goly6ét. Mi annak a valdszinlisége, hogy a negyedik, 6todik és
tizenkettedik hizds mindegyike piros?

2. Egy szabdlyos pénzdarabot feldobunk 10 000 alkalommal. Mi annak a valészinii-
sége, hogy pontosan 5000 fej és 5000 iras dobas lesz? Adjunk a kapott valészintiségre
jo kozelité becslést a Stirling formula segitségével.

Megjegyzés: A Stirling formula az n! kifejezésre ad jé becslést nagy pozitiv egész

, . n\"
szdmokra. E formula szerint n! ~ v/27n <—> )
e

Megoldads: Egy szabalyos pénzdarab 10 000-szeri feldobasa esetén minden lehetséges
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. Egy pénzdarabot feldobunnk 10-szer egymds utdn. Jelolje A; azt az eseményt,
(halmazt) hogy a j-ik dobds eredménye fej, 1 < j < 10. Tekintsiik e dobassorozat
egy természetes valészintiségi modelljét. Hogyan értelmezhetjiik az A; eseményt
mint halmazt? Fejezziik ki az A; események segitségével, uni6, metszet és halmaz
komplementerképzés miiveletét hasznalva azt a B eseményt, hogy legalabb harom
fejdobas tortént. Fejezziik ki a fenti eseményt tgy is, hogy csak diszjunkt halmazok
unigjat tekintjiik.

(Beszéljiik meg réviden az utolsé formula kapcsolatdt a mas matematikai tantargy-
ban mar tanult logikai formék konjunktiv normalformjaval.)

Megoldds: Az az esemény, hogy a ji-ik, ja-ik és js-ik dobds eredménye fej, A; N
Aj, N Ajs. Az, hogy legaldbb hdrom fejdobds tortént, azt jelenti, hogy léteznek
ilyen 1 < 71 < jo < j3 indexek. Ezért a kifejezendé B esemény

B= U A N A, N Ajs.
J1,J2, 73
1<71<52<53<10
Az unidban szerepl6 kifejezések nem diszjunktak. De atirhatjuk a kivant formdan,
ha ugy irjuk fel a keresett eseményt, hogy bizonyos 1 < j; < jo < -+ < j, indexek-
re, s > 3, a dobas eredménye fej, a tobbi dobas eredménye iras. Ezért

10
B=|]J U AjNAj,N---NAjs N N A,
s=3 715725437 s le{1,--,10}\{J1,---,ds }

1<51<j2<++js <10
ahol A jeloli az A esemény (halmaz) komplementerét.
Hazi feladat:

Definialjunk olyan valdszintiségi mez6t, amelyben lehet vizsgalni egy szabalyos do-
bokocka 0t egyméasutani dobasanak az eredményét.

. Egy pénzdarabot feldobunnk végtelen sokszor egymas utan. Jelolje A; azt az
eseményt, (halmazt) hogy a j-ik dobds eredménye fej, 1 < j < oo. Fejezziik ki az
Aj; események segitségével, unid, metszet és halmaz komplementerképzés miiveletét
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hasznélva azt a D eseményt, hogy az els6 n dobasban toértént fejdobasok szamé-
nak limesz szuperiora nagyobb vagy egyenl6 mint %, ha n — oo. Fejezziik ki
ezt az eseményt az A; események segitségével tugy is, hogy csak megszamlalhaté
sok halmaz metszetét és unidjat szabad venniink. Beszéljiik meg, hogy ez a fela-
dat kapcsolatban van a kovetkezd kérdéssel: Ha az A; események, (tehdt azok az
események, hogy egy végtelen pénzdobds egyes eredményei fej dobasok) benne van-

nak valamely (2, .4, P) valészintiségi mez6 A o-algebrdjaban, akkor az az esemény,

2
hogy a dobasszamok limesz superiora nagyobb vagy egyenlé mint 3 szintén benne

van az A o-algebraban, tehat van értelme ezen esemény valészintiségérdl beszélni.

Megoldds: Jeldlje C(k,n), 0 < k < n, azt az eseményt, hogy az elsé n dobasban
legalabb k fejdobas tortént. Ekkor

C(k,n) = U Aj NAj, N Ajy.

‘jlalj27"' 7.7k
1<51<ge < <jr<n

Tekintsiink egy 0 << « < 1 szdmot, és definidljuk azokat a D(n,a), n =1,2,..., és
D(«) eseményeket, amelyek azt jelolik, hogy rogzitett n szdmra van olyan, N > n
szam melyre az elsé N dobasban legaldbb [aNV] fejdobds tortént, illetve akarmilyen
nagy n szamra létezik olyan N > n szdm, melyre legalabb Na fejdobés tortént.
Itt [z] az = szdm egész részét jeloli, azaz a legnagyobb az x szdmndl kisebb egész
szamot. Ekkor

G C([aN],N),
D(a) = D(n,a)

2
Az az esemény, hogy a limesz szuperior nagyobb vagy egyenlé mint a — szam

megegyezik azzal az eseménnyel, hogy a D(«a) esemény bekovetkezik minden o < 3

D:ﬂDa

2
Ot<§

szamra. BEzért

Az utolsé kifejezésben kontinum sok (egymaésba skatulydzott) esemény metszetét

\)

vettiik. Viszont ugyanezt a D eseményt kapjuk, ha csak a = 37 n > 2 alakua
n
halmazokra vessziik a metszetet. Ezért

o-o(3-2)

és ez a kivant tulajdonsagu elééllitasa a D halmaznak.
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5. Két ember 8 és 9 6ra kozott megjelenik egy téren egymastol fliggetleniil és egyenletes
eloszlasal. Mind a ketto félérat var a maéasikra, és ha az addig nem jon, akkor
hazamegy. Mi a valdszintisége annak, hogy taldlkoznak?

Megoldas: Tekintsiik az egységnégyzetet, és valasszuk azt a véletlen pontot az
egységnégyzeten, melynek x koordinataja megadja, hogy az els6 ember az y ko-
ordinataja pedig megadja, hogy a masodik ember ember mikor érkezett. Ekkor az
igy definialt pont egyenletes eloszlasu az egységnégyzeten, azaz annak valdésziniisé-
ge, hogy ez a pont az egységnégyzet egy (szép) részhalmazéba esik megegyezik e
halmaz teriiletével. Az, hogy a két ember taldlkozik azt az eseményt jelenti, hogy
az igy definidlt (z,y) pont az egységnégyzet

A:{(:c?y): —%Sy—xﬁ%}ﬂ[ﬂ,l] x [0, 1]

. . 1 3,
részhalmazaba esik. Ennek a halmaznak a tertilete 1 — 2 - 3= T és ez a keresett
valészintiség.

6. Két egy méter hosszi botot véletlenszertien, (egymastol fiiggetleniil) egyenletes
eloszlassal eltoriink. A két rovidebb darabot Osszeragasztjuk. Mi annak a valészi-
niisége, hogy az igy kapott 1j bot hossza kisebb mint 0.8 méter?

Megoldas: Ez a feladat is hasonlé médon targyalhaté. Tekintsiik az egységnégyze-
tet, és valasszuk azt a véletlen pontot az egységnégyzeten, melynek x koordinataja
megadja, hogy hol tortiik el az els6 botot az y koordinataja pedig azt, hogy hol
tortiikk el a mésodik botot. Ekkor az igy definidlt pont egyenletes eloszlasu az
egységnégyzeten. Az az esemény, hogy az Osszeragasztott bot hossza kisebb mint
0.8 megegyezik annak az eseménynek a valdszinliségével, hogy az (x,y) pont a
kovetkezo Ay, As, Az és Ay halmazok A; U As U A3 U A4 unidjaba esik: Ay =
{(z,y): x+y <08}NJ[0,1] x [0,1], A2 = {(x,y): v+ (1 —y) < 0.8} N[0, 1] x [0, 1],
As = {(z,y): 1 —x+y < 08}N[0,1] x [0,1] és Ay = {(z,y): 1 —z+1—-y <
0.8} N [0,1] x [0,1]. Rajzoljuk le ezeket a halmazokat. Az dbra mutatja, hogy az
A1 UAsU A3 U Ay halmaz komplementere az a négyzet melynek csicsai a (0.3, 0.5),
(0.5, 0,3), (0.7, 0.5), és (0.5, 0.7) pontok. Ennek a négyzetnek a teriilete, 0.08 tehat
a minket érdekl6 valdszintiség 1 — 0.08 = 0.92.

7. Egy szabdlyos pénzdarab végtelen dobédssorozatét leirja egy (€2, A, P) valészintiségi
mez6. Az A o-algebra tartalmazza az A; eseményeket, melyek azt jeldlik, hogy
a j-ik dobds fej, 1 < j < oo. Léassuk be, hogy az a B esemény, hogy az els6 n
dobésban levé fejdobdsok szamanak a(n) relativ gyakorisigédnak létezik limesze,

ha n — o0, és az 3 benne van az A o-algebrban.

Megoldas: Léssuk be el6szor, hogy minden n = 1,2. .., pozitiv egész szamra és ¢ >
0 szdmra azon C(n,e) esemény, hogy a fej-dobdsok szaménak relativ gyakorisdga

1
a [5 — &, 3 + 5] intervallumba esik minden N > n szdmra benne van az A o-
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algebraban. Valéban,

am@:[j< U
N(L

N=n —e)<ISN(L+e)

U (Aj, N--NA;)N N AS>6A

{j1,qiyC{1,....,N} s€{l,.... N\ {j1,..-,j1 }

Ezutén lathatjuk, hogy minden ¢ > 0 szdmra az a C(e) esemény, hogy létezik
1

olyan n index, melyre a fej-dobasok szamanak relativ gyakorisaga a |- —e, = + 5]

2 2
intervallumba esik minden N > n szdamra benne van az A o-algebrdban. Ugyanis,

Cle)=|JCne) e A

Ezért a minket érdeklé C' eseményre kapjuk felhasznalva a fenti 6sszefliggést minden

1
€= z szamra, k = 1,2,..., hogy a minket érdekl6 B eseményre

o 1
B = —
| | C (k‘) €A,
k=1
amint allitottuk.

. Egy szabalyos érmét feldobunk egymas utdn egészen addig, amig méasodszor meg-
jelenik egy fej. Azutan a dobassorozatot abbahagyjuk. Mi annak a valdszintiisége,
hogy az utolséel6tti dobas eredménye fej?

Megoldds: Az esemény, amelyiknek a valdszinliségét ki akarjuk szamolni, a ko-
vetkez6 modon is jellemezheto: Eloszor k darab irdasdobéas torténik valamely k& =

0,1,2,..., szammal, majd utdna két fejiidobas kovetkezik be. Ennek valdszintisége
(L)L Loty 2 ]
2) 2 2 44=2k 4 2
k=0 k=0
Hazi feladat:

Egy szabalyos érmét feldobunk egymaés utan egészen addig, amig masodszor meg-
jelenik egy fej. Azutan a dobassorozatot abbahagyjuk. Mi annak a valdszintisége,
hogy legaldbb harom dobast végziink, és az utolsot kettovel megel6z6 dobas ered-
ménye fej?



