A Valészintiiségszamitas 1. el6adassorozat kilencedik el6adasa.
2003. aprilis 1.

A tobbdimenzids striiségfiiggvények bevezetése utan definidljuk a tobbdimenzids tér
halmazaira koncentralt egyenletes eloszlast. Ezutdn hatarozzuk meg az egyenletes el-
oszlast néhany egyszerii esetben.

Tobbdimenziés halmazokra koncentralt egyenletes eloszlas definicidja. Legyen
adva egy A C R* (Borel mérhet) halmaz a k-dimenzids téren, amelynek Lebesque
mértéke teljesiti a N\(A) > 0 feltételt. Az A-halmazon definidlt egyenletes eloszlds az a P
AMANB)
A(4)
minden Borel mérhetd halmazra a k-dimenzios téren. Masképp megfogalmazva, az
A halmazra koncentrdlt egyenletes eloszlds az az eloszlds, amelynek stiiriségfiigguénye

1
flug, ... ug) = m, ha (u1,...,ux) € A, és f(uy,...,ux) =0, ha (uy,...,u;) ¢ A.

valdszintiségi mérték az R* tér Borel mérhetd részhalmazain, amelyre P(B) =

Feladat:

Adjuk meg a [0,1 x -+ x [0, 1] k-dimenzids egységkockan egyenletes eloszlas elosz-
lasfiggvényét.

b.) Tekintsiik a sikon a (0,0), (0,1) és (1,0) cstucspontok dltal meghatdrozott harom-
sz0gon az egyenletes eloszlast. Adjuk meg ennek sirtiségfiiggvényét.

Filiggetlen valdszintiségi valtozdok és szorzatuk varhaté értéke.

Valészintliségi valtozdk fiiggetlenségének a definicidja. Legyenek &1, ..., &, va-
[6szindiségi vdltozdk egy (2, A, P) valdsziniiségi mezdén. Azt mondjuk, hogy ezek a vald-
szintségr valtozok fliggetlenek, ha minden x4, ...,x, valos szdmra

P& <my,...,6 <wp) = P(§1 <m1) - P(€n < Tn).

Késobbi vizsgalatok érdekében vezessiik be ennek a fogalomnak a tobbdimenzids
valtozatat.

Tobbdimenzids valdsziniliségi valtozok fiiggetlenségének a definicidja. Legye-

nek €V = (€11, 60k), o5 €T = (Enn,. .o Enk), k-dimenzids valdsziniségi vdlto-
20k (vektorok) egy (2, A, P) valdsziniiségi mezdn. Azt mondjuk, hogy ezek a valdszini-
séqi vektorok figgetlenek, ha minden (V) = (T115 s T )y v ee s 2 = (21, k),

k-dimenzids vektorra

P(él,l <ZT11,--- ,ka < Tl ks -« gn,l < Tnl,--- ,gn,k < $n7k)
=P&i<zia,. 88 <Tir) Py <Tni, ok < Tngk).

Megjegyzés: Tobbdimenzids valdszintiségi valtozok fiiggetlenségének a definicidjaban
semmilyen fiiggetlenségi feltevést nem tettiink az egyes £€U) = (&.1,...,&1), 1 < j <k,
vektorok koordinatéi kozott. Ezzel a definicidval egyelore nem foglalkozunk.
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Fiiggetlen valoszintiségi valtozokkal valé szamolast megkonnyiti a mértékelmélet
egyik alapveto eredménye, az aldbb ismertetend6 Fubini tétel. Ennek megfogalmazasa
elott tesziink néhany megjegyzést.

A Fubini tétel a kovetkezd, a tertileti (Riemann—)integrélrél szolé eredménynek
altalanositasa altalanos Lebesgue integralokra.

//fxy dxdy—/(/f(x,y)dx) dy

minden integralhaté f(-,-) fliggvényre. Ez az eredmény azt jelenti, hogy egy kétvéltozds
fliggvény teriileti 1ntegraljat ugy is kiszamolhatjuk, hogy el6szor rogzitjiik az egyik
paramétert, (amelyet y-nal jeloltiink,) és kiszamitjuk az igy kapott egyvéltozds in-
tegralt. Ezutan az els6 l1épésben rogzitett paraméter szerint integralva az igy kapott
fliggvényt, megkapjuk a teriileti integral értékét. Ez azt jelenti, hogy a teriileti integral
kiszamithaté két egyszeres integrdl szukcessziv alkalmazasanak a segitségével.

A Fubini tétel megfogalmazasa elott fogalmazzuk meg a kovetkezé eredményt.

Feladat:

Legyenek Fi(-), ..., Fyx(:) eloszlasfiiggvények a szadmegyenesen, és definidljuk az
F(x1,...,x,) = Fi(x1) - Fx(xg) figgvényt. Ez az F(xq,...,z1) figgvény k-
valtozos eloszlasfiiggvény.

Részletesebben kifejtve a kovetkezot allitjuk. A hetedik és nyolcadik eléadasban
megadtuk annak sziikséges és elégséges feltételét, hogy egy egydimenzids illetve
tobbdimenzids fliggvény eloszlasfiiggvény fliggvény legyen. Azt allitjuk, hogy ha
az F;(-), 1 < j < k, fiiggvények teljesitik az (egydimenzids) eloszlasfliggvény
jellemzését leiré tulajdonsdgokat, akkor az F(z1,...,xx) = Fi(x1) - -+ Fi(xy) flige-
vény teljesiti a tobbdimenzids eloszlasfliiggvény eloszlasat leir6é tulajdonsagokat.

Ha F;(-), 1 < j < k, egydimenzids eloszlasfiiggvények, akkor tekinthetjitk az
F(xy,...,xx) = Fi(z1) - Fx(xk) k-valtozds eloszlasfiiggvényt, illetve az altala meg-
hatdrozott ur = p(p,,.. rF,) Stieltjes mértéket a k-dimenzids téren. Az irodalomban
altalanos szokds, hogy az el6bb definiidlt pp k-dimenzids téren értelmezett mérték sze-
rinti integralt Fy(dxy) ... Fi(dxy) vagy dFy(xq1)... dFy(zy)-val jelolik, azaz

/g(xlw"axk')uF(dxla'“, d,Ik) = /g('rla"~7xki):u(F1,...,Fk)(d'r17'”7 dl‘k)

je:l'/g(xl,...,xk)Fl(dxl)---Fk(dxk)Z/g(xlv---,ﬂfwdFl(wl)--- AFi(z)

tetszéleges integralhaté g(zq,...,z) (integralhatd) fligvényre, ahol ,,jel.” a jel6lés sz6
roviditése. A tovabbiakban mi is ezt a jelolést kovetjiik.

Fubini tétel. Legyenek F;(-), 1 < j < k, eloszldsfiggvények a szdmegyenesen, €és legyen
g(x1,...,x) (mérhetd) k-vdltozés figguény. Ekkor

/g(:)j'l,xg, . ,I’k)Fl(dl’l)F< dl‘g) Ce Fk(dxk)

_ (/ (/ (/g(xl,...,xk)Fl(darl)) Fg(dxz)) ---Fk(dl'k)>-

2



Ez az azonossdg gy értendo, hogy az azonossag két oldaldn lévo integrdl illetve szuk-
cessziv integrdl eqyszerre létezik.

Erdemes kiilon megfogalmazni ennek az azonossagnak a kovetkezd fontos specidlis
esetét. Ha g(x1,...,xE) = g1(x1) - - gk (xk) alaki specidlis fiiggvények integraljat tekint-
Juk, akkor a kovetkezd azonossdgot irhatjuk fel:

/gl($1)gz($2) . gk(ill‘k)Fl(dx1>F2(d.fE2) Ce Fk(d.fl?k)

= [senRitan) [ wFaie) - [ aRdn) = lj [ 956@)85 o).

1. megjegyzés: A Fubini tétel valdjaban egy dltalanosabb eredmény mint a most kimon-
dott tétel. A Fubini tétel a megfogalmazottakhoz hasonlé eredmény mond ki dltalanos
(és nemcsak az Fuklideszi) terekben definialt szorzatmértékek szerinti integralokra. Sza-
munkra viszont elegendé csak a fent leirt specialis esetet tekinteni.

2. megjegyzés: Az el6bb kimondott tételek és a tovabbi eredmények réviden, infor-
malisan ugy foghatok 6ssze, hogy mindazok az eredmények, amelyeket fiiggetlen, disz-
krét eloszlasu valdszintiségi valtozokrol tanultunk, érvényben maradnak dltaldnos, nem
feltétleniil diszkrét eloszldsu valészinliségi valtozokra is.

Az alabbiakban a Fubini tételt fogjuk haszndlni, és azokat a eredményeket, amelyek
megadjak, hogy valdszintliségi valtozok fliggvényeinek varhato értékét hogyan lehet ki ki-
szamolni e valdszintiségi valtozdk eloszlasfiiggvényének a segitségével. Ezen eredmények
felhasznélasaval bebizonyitok néhany alapvetd eredményt fiiggetlen valdszintiségi valto-
z0krol. Ezelott egy megjegyzésben elmagyarazom, hogy milyen targyalasmodot kovetek.

3. megjeqyzés. Az alabbiakban fiiggetlen valdsziniiségi valtozdk legfontosabb tulaj-
donsagait ismertetem. FEzeket a tulajdonsagokat meg lehet fogalmazni az eloszlasok
nyelvén is. fly modon kideriil, hogy ezek a tulajdonsagok ekvivalensek valamilyen in-
tegralokra megfogalmazhaté azonossigokkal, és ezen azonossagok mindegyike a Fubini-
tétel kovetkezményeként kezelheto.

Tétel. Legyenek &1, ..., &k figgetlen valosziniségi valtozok, amelyek mindegyikének lé-
tezik vdrhato értéke, azaz E|§;| < oco. Ekkor a & ---& szorzatnak is létezik vdrhato
értéke, és

E& - & = E& - -+ Bk

Megjegyzés: Ezt az eredményt mar lattuk kordbban abban a specidlis esetben, ha disz-
krét valészintiségi valtozok szorzatat tekintjiik.

A tétel bizonyitas: Jelolje F;(-), 1 < j < k, a §; valészintiségi valtozé eloszlasfiiggvényét,
és vezessiik be a g(x1,...,x,) = 71 ...z figgvényt. Ekkor

E& - & =FEg(&,. .., &) = /xl"‘xkFl(dwl)---Fk(dl’k)-
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Tovabba a Fubini tétel szerint
k
/xl ez F(dry) .. Fr(dog) = H /ij(daj).
j=1

Mivel E¢; = [xFj(z), ez az azonossdg azt jelenti, hogy E&i---& = E& --- E&.
Ezenkiviil azt is allithatjuk (felhasznilva azt a tényt, hogy a Fubini tétel két oldaldn
szerepl6 kifejezés egyszerre értelmes, hogy a Tételben szereplé azonossag két oldala
egyszerre értelmes.

Tétel. Legyenek &q,...,& fiuggetlen valosziniségi vdltozok, By, ..., Br a szdimegyenes
Borel mérheté részhalmazai. Ekkor

P(& € By,..., & € By) = P(& € By) -+ P(& € By).

Megjegyzés: A fliggetlenség definicidja csak azt koveteli meg, hogy a tételben kimondott
azonossag teljesiiljon specidlis B; = (—oo,z;) alaki halmazokra. A tétel azt Allitja,
hogy ha ez az azonossag teljesiil ezekre a specialis alakii halmazokra, akkor ez teljesiil
minden ,,szép” azaz Borel mérheté halmazra. A tétel egyik kovetkezménye az, hogy a
diszkrét valoszintiségi valtozok esetében méar kordbban definialt fliggetlenség megegyezik
a fliggetlenség fogalmaval az altalanos esetben.

Bizonyitas: Legyen g;(-) a B; halmaz indikatorfliiggvénye, 1 < j < k, azaz legyen
gi(z) = 1, ha x € Bj, és gj(r) = 0, ha x ¢ Bj. Definidljuk a g(z1,...,z5) =
g1(z1) -+ - gr(zk) figgvényt a k-dimenziés téren. Ekkor a Fubini tétel alapjan

P(&1 € By,..., & € By) = Eg(&1,---,&) = Eg1(&1) -+ - Egr(§k)
=P(£1 EBl)P(fk GBk).

Feladat:

Legyenek &1, ...,&n,&nt1, - -+, Entm fUggetlen valészintiségi valtozdk, g(xq,...,z,)
n-véaltozoés (mérhetd) fliggvény, n = g(&1,...,&,). Mutassuk meg a Fubini tétel
segitségével, hogy n,&nt1, - - - Enam fliggetlen valdszintiségi valtozok.

Feladat:

Legyenek &1, ...,&, fliggetlen valdszinliségi valtozok, és legyen a §;, 1 < j < n,
valoszintiségi véltozonak striiségfiiggvénye, és jeloljiik az f;(-)-vel. Ldssuk be a
Fubini tétel segitségével, hogy a (&1, ...,&,) véletlen vektornak is van siiriiségfligg-
vénye, és az az f(uy,...,up) = f1(u1)--- fn(u,) fiiggvény.

Filiggetlen valoszintliségi valtozok osszegének a szérasnégyzete, a nagy szamok
gyenge torvénye.

A diszkrét valdszintiségi valtozdkhoz hasonléan defidlhatjuk altaldanos, nem feltétleniil
diszkrét valésziniiségi véaltozok szordsnégyzetét, (ezt az eléz6 eldaddson megtettiik), ko-
variancigjat, és (fliggetlen) valésziniiségi valtozok Gsszegének szérdsnégyzetére hasonld
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formula érvényes mint a diszkrét esetben. Roviden leirjuk a bizonyitast, bar azt akar el
is hagyhatnank arra hivatkozva, hogy a diszkrét valészintiségi valtozdk esetében is csak
olyan osszefliggéseket hasznaltunk, amelyek altalanos valdszintiségi valtozok esetében is
érvényesek.

Valészintliségi valtozék kovariancidjanak a definicidja. Legyen & és n két valo-
szintiségi vdltozé ugyanazon a valdszintiségi mezén, (amelyekre teljesiil az EE? < oo,
En? < oo feltétel.) A € és n valdszintiségi vdltozok kovarianciafiigguénye

Cov (§,m) = E[(§ — E)(n — En)].

Lemma.
Cov (§,m) = E&n — E{EN.
Ha & és n fiiggetlen valdszindiségi vdltozok, akkor Cov (€,n) = 0.
Bizonyitas:
Cov (&,m) = E[(§ — E§)(n — En)] = E(§n — §En — nES + ESE)
= B¢ — BEEN — EEEn + EEEn = E{n — ESEN.

Ha & és n fliggetlen valészintiségi véltozdk, akkor E&n = EEEn, ezért Cov (&,n) = 0.

Tétel. Legyenck;, 1 < j < k, valdsziniiségi valtozok ugyanazon a valdsziniségi mezén,
amelyekre teljestil Eﬁ? < oo feltétel. Ekkor

k k
D& =D Varg+ Y Cov(§.&) ZVarﬁa”Z Z Cov (&, &)-
= =

1<5,1<k i=11=j+1
J#

Specidlisan, ha a &; valdsziniiségi vdltozok figgetlenek, akkor
k k
D& | =D Varg.
j=1 j=1

Bizonyitds. Vezessik be a {?j = {; — E¢; valosziniiségi valtozdkat. Ekkor

2

k k
G| =E[>.4| =F ZS + > .4
j=1 j=1

1<4,1<k
J#l
k B o k
=D EG+ ) BGG=) Varg+ Y Cov(g,4)
j=1 1<4,i<k Jj=1 1<5,i<k
j#£l J#l



Ha a §; valészintiségi valtozdk fliggetlenek, akkor Cov (§5,&;) = 0, ezért
k k
D& | =D Varg;.
i=1 i=1

Legyenek &;, 7 = 1,2,..., fliggetlen, egyforma eloszldsi valdszinliségi valtozok, és
legyen E¢? < oco. Becsiiljiik meg a Csebisev egyenlStlenség segitségével a

P %Z(ﬁj—Eﬁj) >
j=1

valészintliségeket minden n = 1,2,... és € > 0 szdamra. Latni fogjuk, hogy ebbdl
a becslésbol adodik a valdszintiségszamitas egyik fontos eredménye, a nagy szamok
(gyenge) torvénye.

3
3

1 1
Pl|- — E¢;) =P |- — E¢;)
n n
j:]. j:].
2
B 2 E <Z1( EQ))
_ 2 2 J=
=P|[[D (& -Eg) | >n??| < —~>
7j=1
r| D¢ 3 Var ¢,
_ <j—1 j) _ jgl ! B Var &
- n2e? o n2e2 pe2?

A nagy szamok (gyenge) torvényének bizonyitasa el6tt bevezetiink két definiciét.

Sztochasztikus konvergencia definicidja. Legyenek &,, n = 1,2,..., figgetlen
valoszinidségi valtozok ugyanazon a wvaloszinidségi mezén. Azt mondjuk, hogy a &,,
n = 1,2,..., valosziniségi valtozok sztochasztikusan konvergdlnak a & valdsziniiségi

vdltozéhoz, ha lim P(|&, —&| > e) =0 minden € > 0 szdmra.

Megjegyzés: A mértékelméletben is megjelenik ez a fogalom, de ott ezt mértékben vald
konvergencianak nevezik.

Nagy szamok gyenge torvényének a definicidja. Legyen &,, n=1,2,..., figget-
len, egyforma eloszldsi valosziniségi vdltozok sorozata egy valdsziniiségi mezdn, S, =
n

S &k, k=1,2,.... Azt mondjuk, hogy ezek a &,, n = 1,2,..., valdsziniségi valtozok

tfz_ljesitik a nagy szamok gyenge torvényét, ha létezik olyan E szdm, amelyre teljestl, hogy
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n Ve /N s s . z ’
az —, n = 1,2,..., valosziniséqgi valtozok sztochasztikusan konvergdlnak az E szam-

hoz, azaz ahhoz a valdszinidségi valtozohoz, amely eqy valdosziniséggel az E konstanssal
egyenlo.

Tétel a nagy szamok gyenge torvényérol. Legyen &,, n = 1,2,..., figgetlen,
egyforma eloszldsi valdszintiségi vdltozok sorozata, amelyekre teljesiil az B2 < oo tu-
lajdonsdg. Ezek a wvalosziniségi vdltozok teljesitik a nagy szamok gyenge torvényét az
E = FE¢, konstanssal.

Bizonyitds: Lattuk, hogy az adott feltételek mellett

Var 51

P
ne?

S|

Y (& -Eg) > <
j=1

. . . Var
minden € > 0 szamra. Mivel lim &

5— = 0, innen koévetkezik a Tétel éllitasa.
n—oo MneE

Megjegyzés 1. A gyenge jelz6 a nagy szamok gyenge torvényében arra utal, hogy a
nagy szamok gyenge torvényében filiggetlen valdsziniiségi valtozok atlagainak konver-
gencidjat egy viszonylag gyenge konvergenciafogalom szerint, a sztochasztikus konver-
gencia szerint koveteljok meg. A valdszintliségszamitasban foglalkoznak a nagy szamok
er0s torvényével is, amelyben ezen atlagok konvergenciajat egy erésebb konvergenciafo-
galom szerint, az ugynevezett egy valdsziniiséggel valé konvergencia szerint kovetelik
meg. Lattuk, hogy a nagy szamok gyenge torvénye érvényes akkor, ha a tekintett
fiiggetlen valdszintiségi valtozok négyzetének l1étezik varhatd értéke. Felmeriilhet az a
kérdés, hogy ez a feltétel elhagyhato-e, vagy ha nem hagyhaté el, akkor lehet-e azt
gyengiteni. Ugyancsak természetes probléma annak a kérdésnek a vizsgalata, hogy

S
a P(|= — E|>¢| valészinliségek milyen gyorsan tartanak nulldhoz. Ezeknek a
n

kérdéseknek a targyalasahoz késébb még visszatériink.

Megjegyzés 2. Bar nem hangsilyoztuk, de hallgatélagosan felhasznaltuk azt a tényt,
hogy amennyiben egy & valdsziniiségi valtozo négyzetének létezik varhatéd értéke, akkor
létezik a £ valdszintiségi valtozo varhaté értéke is. Valdban, ez kovetkezik az igynevezett
Cauchy—Schwarz egyenlétlenségbdl, amely szerint (E|€])? < E¢2. Ez az egyenl6tlenség
kiolvashaté a szérdsnégyzet figyelmesebb vizsgalatabol, amely szerint E£2 — (E|€[)? =
Var || > 0. Egy maésik, taldn egyszertibb érvelés: Jelolje F'(-) a £ valésziniiségi valtozo

1 1
eloszlasfiiggvényét. Ekkor, mivel |z| < 5 (2% 4 1), ezért E|¢] = [ |z|F(dz) < /5(902—|—
1
) F(dx) = 5(E§2 +1) < o0, ha E¢? < 0.

A nagy szamok (gyenge) torvényének szemléletes tartalma az, hogy ha sok egymas-
tél fiiggetlen egyforma eloszlasu kisérlet torténik, akkor ezek atlaga ,,regularizalédik”,
konstans lesz. Ez magyardzza meg példaul azt a tényt, hogy minden évben kozel
ugyanannyi fiu és lany sziiletik.



Filiggetlen valészintiségi valtozok Osszegének a siirtiségfiiggvénye. Striliség-
fiiggvények konvolucidja.

A kovetkez6 kérdéssel foglalkozunk. Legyen £ és n két fiiggetlen valdszintiségi valtozo,
amelyeknek létezik f(-) és g(-) stirliségfiiggvénye. Léssuk be, hogy a £ + n Osszegnek
is létezik h(-) siiriiségfliggvénye, és adjuk meg azt a formuldt, amelynek segitségével
azt kiszamolhatjuk. E vizsgdlat sordn be fogjuk vezetni két (stiriiség)fiiggvény kon-
volucidjanak a fogalmat. Ezutan alkalmazzuk ezt az eredményt néhéany konkrét esetben.

Jelolje H(z) = P(§ +n < x) a figgetlen f(:) és g(-) siirliségfiiggvényii £ és n
valészinliségi valtozok &€ + n Osszeg eloszlastiiggvényét. Ekkor

H(z) = P(¢ +n <) = / [ S dudy
//{(u ). U<x} (2)g(v — u) dudv
:/_Oo [/_Oof(u)g(v—u)du} dv:/:oK(v)dv,

/ F(w)g(v — u) du

A fenti szamolasokban egy integraltranszforméciét alkalmaztunk v =u+v, u =u
helyettesitéssel, majd felhasznaltuk a Fubini tételt. Az elvégzett szamolasban észre kell
venni, hogy a ¥ = u + v, & = u transzformdcié az {(u,v): v + v < x} tartomany
a {(a,0): v <z, —oo < u < oo} tartomanyba képezi, és e (linedris) transzforméacié
Jacobidnja azonosan 1.

ahol

Ezutan bevezetjiik a kovetkez6 definiciot.

(Stiriiség)fiiggvények konvoluciéjanak a definicidja. Legyen f(-) és g(-) két siiri-
ségfiiggvény a szdmegyenesen, dltaldnosabban integrdalhato fliggvények, azaz tegyik fel,

hogy [ |f(u)ldu < oo és [7°_|g(u)|du < co. Az f(-) és g(-) figgvények f = g(-)
konvolucw]a az

frg(x / fw)g(z —u)du, —oo <z < 00,

fligguény.

1. megjegyzés: Egyszert (linearis) transzformaciéval kapjuk, hogy a konvoluciét més-
képp is kiszamolhatjuk. Ez mutatja, hogy a konvoluciéban résztvevé fliggvények szim-
metrikus szerepet jatszanak.

_ /o; Flu)g(x — ) du = /O; fz —w)g(u) du
:/Zf(%—u)g(%—i—u)du, —00 <z < 0.
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2. megjeqyzés: Erdemes megérteni azt szemléletes képet, amely egyszeriien megmagya-
razza, hogy a fliggetlen valdszintliségi valtozok Osszegének stirliségfliiggvényét miért az
altalunk megadott képlet miért fejezi ki. Ezért a kovetkezd meglehetosen informalis
magyarazat hasznos lehet. Legyen ¢ stirliségfiiggvénye f(z), n slrliségfiiggvénye g(z).
Ekkor a & + n Osszeg h(z) stirliségfiiggvényét egy x pontban az hatdrozza meg, hogy
P+ne€[z,z+dx) ~h(z)de. A+ n € [z,x+ dr] esemény gy kovetkezhet be, ha
ey, y+dy),n € [x—y,x—y+dr) valamely y szdmra. Ennek valészinlisége rogzitett
y szamra f(y)g(z — y)dydx. Ezeket a valésziniiségeket ,bsszegezve”, pontosabban in-
tegrdlva az y érték szerint azt kapjuk, hogy h(z)dz = [ f(y —y)dy - dzx, ahonnan
dx-szel leosztva megkapjuk a keresett formulat Ugyanez az ervelés azt sugallja, hogy
¢ — n stirtiségfiiggvénye ffooo f(x +y)g(y)dy. Ennek az allitdsnak a preciz indoklasat
tartalmazza a kovetkezo feladat.

Feladat:

Legyen & és n két flggetlen valésziniiségi valtozé f(z) illetve g( ) stirliségfiigg-
vénnyel. Ekkor £ —n h(z) stirtiségfiiggvénye, (amelyik létezik) f flx+
y)g(y) dy alaku.

Megoldds: Tekintsiik az 7 = —n valésziniiségi valtozot. Ekkor 7 stiriségfuggvénye
g(xr) = g(—z). Valéban, legyen G(x) az 1, és G(x) az 7 valésziniiségi valtozd

dG d(1—G(-
eloszlasfiiggvénye. Ekkor g(x) = d(x) = ( da:( z)) = g(—x). Ezért £ —n

stirtiségfiiggvénye megegyezik £ 4 7 strtiségfliggvényével, és ez

/f:c— )o(y) d =/ f(z = y)g(—y) dy

:_/Oo flz+y)g( dy—/ flx+y)g(y) dy.

Az el6bb elvégzett szamolasokbdl kovetkezik a kovetkezd eredmény.

Tétel fiiggetlen valdsziniiségi valtozdok Osszegének a sturilségfiiggvényérol.
Legyen & és n két fiiggetlen valdsziniiségi vdltozo f(-) és g(-) striségfiggvénnyel. Ekkor
a &+ n osszegnek is létezik striségfiggvénye, és az az

/ fw)g(z —u)du, —oo<z <00

fligguény.

Megjegyzés: Felmeriilhet a kérdés, hogy amennyiben f(-) és g(-) integralhaté fiiggvény,
de nem tesziink fel semmilyen tovabbi tulajdonsagot ezekrdl a fiiggvényekrol, akkor
sziikségszerten létezik-e az f * g(-) konvoluci6? Rogzitett x szamra az f * g(z) szdmot
definial6 integral nem feltétleniil 1étezik. Viszont a mértékelméletben belatjak, hogy
az olyen kivételes pontok, amelyekre ez az integrdl nem létezik kevesen vannak, és a
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szamegyenes majdnem minden pontjaban a konvoluciét definidlé integral 1étezik. Azok-
ban a konkrét esetekben, amelyekkel taldlkozni fogunk ez a probléma nem meriil fel.
Ezért azzal a kérdéssel nem foglalkozunk, csak megemlitjiik a bizonyitas részleteinek
vizsgalata nélkiil, hogy az altalanos eset vizsgalata a kovetkezO észrevételen alapul.

Belatjak, hogy
[l du= [~ [ lrwlato) auas

és az altalanos eredmény ebbdl az azonossagbdl és az integralok alapveto tulajdonsagai-
bdl kovetkezik.

Ezutan lassunk néhany példat a fenti eredmény alkalmazasara.

1
Legyen & és n két fiiggetlen, a [—5, 5} intervallumban egyenletes eloszlésu valdszi-

1
niliségi valtozd, azaz legyen & és n slirliségfiiggvénye f(x) = 1, ha ) <z< 2 és
f(x) = 0 egyébként. Szamoljuk ki £ 4 n siirliségfliggvényét.

Megoldds: A £+n valdszintliségi valtozo stirliségfiggvénye a g(z) = [ f(y)f(z—y) dy

1
fiiggvény, ahol f(z) a {—5, 5} intervallumban egyenletes eloszlas sﬁrﬁségfiiggvénye.
) 1 1, 1 1 1
Ezért f(y)f(z —y) =1, ha—§ <y< 563 <z—y< 5 azaZ —5 +r<y<

1
3 +x, és nulla egyébként. Ez azt jelenti, hogy a £+ Osszeg g(x) stirliségfiiggvénye

1 1 < ]' . ’

az x pontban megegyezik a [—

1 1
akkor ez a metszet a [—5 + z, 5} intervallum, és ennek hossza 1 — z, azaz ebben

11
az esetben g(z) = 1 —2z. Ha —1 < 2 < 0, akkor ez a metszet a {—2 3 +x

intervallum amelynek hossza 1 +x =1 — |z|, azaz g(x) = 1+ x = 1 — |z| ebben az
esetben. Ez azt jelenti, hogy g(x) =1 — |z|, ha |z| <1, és g(z) =0, ha x > 1.

Megadunk egy masik geometriai érvelésen alapulé megoldast is, amelyik a korabban
targyalt geometriai érvelésen alapul.
Szamitsuk ki elészor a & + n valdszintiségi véltozé G(z) eloszlasfiiggvényét. De-
11 11
finidljuk a K = [—5, 5} X {—5, 5} négyzetet, és jelolje A a Lebesgue mértéket,
azaz a teriiletet a sikon. Ekkor a sik tetszéleges A C R? mérhetd részhalmazara
igaz az, hogy P(({,n) € A) = M(AN K). Specidlisan, G(z) = P({ +n < z) =
ME N {(u,v): u+v < z}). Ha z < —1, akkor G(x) = 0, ha —1 < z < 0,
akkor G(x) a ( ;, —%), ( é, % + ac) ( + x, ——) pontok altal meghatarozott
héromszog tertilete 1 (1+ )2 Hasonloan haz > 1, akkor G(z) = 1. Ha 0 <z <1,
akkor a G(x) eloszlasfuggveny megegyezik annak a poligonnak tertiletével, amelyet
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ugy kapunk, hogy a K négyzetbol kihagyjuk a (%, %), (%, —% + x) és (—% + x, %)
pontok 4ltal meghatarozott hdromszdget. Ezért G(x) = 1—1(1—x)? ebben az eset-
ben. A G(x) fliggvényt derivalva kapjuk, hogy g(z) =0, ha |z| < 1, g(z) = 1 + z,
ha -1 <x<0,ésg(z)=1—2z,ha0<z<1.

Tekintsiink két a masodik eléadason targyalt feladatot, amelyet annak idején geo-

metriai meggondolasok alapjan oldottunk meg. Megmutatjuk, hogy ezek a feladatok
megoldhatoak a most targyalt konvolucié segitségével is.

a.)

b.)

Két ember 8 és 9 6ra kozott megjelenik egy téren egymastol fliggetleniil és egyenletes
eloszlasal. Mind a ketto féléorat var a masikra, és ha az addig nem jon, akkor
hazamegy. Mi a valészinlisége annak, hogy talalkoznak?

Két botot véletlenszeriien, egyenletes eloszlassal eltoriink. A két rovidebb darabot
osszeragasztjuk. Mi az igy kapott j bot hosszanak az F(u) eloszldsfliggvénye?

Az a) feladat megolddsa. Jelolje &;, j = 1,2, azt a valésziniiségi valtozdt, amely azt
adja meg, hogy hany (0 és 1 kozotti szdmmal kifejezhetd) éraval 8 6ra utan jelent
meg a j-ik ember a helyszinen. Ekkor &; és & fiiggetlen a [0, 1] intervallumban
egyenletes eloszlasu valészinliségi valtozok. Minket a —% <& -6 < % események
valésziniisége érdekel. Mivel &1 — & = & + (—&) = & + &o-t is irhatunk, ahol
£y = =&, és & stirliségfiiggvényét konnyen kiszamolhatjuk, ezért a konvoluciérél
tanultak alapjan ezt a feladatot meg utdjuk oldani. Az F(u) = P(§1 — & < u)
eloszlas stirtiségfiiggvénye a g(u) = f1 * fa(u) konvolucié, ahol fi(u) = 1, ha 0 <
u <1, fi(u) =0, kiilénben, fo(u) =1, ha —1 <u <0, fo(u) = 0 kiilénben. Ekkor
1/2
a minket érdekld mennyiség az F' (3) — F (—1) = / g(u) du integral. Tovabb4,
~1/2

g(x)=f1*f2(x)=/_00 fl(u)fg(x—u)du:/_oo fw)f(x—u)du, —oo <z < 00,

ahol f(u) =1,ha i <u<1i, f(u)=0,hau> 3.
Az el6z6 feladat megolddsdban lattuk, hogy g(u) = 1—u, ha0 < u < 1 g(u) = 1+u,
1/2
ha —1 < u < 0. Innen F (1) — F (—1) :/ (1 |u]) du = Z
~1/2
A b.) feladat megolddsa. Jeldlje &;, j = 1,2, azt a valdszinlségi valtozét, amely
azt adja meg, hogy a j-ik bot rovidebb végének mi a hossza. Ekkor &1, és &
fiiggetlen valdszintliségi véltozok, amelyek stiriiségfiiggvénye az az f(-) fiiggvény,
amelyre f(x) = 2, ha 0 < z < %, és f(xz) = 0 egyébként. Minket a & + &
val6szintliségi valtozo eloszlasa érdekel. Viszont &1 + &5 stirtiségfiiggvénye g(x) = f *
f(z), ahonnan g(x) = 2—|2—4x|,ha0 < z < 1, g(z) = 0 kiilénben. Ezt kiintegralva
megkapjuk az eredményt, amelyet a a kévetkez6 képletek adnak meg: F(u) = 0,
haw <0, Flu)=1-2u?*, ha0<u <1 F(u)=1-2(1-u)?=4u—2u*—1, ha
%ﬁuﬁl. Ha u > 1, akkor F'(u) = 1.

Legyenek & és & fiiggetlen exponencidlis eloszlasu valdszinliségi valtozok, azaz
legyen stirtiségfiiggvényiik f(z) = e ™™ ha = > 0, és f(z) = 0, ha = > 0.
Szamitsuk ki &1 + &5 stirtiségfliggvényét.
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Altalénosabban, legyenek &1, ...&,, fiiggetlen exponencidlis eloszlasi valdszintiségi
valtozék A > 0 paraméterrel. Szamitsuk ki &, + - - - + &, strtségfiiggvényét.
Megoldds: Ki kell szdmolnunk az f x f(z) illetve f x ---* f(z) konvolucidkat a fenti
——

m—szer
f(x) strtiségfiiggvénnyel. Mivel f(x) = 0, ha < 0, a konvoluciét meghatérozé
integralban szereplé f(y)f(x — y) integrandus nulla, ha y < 0 vagy x —y < 0.
Innen a konvoluciét definidlé integral csak x > 0 esetén lehet nulla, az = < 0
esetben f(y)f(x —y) > 0 minden y-ra nulla, és x > 0 esetén az f(y)f(z —y) >0
integrandus csak 0 <y < x esetén nem nulla. Innen a &; + & valdszinliségi valtozo
stirtiségfiiggvénye fo(x) = f x f(z) x < O-ra fo(z) =0, és

Jola) = [+ f(z) = / ) (= y) dy = / Ae MA@ gy

0

= / Ne M dy = AN2ze ™, haz > 0.
0

Hasonléan, ha f,,(z) = f*---x f(z) jeloli & + --- &, slrliségfiiggvényét, akkor
—_——

fm(z) = 0 minden m > 1 szdmra, ha = < 0. Azt allitjuk, hogy fn(x) =
)\mxm—l
——e
(m—1)!
azt, hogy fm—1* f(x) = fm(z) a fent definidlt f,, fliggvényekkel. Viszont

~A ha 2 > 0. Ezen 4llitds bizonyitdsihoz elég belatni teljes indukciéval

m—2

\e M~ AMz—y) dy

s 5@ = [ st =y = [

—2 m .m—1
m_—Ax Y —)x:z:)‘ T
=ame e [ L gy—e T hap >0
c /O(m—2)! v=e (m—1)1" atr=

Mésrészt fp,(x) =0, ha z <0.

Megjegyzés: Lattuk, hogy ha az f(x) = 1, ha —% <z < %, f(x) =0, ha |z| <
fliggvénynek, azaz az egyenletes eloszlas strtségfiiggvénynek a konvoluciéjat tekintjiik
onmagaval, akkor a konvolucié az fx f(z) =1—|z|, ha |x| <1, és fx f(z) =0, ha || >
1. Ez azt jelenti, hogy ebben a példdban az eredeti strtiségfiiggvény két pontban, az
T = ﬂ:% pontban nem folytonos, viszont ennek konvolucidja énmagaval mar mindeniitt
folytonos. Hasonlbéan egy exponencialis eloszlasu valdszintiségi valtozé striiségfiiggvénye
az f(z) = Ae ™ hax >0, és f(z) =0, ha x > 0 sfirliségfiiggvény. Ez a fiiggvény nem
folytonos az origéban, viszont ennek konvoluciéja 6nmagaval mar mindeniittt folytonos.
S6t, amennyiben e stirtiségfiiggvény m-szeres konvoluciéjat alkalmazzuk m alkalommal,
akkor az igy kapott fliggvény még simabb, m — 1-szer differencidlhato. Ezek a példak
azt sugalljak, hogy a konvolucié operator folytonosabba teszi a fliggvényeket. Ez az
elképzelés helyes. Nem fogjuk ezt a kérdést részletesebben targyalni, de megfogalmazunk
a kovetkez6 feladatban egy olyan allitast, amelyik ilyen jellegli eredményt mond ki.

D=
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Feladat:

Legyen f(-) és g(-) két fiiggvény, amelyek k-szor illetve [-szer differencidlhaté, és
ezek a differenidlhdnyadosok szintén integralhaté fliggvények. Ekkor az f * g(-)
konvolucié k + [l-szer differencialhaté fiiggvény.

Jegyezzilk meg, hogy az eloz6 feladatokban tekintett konvoluciét csak akkor hasz-
nalhatjuk, ha olyan valdszintiségi valtozdk Osszegének a strtiségfliiggvényét akarjuk ki-
szamolni, amelyek fliggetlenek. Ez az oka annak, hogy a kovetkezo feladat megoldasaban
nem hasznalhatjuk a konvoluciét, hanem mas mdédszert kell alkalmaznunk.

Feladat:

Legyen £ exponencialis eloszlasu valdszintiségi valtozé A = 1 paraméterrel, azaz
Fz)=P¢<x)=1—e " hax >0, F(z)=P({ <x)=0, ha z <0. Szdmitsuk
ki a & + &2 valdszinfiségi valtozo eloszlds és stirtiségfiiggvényét.

Megoldds: Jelolje G(x) a & + &2 valdészinfiségi valtozé eloszlasfiiggvényét. Ekkor
a G(z) = P({w: £(w) + € (w) < x}) eloszlasfiiggvényt kell kiszdmolni az F(z)
eloszlasfiiggvény ismeretében. Viszont, ha ismerjiik egy £ valdszintiségi valtozd
eloszlasfliggvényét, akkor az meghatdrozza a P(w: {(w) € B) halmazok valdszi-
niiségét minden ,,szép”, azaz Borel mérheté B halmazra. Vegyiik észre, hogy
jelen feladatban is ilyen jellegli problémat kell megoldani. Az ebben a feladat-
ban megjelené B halmaz egyszerli szerkezetii, és ezért ez a feladat konnyebben
megoldhaté. Tekintsiik az A(w,z) = {w: (w) + £(w)? < z} halmazokat. Ezek
valésziniiségét kell kiszamitanunk. Ennek érdekében tekintsiik az B(x) = {y: y +
y? < x} hamazt. Vegyiik észre, hogy B(z) = {y: y1(z) < y < y(z)}, ahol

1= V1+44z -1+ V144
N 2

y1(z) = 5 és yo(x)
és nagyobb megoldésa, és A(w,z) = {w: y1(x) < {(w) < y2(z)}. Innen G(z) =
P({w: y1(z) < £(w) < y2(2)}) = F(y2(x)) — F(y1(z)). Ezért a £ + €2 valészintiségi
valtozé eloszlasfiiggvénye a G(z) = P (y1(x) < { <y2(z)) = P(£ <ya(x)) =1 —

1—+1+44
e—v2(z) — 1 _ exp{%}, ha z > 0, és G(x) = 0, ha < 0 fiiggvény. A

€ + €2 valészinfiségi valtozé g(-) stirliségfiiggvénye ennek derivéltja, azaz g(z) = 0,
1 1—+1+4zx ha 2 > 0

————exp{ ————— %, hax >0.

V1+4dx P 2

az y?> +y = x egyenlet kisebb

ha x <0, és g(z) =

13



