A Valésziniiségszamitas 1. el6adassorozat nyolcadik el6adasa.
2003. mdrcius 2.

Valészintiségi valtozok eloszlasfiiggvénye és varhaté értéke. (folytatds)

A Lebesgue integral teljesiti a Riemann integralra érvényes additivitdsi tulajdonsag
kovetkez6 természetes altalanositasat:

[ (@6w) + ag@)dPE) = [&w@idPw + e [ GwiPw)

minden (integrélhatd) &; és &o valdsziniiségi véltozéra és valds ¢y, co szdmra. Ennek az
azonossagnak a kévetkezménye (valgjaban dtfogalmazdsa) a kovetkezo

Tétel. Ha két &y, & valdsziniiségi valtozonak (amelyek ugyanazon a valdsziniiségi mezén
vannak definidlva) létezik vdrhato értéke, ¢1 €s co két valds szam, akkor a c1&1 + c2&o
kifejezésnek is létezik vdrhato értéke, és

E (c1&1 + c2é2) = c1 B + o B,

Megjegyzés: Ez az eredmény azt allitja, hogy az dltalanos esetben is érvényes a diszkrét
valoszinliségi valtozokrol szold eredmény, amely véletlen 0sszegek varhatéd értékének ad-
ditivitasat fejezi ki. Ebben az esetben sem kell megkovetelni a valdszintiségi valtozok
(dltaldnos esetben még nem térgyalt) fiiggetlenségét. A fenti eredmény a varhato
értéknek eredeti definici6jabdl adédott, amely a varhato értéket mint egy “absztrakt”
Lebesgue integralt adta meg. Sokszor hasznosabb a varhaté érték eredeti definicdja
helyett azt a mult eldaddson kimondott Fontos Tételnek nevezett eredményt, illetve
annak altaldnositasat hasznalni, amely lehetové teszi egy valdszintiségi valtozd varhato
értékének kiszamitasat akkor is, ha csak a valdszinliségi valtozo eloszlasfiiggvényét is-
merjiik. Mégis, mint a fenti eredmény mutatja, néha érdemes az eredeti definiciéra
hivatkozni.

Jegyezziik meg, hogy a varhaté érték (Lebesgue integrél definicidjabdl) kdnnyen
lathaté, hogy amennyiben egy &(w) valdsziniiségi véltozéra teljesiil a P(&(w) > 0) =
1 feltétel, akkor E¢(w) > 0. Innen kovetkezik, hogy amennyiben két &(w) és n(w)
valésziniiségi valtozéra teljesiil, hogy P({(w) > n(w)) > 0, akkor E{(w) > En(w).
Valéban, ekkor F¢(w) — En(w) = E ({(w) —n(w)) > 0. Ennek az észrevételnek egyik
kovetkezménye az alabbi Markov egyenlotlenségnek nevezett relacio.

Markov egyenl6tlenség. Ha (w) nem negativ valdsziniiségi valtozo, azaz P(&(w) >
0) =1, akkor

minden x > 0 szamra.

Bizonyitds: Definidljuk a £ valészin(iségi valtozé alabbi n(w) csonkitottjt:

x haé(w)>x
n(w):{o ha 0 <¢(w) <z
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Ekkor P({(w) > n(w)) = 1, ezért E{(w) > En(w) = zP({(w) > z) = zP(n(w) > x),
ahonnan kovetkezik az allitas.

Definialjuk altalanos esetben is valdszintiségi valtozok szorasnégyzetét.

Szérasnégyzet definiciéja. Legyen & olyan valdsziniségi viltozo, amelyre E£? < oo.
Ekkor e valosziniiségi vdltozo szordsnégyzete

Varé = E (€ — B¢)”

(Ha EE? = oo, akkor vagy nem definidljuk a & valdszintiségi vdltozd szordsnégyzetét,
vagy azt mondjuk, hogy Var &(w) = 0.

Lemma.

Var ¢ = B¢? — (E€).

Bizonyitas:

Vare = E (§ — B¢)* = B (£ - 26B¢ + (BS)* ) = B¢ —2B¢ B+ (E)” = B — (B¢)*.

Megjegyzés: Az €l6z6 lemmabdl és a Varé > 0 egyenl6tlenségbdl kovetkezik, hogy
(E€)? < E&2. Ennek az éllitasnak igaz a kovetkezé Cauchy—Schwarz egyenlStlenség-
nek nevezett egyenlStlenség: (E&n)? < E&2En?. Sét, ez az éllitas érvényesebb az
alabbi élesebb formédban is: Adva egy (X, A, ) mértéktér, azon két (mérheté) f(x) és
g(z) fiiggvény, x € X, akkor (intf(z)g(z)u(dz))? < [ f(z)*u(dx) fg wu(dz). Ez
azt jelenti, hogy a fenti egyenlotlenség érvényes tetszoleges (0 Veges) és nemcsak egyre
normalt, azaz valdszintliségi mérték szerinti integralra.

Bar a fenti egyenl6tlenségre nem lesz sziikségiink késobb, és annak bizonyitasat nem
kell tudni a valészinliségszamitas vizsgan, mégis ismertetem annak bizonyitasat, mivel
az tanulsagos. Ezt a bizonyitast megkaphatjuk az el6z6 egyenlétlenség bizonyitasanak

a finomitdsaval. Nevezetesen tetszbleges A Valés szémra felirhatjuk hogy 0< [(f(z)+
Ag(@))?p(dx) = N [g(x)*u(dz) +2) [ f(= w(dx) —|— f f p(dzx). Vélasszuk a
_ff )

J g(w)zu( de‘ '
hogy az altaldnossag megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy [ g(x)*u(dz) > 0. Ellenkezd
esetben ugyanis [ g(x)?u(dz) = 0, ahonnan g(z) = 0 (majdnem) minden x € X szdmra
(a p mérték szerint). A X szadm fenti valasztdsa nagyon természetes, mivel egy minden A
paraméterre érvényes, és mi azt a paramétert valasztottuk, ahol a tekintett masodfoku
polinom felveszi a minimumat.) Ezzel a vélasztdssal azt kapjuk, hogy

([ f@)g(@)u /f =0,

[ g(z)?p(dz)

ami ekvivalens a Cauchy—-Schwarz egyenlotlenséggel.

A szamot a fenti egyenl6tlenségben, mint A = (Jegyezzilk meg,
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Altaldban, a szorasnégyzet tulajdonsagainak a bizonyitdsa csak a varhatd érték
tulajdonsagait hasznalja. Ezért a diszkrét valdszintiségi valtozok esetében érvényes

Var (a€ + b) = a*Var ¢
azonossagot hasonléan lehet bizonyitani az altalanos esetben.

Feladat:

Altalanos valdszintiségi valtozok esetében is érvényes a

inf  E(¢— M)*= Var¢

—oco< M < oo

azZonossag.

Megfogalmazzuk és bebizonyitjuk az alabbi Csebisev egyenlotlenségnek nevezett
allitast.
Csebisev egyenl6tlenség. Minden & valdszinidségi viltozora, amelyre EE? < 0o

Var
22

P(l¢ - FE¢ > x) < minden x > 0 szdmra.

Bizonyitas:

P(l¢ — B¢l > 2) = P((§ — E¢)? > 2?)

a Markov egyenlotlenség alapjan.

Megjegyzés: A Csebisev egyenlGtlenség azért hasznos, mert a benne szerepld szoras-
négyzet sok érdekes esetben konnyen kiszamolhaté. Felmeriilhet az a kérdés, hogy a
Csebisev egyenlotlenség mennyire éles. Erre a kérdésre késobb még visszatériink.

Az el6z6 el6adason kimondott Fontos Tételnek nevezett eredmény, illetve annak
altalanositasabol kovetkezik, hogy egy valészintliségi valtozonak, illetve egy valdoszintliségi
valtozé fiiggvényének a varhato értékét ki lehet szamitani csak a valdszinliségi valtozd
eloszlasfiiggvényének az ismeretében.

Gyakorlati szempontbdl, annak érdekében, hogy a leggyakrabban el6fordulé esetek-
ben jobban tudjunk szamolni, érdemes bevezetni egy eloszlasfliggvény siirtiségfiiggvé-
nyének a definiciéjat. Ez lehet6vé teszi, hogy a problémakban felmeriilé és sokszor
kényelmetleniil kezelhet6 Lebesgue integralokat dtirjuk mint (k6zonséges) Riemann in-
tegralokat.

Stirtiségfiiggvény definicidja. Egy F(x) eloszldsfiggvénynek az f(u), —oo < u < 00,
fiigguény striségfiggvénye, ha minden —oo < x < 0o szamra teljesiil az

Flz) = /; f(u) du
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az0no0ssdg.

Megjegyzés: Tobbszor fogunk beszélni egy valdszintiségi valtozé stirtiségfiiggvényérdl is.
Ez azt jelenti, hogy e valdszintiségi valtozo eloszlasfiiggvényének a striiségfiiggvényét
tekintjiik. Sok érdekes és fontos eloszlasfiiggvénynek 1étezik stirtiségfiiggvénye, de nem
mindegyiknek. Példaul egy diszkrét eloszlasi valdszintiségi valtozonak nincs stiriiség-
fiiggvénye.

Tétel. Ha eqy F(x) eloszldsfiigguénynek létezik f(u) stiriségfiggvénye, akkor ez teljesiti
minden g(-) figgvényre a kovetkezd azonossdgot:

| stwrtan = [~ gt

— o0 — 00

Ez az azonossdg gy értendd, hogy az azonossdg két oldaldn szerepld kifejezés eqyszerre
létezik vagy nem létezik, ha mind a két kifejezést mint Lebesgue integrdlt értelmezziik.
Ha a jobboldalon szerepld integrdl létezik mint (kézonséges) Riemann integrdl, akkor ez
az integrdl tekinthetd gy is mint (egy a Riemann integrdl értékével megegyezd) Lebesgue
integradl. Tehdt az azonossdag ebben a fontos specidlis esetben is érvényes.

Annak érdekében, hogy megértsiik, hogyan tudjuk egy eloszlasfiiggvény stirtiség-
fliggvényét kiszamitani, idézziik fel a klasszikus analizis egyik alapvetd eredményét, a
Newton—Leibniz formulat.

Newton—Leibniz formula. Legyen F(x) folytonos fiiggvény egy [a,b] véges inter-
vallumon, amely véges sok pont kivételével folytonosan derivdlhatd. Legyen f(u) =
dF
d(x) minden pontban, ahol az F(-) differencidlhato. FEkkor F(x) — F(a) =
€L T=U
fax f(u)du minden a < x << b szdamra. Tovdbbd, ha a fenti feltétel teljesil min-
den véges [a,b] intervallumban, és létezik a F(—oo) = lim F(x) hatdrérték, akkor

F(z) — F(—00) = [*__ f(u)du minden —oco < x < 0o szdmra.
Megforditva, ha f(u), (pontosabban annak abszolut értéke) integrdlhato fiiggvény

x dF
egy la,b] intervallumban, és F(x) = [ f(u)du, a < x < b, akkor f(u) = d(m)
z T=u
(majdnem) minden a < uw < b pontban. Ha az f(u) figguény integrdlhatd az egész

szamegyenesen, akkor a fenti dllitds igaz a = —oo vdlasztdssal is.

Megjegyzés 1: A Newton—Leibniz formula jelentésége szamunkra az, hogy eszerint az
eredmény szerint a stirtiségfiiggvény (feltéve, hogy az létezik) egyenlé az eloszlésfiiggvény
derivéltjaval. Megforditva, a siirliségfiiggvény ismeretében meg tudjuk hatérozni az
eloszlasfliggvényt. Annak értéke az x pontban megegyezik a siirtiségfiiggvény integral-
javal a [—oo, z] intervallumban.

Megjegyzés 2: A mértékelméletben bebizonyitottak a Newton—Leibniz formula élesebb
formajat is. Pontosan leirtak azon fiiggvények osztalyat, az igynevezett abszolut folyto-
nos fliggvényeket, amelyekre igaz, hogy a fliggvény egyenl6 a derivaltjanak a (Lebesgue)
integraljaval. Az altalunk kimondott eredmény csak egy elégséges feltételt ad arra, hogy
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egy F(-) fiiggvény teljesitse ezt a tulajdonsigot. Viszont ez az eredmény alkalmazhato
a gyakorlatban el6fordulé feladatok majdnem mindegyikére.

A kimondott tételben megengedtiik, hogy az F'(-) fiiggvény néhdny pontban ne
legyen differencidlhaté. FEzt azért tettiik, hogy ne zarjunk ki néhdny érdekes esetet.
Ilyen eset példaul a kovetkezd F'(-) eloszlasfiiggvény: F(z) =0, ha z <0, F(x) = x, ha
0<z<1,és F(xr) =1, ha x > 1. Ennek az eloszlasfliggvénynek a stirtiségfiiggvénye
az az f(-) fiiggvény, amelyre f(u) =1, ha 0 <u <1, és f(u) = 0 kiilénben. Ebben az
esetben az F'(-) fiiggvény folytonosan derivdlhaté mindeniitt, kivéve az x = 0 és z = 1
pontot.

Megjegyzés 3: A Newton—Leibniz formula masodik részében megfogalmazott &llitas
szerint egy f(-) fiiggvény integréljdnak a deriviltja csak majdnem mindeniitt egyezik
meg az eredeti f(-) fiiggvénnyel. Valoban, kissé évatosabban kell megfogalmazni az
allitasokat, mert ha példaul egy fliggvényt véges sok pontban megvaltoztatunk, akkor
annak integralja megegyezik az eredeti fiiggvény integraljaval. Ez azt jelenti, hogy nem
varhatjuk azt, hogy egy fiiggvény integraljanak a derivéaltja minden pontban megegyez-
zen az eredeti fliggvénnyel. Viszont ez az allitas igaz majdnem minden pontban. Azt,
hogy mit jelent a ,,majdnem minden” kitétel pontosan elmagyarazzédk a mértékelmélet-
ben, de ez nem témaja a mostani eléadasnak.

Az eloszlasfiiggvényekhez hasonléan pontosan jellemezni lehet a slirtiségfiiggvénye-
ket. Ezt a jellemzést adja meg az alabbi tétel.

Tétel. Egy f(-) (mérhetd) figguvény akkor és csak akkor siriségfigguénye egy alkal-
mas eloszldsfiggvénynek, ha f(u) > 0 majdnem minden —oo < u < oo szdmra, €és

I fuydu = 1.

Ezt a tételt nem nehéz bebizonyitani néhany alapveté mértékelméleti eredmény
segitségével, de most elhagyjuk a bizonyitast. Kiilon tételben megfogalmazzuk azt az
eredményt, amely megadja, hogyan lehet kiszamolni egy valdszintliségi valtozé varhato
értékét a valdszinliségi valtozé eloszlas vagy sliréségfiiggvényének az ismeretében. Ez
kozvetlen kovetkezménye néhany korabban megfogalmazott eredménynek.

Tétel. Jelolje F(-) illetve f(-) egqy & valdszindiségi vdltozo eloszlds illetve stiriiségfigg-
vényét. Legyen g(-) mérhetd fligguény a szdmegyenesen. Ekkor

Eg:/:uF(du) :/Oo wf () du

Bg(e) = [ " ) F(du) = / " gu) flu) du

Feladat:

Legyen & valdészintiségi valtozé f(u) slirtiségfiiggvénnyel, a és b valds szamok. Ha-
tarozzuk meg az af + b és £2 valésziniiségi valtozdk stiriiségfiiggvényét.
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Néhany fontos folytonos eloszlas.
a.) Normdlis eloszlasfiigguény.

Bevezetjiik a standard normalis eloszlasfiiggvény definiciéjat. Késobbi eredmények-
bol fog kideriilni, hogy ez az eloszlas miért jatszik fontos szerepet a valészintiségszami-
tasban.

A standard normadlis eloszlas definiciéja. A ®(x) standard normdlis eloszlds az az

—u?/2
V2T

E definicié helyességének igazoldsdhoz meg kell mutatni, hogy a fent definidlt ¢(-)
fliggvény valoban striségfiiggvény. Ennek érdekében be kell bizonyitani a kovetkezd
eredményt.

eloszlds, amelynek striiségfiggvénye a p(u) = e , —00 < u < o0 fligguény.

Tétel.

> 1 2
e W2 gy =1
e U .
/_oo\/27r

> 1
Bizonyitdas. Vezessuk be az I = / —
Y —oo V2T

I? = /OO /OO L +/2 gy gy

27 o) [e%e)
1 [e%e)
= / / e " drdp = / re=" /2 dp = [—e‘ﬁ/ﬂ =1.

Ebben a szamoldsban az I? mennyiséget kifejezé az (u,v) térben megadott kettds in-
tegralt kifejeztitk mint az (r,¢) polarkoordindtarendszerben, u = rcosp, v = rsingp,
0 <7r <oo 0< < 2w, kifejezett integralt. Ezen szamolas soran felhasznéljuk,
hogy a polarkkoordinata rendszerbe vald attérést leird transzformacié Jacobianja r,
azaz formalisan dudv = rdrdyp. Ezért jelenik meg egy r szorzd az integralban a
polérkoordinatarendszerbe valé attéréskor. Ezt az integraltranszforméciokrol szo6lé ered-
ményt, illetve annak szemléletes tartalmat a kiegészitésben magyarazom el.

—u2/2 . 1ee12
e du jelolést. Ekkor

Megjegyzés: Természetesnek latszodna, hogy a fent kimondott Tétel bizonyitasa érde-
x 6711“2 /2

kében szamitsuk ki a ¢(x) figgvény ®(x) = /
() figgvény @(z) -

ennek segitségével bizonyitsuk be az allitast. Erre azonban nem vagyunk képesek, mert
nem tudjuk kiszamitani a fenti primitiv fliggvényt. Be lehet latni, hogy ez a primitiv
fliggvény nem irhaté fel szokdsos fliggvények és miiveletek segitségével zart formaban.
Ez azonban mély matematikai eredmények felhasznalasat igényli. (A Galois elméletet
kell hasznélni.)

du primitiv fiiggvényét, és

Megmutatjuk, hogy egy standard normaélis eloszlasu £ valdszintiségi valtozé varhato
értéke nulla, szordasnégyzete 1. Ez az oka, a standard jelzonek a standard normélis
eloszlas definicigjaban.



oo
1
Valéban F¢ = 0, mert F¢ = / U—e /2 du, és ez az integral nulla, mert
—00 \/§7T
az integrandus pératlan fliggvény. Ezutdn parcidlis integraldssal kapjuk f(z) = z és
1 2 d 1 2
T) = T e e ” /2) valasztassal, ho
9() o o ( o gy

o0 1 2 X 2 > > 1 2
E2:/ ——g?%e™® /Qd.r:[— e " /2} +/ ——e " P dr = 1.
. —oo V21 V2 oo —oo V21

Innen Var ¢ = E€2 — (Ef)2 = 1.

Feladat:
Ha ¢ standard normalis eloszlasu valdszintiségi valtozd, m, o valds szamok, akkor az
o€ +m valészinliségi valtozé varhaté értéke m szérdsnégyzete o2, siirtiségfiiggvénye
]_ 2 2
pedig g(u) = e~ (u=—m)" /207
(@) V2ol
A fenti feladat eredménye alapjan egy valdsziniiségi valtozot akkor neveziink nor-

e~ (w=m)*/20" glakhan

mélis eloszlasunak, ha van siirtiségfliggvénye, és az g(u) = 5
o
adhaté meg alkalmas m és o > 0 szamokkal.

Feladat:

Ha ¢ standard normaélis eloszldsti valészintiségi valtozé, akkorEE?F—1 = 0 F¢?k =
1-3---(2k —1) minden k = 1,2,... szamra.

b.) Egyenletes eloszlasfiigguény.

Egyenletes eloszlasfiiggvény definicidja. Fgy & wvalosziniségi vdltozo egyenletes
eloszlasi egy [a,b] intervallumban, —oo < a < b < oo, ha siriségfigguénye f(u) =

A haa <u<b, és f(u) =0 egyébként.
—a

Kiszdmitjuk egy az [a, b] intervallumban egyenletes eloszlasi £ val6szintiségi valtozd
varhaté értékét és szordsnégyzetét.

b 2
1 1 u
E = d = — = =
§ /aub—a N b—a{?] 2(b—a) 2 7’




c.) Ezponencidlis eloszldsfiigguény.

Exponencialis eloszlasfiiggvény definicidja. FEgy & valosziniségi vadltozo expo-
nencidlis eloszldsi A paraméterrel, X > 0, ha eloszldsfiggvénye, F(x) = P(§ < x) =
1—e ™ hax >0, és F(x) = P(¢ <z) =0, hax <0. Ezzel ekvivalens jellemzés:
Egy valdszintiségi vdltozo exponencidlis eloszldsi A > 0 paraméterrel, ha létezik f(u)
stirtiségfiigguénye, és az f(u) = Xe ™™, hau >0, f(u) =0, ha u < 0 alaki.

Szamoljuk ki egy A paraméterii £ exponencidlis eloszlasi valdszintiségi véltozo var-
hato értékét és szorasnégyzetét.
Parcialis integrédlassal kapjuk, hogy

E¢ :/o ure™ M du = X/o ue” “du = X ([—ueu}o —I—/O e du) =\

o 1 00 > 2
E¢? = / uhe M du = 2 ([u26_“]0 +/ 2ue " du) =2
0 0

Ezért Var & = FE2 — (E¢)? = % — % = %
Feladat:
Szamitsuk ki egy A paraméterii exponencialis eloszldsi valészintiségi valtozé mo-
mentumait.
Feladat:

Mutassuk meg, hogy egy exponencidlis eloszlasu & valdszintiségi valtozé teljesiti a
kovetkezo tigynevezett orokifju tulajdonsagot:

P >z+yl>y)=PE>x)

minden x > 0 és y > 0 szamra.
Nem kételezé hazi feladat:

Ha egy £ valdszintiségi valtozo teljestiti az orokifju tulajdonsagot, akkor az expo-
nencialis eloszlasu.

Ezenkiviil megbeszéltiik az orokifji tulajdonsag szemléletes tartalmat. Tekintstink
egy személyt vagy targyat amelynek élettartama véletlen & valdszintiségi valtozo. Te-
kintsiik a £+y valdszintiségi valtozo feltételes eloszlasat azon feltétel mellett, hogy & > v,
azaz azt milyen valdsziniiséggel fog az a személy vagy targy legalabb még z ideig élni,
feltéve, hogy megélte az y idopontot. Ha ez a feltételes eloszlas nem fiigg az y értéktol,
akkor azt mondjuk, hogy a & valészinliségi valtozo teljesiti az 6rokifju tulajdonsagot. A
fenti feladatban ezt a tulajdonsagot fogalmaztuk meg formélisan.



Feladat:

Mutassuk meg, hogy létezik olyan & valdszintiségi valtozé teljesiti a kovetkezo szu-
per orokifju tulajdonsagot:

P>z +ylE>y) > P> x)

minden z > 0 és y > 0 szamra.
Tobbvaltozds eloszlasfiiggvények, és valdszintiségi valtozdok fiiggetlensége.

Megtéargyaljuk az eloszlasfiiggvény tobbdimenziés valtozatdt. E fogalom bevezetése
utan lehet természetes médon definidlni valdszintiségi valtozok fiiggetlenségét. Az itt
szereplo fogalmak és bizonyitasok hasonléak a korabban targyalt egydimenzids esethez.
Ezen eredmények bizonyitasat csak nagyon vazlatosan fogom ismertetni. Vazolni fo-
gom azokat a mértékelméleti eredményeket, amelyeket a bizonyitasok felhasznélnak.
Elsosorban a fogalmak és eredmények tisztességes leirasara fogok torekedni.

Tobbdimenzios eloszlasfiiggvény definicidja. Legyen adva k valos értékii &1, ..., &g
valdszinidségi vdltozo egy (2, A, P) valdsziniiségi mezén. Ezek (egyiittes) eloszldsfiggvé-
nye az

F(xla"ka) :P(gl <x1>"'7£k <.’Ifk;),

k vdltozos fliggvény, ahol —oo < x; < oo minden 1 < j < k indexre.

Az el6z6 el6adasban megfogalmaztuk az egydimenzids eloszlasfiiggvények jellemzé-
sét a Tétel A-ban és az azt megel6zé Lemméaban. Ervényes ezeknek az eredményeknek
a természetes tObbdimenzids valtozata is. Annak érdekében, hogy megértsiik hogyan
szélnak ezek az eredmények azt kell tisztazni, hogy a lemmdaban szerepl a) feltételnek,
amelyik az eloszlasfiiggvény monotonitasdt mondja ki, hogyan szdl a tobb-dimenzis
megfelelbje.

Ezt megértendd tekintsiink egy tetszoleges K = [a1,b1) X -+ X [ak, b) alaki tég-
latestet, —oo < a; < b; < oo, j = 1,...,k, a k dimenziés térben. Vilagos, hogy
tetszoleges (&1, ...,&k) k-dimenziés valdszintiségi valtozdra teljestil a

k
P((&(), &) e K) = P | [J{wia; <g(w) <b} ] 20

tulajdonsag. Azt allitjuk, hogy az ilyen alaki események valészinlisége viszonylag egy-
szerfien kifejezhetd a (&1,...,&) véletlen vektor F(z1,...,2x) = P(& < 21,...,& <
xy) eloszldsfliggvényének a segitségével, és az igy kapott kifejezés nem-negativ volta az
elébb emlitett a) feltétel megfeleléje a tobb-dimenzids esetben.

Annak érdekében, hogy ezt a feltételt megfogalmazzuk, a kovetkezé allitast kell iga-
zolni. Tekintsiik egy K = [a1,b1) X+ - - X [ak, b)) alaki téglatestet, és ennek csticspontjait,
azaz az olyan (ui,...,u;) pontokat, amelyek koordinatai az a; vagy b; szdmok. An-
nak valésziniisége, hogy egy F(x1,...,x)) eloszldsu (&1, ...,&;) véletlen vektor a K =
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l[a1,b1) X -+ X [ag, br) téglatestbe esik kifejezheté mint az F'(-) eloszldsfliiggvénynek a
téglatest csicspontjaiban felvett értékeinek alkalmas linedris kombindciéja. Pontosab-
ban,
P((&,....&) eK)= Y ()X P(uy, . uy),
u;= a; vagy b;
j=1,....k

ahol x(u1,...,u) jeloli az a;-k szamdt az uq,...,uy sorozatban. Az F(-) fliggvény
monotonitasanak az tobb-dimenzids esetben az felel meg, hogy a fent felirt azonossag
jobboldalan szerepl6 kifejezés nem-negativ. Az egyszeriiség kedvéért ezt az azonossigot
csak k = 2 esetben ellendrizziik.

Ekkor azt kell megmutatni, hogy P(a; < & < by,a0 < & < ba) = F(by,be) —
F(bl,ag) — F(al, bg) + F(al,ag). Viszont F(bl, b2) — F(bl,ag) = P(fl < bl,ag < 52 <
ba), és F(ay,b2) — F(a1,a2) = P(& < a1,as < & < be). Ezt a két azonossagot kivonva
egymasbdl kapjuk a kivant allitast.

Feladat:

Legyen egy (£1,&2) véletlen vektor eloszldsa az F(x1,x9) = P(& < x1,& < 2)
fliggvény, —o00 < a1 < by < 00, —00 < ay < by < oo valés szamok. Fejezziik
ki az F(x1,2z2) eloszlasfiiggvény segitségével a P(a; < & < by,az < & < by),
P(ay <& <bj,as <& < by) és Pla; < & < by,as < & < by) valdszintliségeket.

Feladat:

Legyen az F(xy,...,x) = P(& < x1,...,& < x) figgvény a (&1, ..., &) véletlen
vektor eloszlasfliiggvénye. Mutassuk meg, hogy

I((a; <& <bj, 1<j<k)y= > (=1)XW0mI(uy, o uy),
u;= a; vagy b;
j=1,....k
minden (a;,bz), j = 1,...,k, szamparokra, ezért a varhaté érték additivitdsabdl

kovetkezik, hogy

Pla; <& <bj, 1<j<k)y= Y (=)0 F(uy, ... ug).
u;= a; vagy b
J=1,...k
A fenti formuldkban x(ui,...,us) jeloli az a;-k szamét az uq, ..., u; sorozatban,

I(A), A C R* pedig egy A halmaz indikétorfiiggvénye, azaz I(A)(x) = 1, hax € A,
és I(A)(z) =0, ha xz ¢ A.

Be lehet latni, hogy az el6zé el6adason megfogalmazott Tétel A-nak és Lemmanak
igaz a kovetkezo tobb-dimenziés altalanositasa.

Tétel. Egy F(uy,...,ux) figgvény akkor és csak akkor eloszldsfiggvénye alkalmas
&1, ..., &k valdsziniségi vdltozoknak valamely (2, A, P) valdsziniségi mezén, ha ez az
F fiiggvuény teljesiti a kévetkezd (i)—(iv) tulajdonsdgokat.
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(i) F(uy,...,ur) minden vdltozéjanak balrdl folytonos fiiggvénye.

(1) ujl_iinoo F(uy,...,ux) = 1.
minden j=1,...,k szadmra
(iii) lim F(uy,...,ux) = 0. (Ez gy értendd, hogy az dsszes us,

Uj——00
valamely 1<j<k szamrra

1 <s <k, s#j koordindtdt régzitjik, és u; — —o0.)
Végiil definidljuk egy az R* téren definidlt F fiigguényre és eqy K = [a1,b1) X
- X [ag, br) téglatestre a

/’L(K) = /’LF(K) = Z (_1)X(u1’.."u’€)F(u17'"7uk)
uj= a; vagy bj
j=1,...,k
mennyiséget, ahol x(u1,...,u) jeloli az a;-k szamdt az uy, ..., uy sorozatban.

Ekkor
(iv) pr(K) >0 minden K téglatestre.

A fenti tétel bizonyitasdnak legnehezebb része annak megmutatisa, hogy ha az
F(xy,...,xx) fliggvény teljesiti az (1)—(iv) tulajdonsdgokat, akkor léteznek olyan &1, ... |
&y, valdsziniiségi véltozok alkalmas (€2, .4, P) valdsziniiségi mez6n, amelyek (egytittes) el-
oszlasfiiggvénye az F(z1,...,xy) fliggvény. Ennek bizonyitdsa az el6z6 eléadas Tétel A
eredményének kovetkezo allitdsan alapul:

Az el6z6 elbadas Tétel A eredményének altaldnositasa. Legyen F(xq,...,Tk)
olyan k wvaltozds fiigguény, amelyik teljesiti az (i)—(iv) tulajdonsdgokat. Ekkor létezik és
eqyértelmiien meghatdrozott egy olyan pup Stieltjes mérték az R* k-dimenzids tér Borel
mérheté halmazainak B* o-algebrdjdn, amelyik nem negativ o-additiv halmazfigguény
ezen a o-algebrdn, pp(RF) =1, és

pr({ur, ... uk}:u; <zj, 1 <j<k})=F(x,...,z5)
minden x1,...,T valds szamra.

E tétel segitségével a kovetkez6 médon konstrudlhatunk F'(xq,. .., zy) eloszlasfligg-
vénnyel rendelkez6 valdszintiségi valtozdkat. Legyen (Q, A, P) = (R*, B* ur), ahol B¥
jeloli a Borel o-algebrat az R* k-dimenzids térben, és up az €l6z6 tételben jellemzett
az I eloszlasfiiggvény altal meghatarozott Stieltjes mérték. Ebben a valdsziniiségi

mezében az (z1,...,x,) € RF pontok alkotjdk az w elemi eseményeket. A (&1,...,&)
valdszintiségi valtozokat a kovetkez6 médon definidljuk. Legyen &;(z1,...,25) = zj,
1 < j < k. Ezen valésziniiségi valtozok egyiittes eloszldsa az F'(x1,...,xy) fliggvény.

Ervényes tovabba az el6z6 el6adason megfogalmazott eredmények kévetkezd tobb-
dimenzids valtozata, amely lehetové teszi azt, hogy kiszamitsuk véletlen vektorok fligg-
vényeinek a varhaté értékét.

Tétel. Legyenek & (w), ..., ¢ (w) valdszintdségi vdltozdk egy (£, A, P) valdsziniségi

mezdn, amelyeknek F(xq,...,x5) = P(&1(w) < x1,...,&k(w) < xy), az eloszldsfigg-
vénye. Legyen g(x1,...,xy) tetszdleges (mérhetd) k-vdltozds figgvény, és definidljuk az
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N(w) = g(&(w), ..., & (w)) valdsziniségi valtozot. Ekkor

En(w)=FEg(&(w),...,&w)) = /g(wl, cos ) pp(dey, ..., doy),

ahol a fenti integrdl Lebesque—Stieltjes integralt jelol az F' figguény dltal meghatdrozott
pwr Stieltjes mérték szerint. Ez a formula akkor érvényes, ha

/|g($1,...,l‘k>|,U/F(d.’L‘1,...7 dCCk) < 0.

Ellenkezd esetben az En vdrhaté értéket nem definidltuk.

Az egy-dimenzids esethez hasonlon a tobb-dimenzids esetben is érdemes bevezetni
eloszlasfiiggvények stirtuségfiiggvényének a fogalmat. Amennyiben valamely valdszi-
niségi valtozdk egyiittes eloszlasanak van stirtiségfliiggvénye, akkor ezen valdszintiségi
valtozdk valamely fliggvényének a varhatéd értékét ki lehet szamolni ezen stirtiségfiigg-
vény szerinti alkalmas integral segitségével. Az igy kapott formula altalaban jobban
hasznalhaté konkrét feladatokban mint az eloszlasok szerinti integral. Megadom a tobb-
dimengziods strtiségfliggvény definicidjat és az elébb jelzett eredmény pontos megfogal-
mazasat.

Tobb-dimenzios eloszlasfiiggvény siliriiségfiiggvényének definicidja. Azt mond-
Juk, hogy eqy F(x1,...,x) tébbudltozos eloszlasfigguénynek létezik f(uq,...,uy) siri-
ségfiigguénye, ha teljesiil az

F(xl,...,:ck):/ / flur, ... ug)duy ... dug

azonossdg minden —oo < x; < oo, 1 < j < k szdmra.

Tétel. Ha (&1,...,&) valdsziniségi valtozok F(x1,...,xk) eloszldsfigguényének létezik
flug, ..., ug) siriségfigguénye, akkor ez teljesiti minden g(-) k-vdltozds (mérhetd) fiigg-
vényre a kovetkezé azonossdagot:

Eg(é.l,,f]g):/g(ul,,Uk),UzF(dul,,dUk;)
:/ / g(ur, ... up)f(uy, ... ug)duy ... dug,

ahol pp jeloli az F eloszlasfiigguény dltal meghatdrozott Stieltjes mértéket. Ez az azo-
nossag ugy értendo, hogy az annak két oldaldn szerepld kifejezés egyszerre létezik vagy
nem létezik, ha mind a két kifejezést mint Lebesque integrdlt értelmezzik. Ha a jobb-
oldalon szerepld integrdl létezik mint (k6zonséges) Riemann integrdl, akkor ez az integrdl
tekinthetd ugy is mint (eqy a Riemann integral értékével megegyezd) Lebesque integral.
Tehdt az azonossdg ebben a fontos specidlis esetben is érvényes.
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Az egydimenzids esethez hasonléan a tobbdimenzids stirtiségfiiggvényeket is lehet
jellemezni. Igaz a kovetkezo tétel.

Tétel. Egy k-vdltozés f(ui,...,ur) figguény akkor és csak akkor siriiségfigguénye
eqy alkalmas k-dimenzids eloszldsfiiggvénynek, ha f(uy,...,ur) > 0 majdnem minden
(ug,...,u) pontban, és

/ / f(ul,,uk)duldukZI

Megjegyzés: Egydimenzios eloszlasok esetében, elég sima eloszlasfiiggvényeknek létezik
sturliségfiiggvénytlik, és az egyenlé az eloszlasfiiggvény derivaltjaval. FEz a Newton—
Leibniz formulabdl kovetkezik. Létezik ehhez az eredményhez hasonlé eredmény a

tobb-dimenziés esetben is. Eszerint az eredmény szerint, ha F(zq,...,x) elég sima
k-dimenzids eloszlésfliiggvény, akkor létezik f(x1,...,zy) strliségfiiggvénye, és az az
OFF(xq,..., 2
flxy, ... xk) = ( )
851718562 cee 8xk

képlet segitségével szamithato ki.
Kiegészités
A normalis stirtiségfiiggvény kiintegréldsdban (—oo-tél co-ig) a klasszikus analizis
két fontos eredményét hasznaltuk fel. Ezek egyike arrdl szél, hogyan lehet két egyval-

tozos integral szorzatat egy kétvaltozos integralként felirni, a masik pedig arrdl, hogyan
lehet koordinatatranszformécidkat alkalmazni tobbvaltozos integralokban. Ez utobbi

g(b)

eredmény az / u)du = / f(g u) du azonossag tobb-dimenzids megfeleléje.
g(a)

Az els6 emlitett eredmény arrdl szol, hogy két egyvaltozos integral szorzata felir-

haté, mint alkalmas kétvéltozos integral. Pontosabban, ha f(x), g(x) két egyvéltozds

fliggvény valamely [a, b] illetve [c,d] intervallumon, —co < a < b < 00, —00 < ¢ <

d < oo akkor / f(x)dx / x)dx = / / )g(y) dz: dy. Altalanosabban, ha
a [a,b] X [c,d]

b d
f(x,y) kétvaltozds fiiggvény az [a, b] X [c, d] téglalapon, akkor / (/ f(x,y) dy) dr =

/ / f(x,y) dzdy. Ebben az azonossdgban a baloldalon egyvéltozds integralok
a,b]x[c,d

szukcessziv alkalmazasa szerepel, a jobb-oldalon pedig kétvaltozos integral. Emlékezte-
totl felidézem, hogy a tobbvaltozés Riemann integralokat az egyvéltozos integralokhoz
hasonléan definidlhatjuk. Nevezetesen, adva egy szép A C RF halmaz, és azon egy

f(z1,...,x) fliggvény, akkor az / f(x1,...,x) dxy ... dzy integrél definicéja érdeké-

ben allitsuk el6 az A halmazt kis atmér6ji K, |J K; = A, halmazok particiéjaként, és
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irjuk fel a definidlandé integral > f (ugj ), . ,u,(j ))Vol (K;) integral-kozelité Gsszegeit,
ahol Vol (K ;) a K; halmaz térfogatét jeloli. Az integralt ilyen integral-kozelité Gsszegek
limeszeként definidljuk, ha a K; halmazok dtmérdienek a szuprémuma nulldhoz tart.

A tobbvaltozos integral definicidja hasonld az egyvaltozos integraléhoz. Egy apré
kiilonbség van, amelyikre talan érdemes felhivni a figyelmet. A Vol (K;) térfogatot és
nem el6jeles térfogatot jelol. Az egyvaltozos integralokkal akkor lesz teljes az analdgia,
ha az f; f(x)dz integralokat csak a < b esetben definidljuk. Megjegyzem, hogy az
idézett eredmény nemcsak Riemann, hanem &ltalanosabb Lebesgue integralokra is ér-
vényes. Ezt az analizisban nagyon fontos eredményt Fubini tételnek hivjak.

Sziikségiink van még a kovetkezo probléma megoldasara. Ha adva van az n-
dimenzids tér egy A tartomdnyanak szép, sima és invertdlhaté yi, = Ti(x1,...,25),
1 < k < n, leképezése az n-dimenzids tér egy masik B tartomanyaba valamint egy
1) 5 S(Wi,. .., yn) dyr ... dy, alaki integrdl a B tartomédnyon, hogyan tudjuk ezt atirni
és kiszamitani, mint egy alkalmas az A tartoméanyon értelmezett fiiggvény integraljat?
Minket specidlisan az n = 2 eset fog kiilonosen érdekelni, amikor A = (—m, 7] x (0, 00),
és ha (xq,22) = (r,¢) € A, akkor y; = Ti(x1,x2) = x1C08T2 = TCOSQY, Yo =
xysinzg = To(w1,22) = rsing, és B = [—00,00] X [—o0,00] \ {(0,0)}. Azaz a polar-
koordinatarendszerre vald attérést vizsgaljuk a sikon.

Annak érdekében, hogy a szamunkra érdekes eredményt meg tudjuk fogalmazni
eloszor felidézziik egy sima transzformécié Jacobian-janak a definiciéjat.

Jacobian definiciéja. Legyen yi = Ti(z1,...,2,), 1 < k < n, az n-dimenzids tér
eqy tartomdnydnak sima transzformdcidja az n-dimenzios tér eqy mdsik tartomadnydba.
Vezessiik be a T = (Ty,...,Ty,) jelolést. A T transzformdacio J(T(x1,...,x,)) Jaco-
bian-ja eqy (x1,...,2Ty,) pontban a

l

ox - -
n X n-es (az (r1,...,T,) pontban vett derivdlt) mdtriz determindnsdnak az abszolut
értéke.
(A Jacobian szemléletes tartalma: Ez adja meg, hogy az (x1,...,x,) pont kis
kérnyezetének a térfogatit a T = (T1,...,T,) transzformdcié hdnyszorosdra nagyitja

ki. Ezt késébb részletesebben elmagyardzzuk.)

Integraltranszformaciordl szolo tétel. Legyen adva az n-dimenzids tér eqgy A tar-

tomdnydnak egqy sima yr = Ti(z1,...,2,), 1 < k < n, transzformdaltja az n-dimenzids
tér egy mdsik B tartomdnydba, amelyik invertdlhato, azaz az yi, = Tj(z1,...,%n),
1 < k < n, egyenletrendszernek egyetlen (x1,...,z,) € A megolddsa van minden

(Y1,...,Yn) € B pontra. Legyen tovdbbd adva az A tartomdnyon egy (integrdlhato)
f(z1,...,xn) fliggvény. Ekkor

/f(y177yn)dy1dyn
B
:/Af(Tl(xl,---,In),-~.,Tn(x1,...,a:n))j(T(arl,...,xn))dxl...dxn,
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ahol J(T(z1,...,xy,)) jeloli a T(xq,...,x,) leképezés Jacobianjdt.

Tekintsiik az © = rcosp és y = rsingp képletekkel megadott polar koordindkra
valé attérést, azaz azt, hogy egy sikon adott fliggvény integraljat hogyan irhatjuk at
polar-koordinatarendszerben egy a az A = {(r,¢): r > 0,—7 < ¢ < 7} tartomédnyon
definialt fiiggvény integraljava az el6zo tétel segitségével.

ox
Szamoljuk ki a tekintett leképezés Jacobianjat. Egyszerii szamolas adja, hogy 9 =
,

x 0
COs ©, 90 —7sin @, a—y = sin ¢, 8_y = rcos p, ezért a Jacobian értéke
¥ r ¥

cos (p, —rsin

J(rcosp,rsinp) = |det

. ‘ ‘ = r(cos® ¢ + sin? p) =7,
sinp, 7rcosp

/ / f(m,y)dacdy:/ / rf(rcosp,rsing) drde.
—o00 J —00 —m JO

Ertsiik meg a fent kimondott tételt. Ennek érdekében tekintsiik egy A n x n méreti
A = (a;;), 1 < j,l <n, alaki métrix det A determinansat. Ennek a determinansnak a
kovetkezd szemléletes jelentése van: Vegyiik az A métrix ) = (a;y,...,a;,) sorait,
1 < j < n, mint vektorokat az n-dimenziés térben. Ekkor det A megegyezik az o),
1 < 5 < n, vektorok altal kifeszitett parallelepipedon eléjeles térfogataval. Az A matrix
sorvektorai altal kifeszitett parallelepipedon az n-dimenzids egységkocka képe, ha az A
matrix altal meghatarozott linearis transzformaciot alkalmazzuk. Ezért ezen eredmény
szerint a det A geometriai tartalma azt fejezi ki, hogy az A matrix hanyszorosara
nagyitja egy n-dimenzios vektorok altal kifeszitett parallelepipedon eldjeles térfogatat.
Ennek a geometriai ténynek fontos kévetkezményei vannak. Ez &ll az elébb targyalt
eredmény hatterében is.

ahonnan

Tekintsiik ugyanis a bizonyitandé azonossag két oldaldn szereploé integral egy-
egy integralkozelitését. Ennek érdekében tekintsiik az A halmaznak egy kis atmérdji

K;, j = 1,2,..., halmazokbdl all6 |JK; = A particiéjat valamint minden K, hal-
mazban egy &) = (f%j),..., ﬁij)) € K; pontot. Legyen tovdbbd K; = T(K;) a

K; halmaz, n() = (n%j), . ,nﬁﬁ) € Kj pedig az £U) pont képe a T transzformécié

hatéséra. Ekkor a baloldali integralnak jé kozelitése a > f(T€¢W) T (£9))Vol (K;) =
J

S f(nYU)T(€9))Vol (K;), a jobboldali integralnak pedig a > f(nU))Vol (K;) &sszeg,

; .

J

ahol Vol (K) a K halmaz térfogatat jeloli. Ahhoz, hogy lassuk, hogy ez a két in-
tegralkozelitd osszeg kozel van egymashoz azt kell megérteniink, hogy J(£0))Vol (K;) ~
Vol (K;). Ez utébbi allitdst viszont a mdtrixok determindnsarél mondottak tulaj-
donsiga, illetve a T transzforméciénak a £U) pontok koroli természetes linearizacija
segitségével lehet latni.

Ugyanis, ha tekintjiik a T transzorméciéjat a £ pont kis kornyezetében, és ott
vessziik ennek kozelitését a £ pont koriili Taylor sordval az els6 tagig, akkor lathatjuk,
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hogy miért érvényes a megfogalmazott allitas. Ez a linearizalt transzformaci6 a £9) pont
kis kornyezetét alkoté K; halmazt kozelitdleg az n9) kis kornyezetét alkoté K ; halmazba
viszi. Ez a transzformécié viszont egy halmaz térfogatat a T transzformécié &)-beli
derivéalt matrixdnak a determindnséval, azaz az J(£U)) szdmmal szorozza meg. Innen
kovetkezik a kivant allitas.
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