A Valészintiségszamitas 1. el6adassorozat hetedik el6adasa.
2003. mdrcius 18.

Osszefoglald:
A Poisson eloszlas (folytatas)

Lattuk az eloz6 eldadason, hogy amennyiben az S,, valdszintiségi valtozok, n =
1,2,..., binomidlis eloszlasuak n és p, paraméterekkel, azaz S,, eloszlasa megegyezik

n
egy . SJ(-n) Osszeg eloszlasaval, ahol a 5](-n) valoszinliségi valtozok fliggetlenek, és
j=1

P =1)=1-P (" =0) =p., 1<j<n,

tovdbba lim np, = A valamely A > 0 szdmmal, akkor lim P(S, = k) = —e

minden k egész szamra.

Jegyezzilk meg tovabba, hogy szintén kovetkezik az el6z6 el6adéas eredményeibdl,
hogy amennyiben olyan T,,, n = 1,2,..., véletlen 6sszegeket tekintiink, amelyek T,, =

(n)

n
> 7" alakban frhatk, ahol rogzitett n szémra az n\") valdszinfiségi véltozok figget-
j=1

A
lenek, és Poisson eloszldsiak — paraméterrel, és lim ), = A > 0, akkor lim P(T,, =
n n—oo n—oo
k

k) = ﬁe_)‘ minden k egész szamra. Ekkor ugyanis 7}, Poisson eloszlasi \,, paraméter-
rel.

Belatunk egy eredményt, amelynek a fent tekintett két példa specialis esete. Azutan
megtargyaljuk egy példan keresztiil, hogy ez az eredmény magyarazatot ad arra, hogy
miért fontos a Poisson eloszlas, miért tételezhetjiik fel, hogy bizonyos véletlen jelensé-

geket Poisson eloszlasu valdszintiségi valtozok irnak le.

Tétel. Legyenek minden rogzitett n = 1,2, ... szimra §§n), e ,gf{” fuiggetlen egyforma
eloszldsi, nem negativ egész értékeket felvevd valdsziniiségi vdltozok, amelyek teljesitik
a kovetkezo feltételeket:

a) lim nP(%n):1>:)\>0.

b) lim nP( () zz) —0.

Ekkor az S, = > 53("), n=1,2,..., véletlen osszegekre teljesiil a
j=1
)\k:
lim P(S, =k) = Fe**

reldcio minden k nem negativ egész szamra.
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Megjeqyzés: Ervényes e tétel allitasanak altaldanositdsa megfelelo feltételek mellett fiig-
getlen nem negativ egész értékii, de nem feltétleniil azonos eloszlasu valdszintiségi val-
tozok Osszegére is. Egy ilyen allitast, amelyet a fent megfogalmazott tételhez hasonléan
lehet bizonyitani, nem kotelez6 hazi feladat formédjaban megfogalmazok.

A tétel bizonyitdsdnak vdzlata: Tekintsiik az S,, valészintiségi valtozok

:ZP(Sn:j)xjv n=12,...,

=0

generatorfiiggvényeit. Elég beldtni, hogy lim G, (x) = G(x) valamilyen —A < x <
n—oo

A, A > 0, intervallumban, ahol G(z) = e *=D a X paraméterti Poisson eloszlds
generatorfiiggvénye. Ugyanis, mivel hatvanysorok konvergencidja esetében szabad ta-
d*G, () dG*(x)

relacié minden

gonként derivalni, ezért teljesil a lim

n—ee dz* z=0 dz* =0
)\k
k = 0,1,2,... szdmra. Azaz k! lim P(S, = k) = k'k—e minden £ = 0,1,...

szamra. Ennek a bizonyitandé relacionak az érvényességét a kovetkezo észrevétel segit-
ségével blzonylthatjuk

Legyen g, (x) = Z P(& (n) =j)a’, a 5§”) valdszintliségi valtozo generdtorfiiggvénye.

Ekkor a Tétel feltetelel miatt Gy, (z) = g/'(z) minden = szamra. Ezért logaritmust
véve a bizonyitando reldciéban elég megmutatni azt, hogy lim nlog gn(x) = XMz —1).

Tovébba, mivel P( §”) = 0) =1- P< §”) ) Z P< (n) ) ezért gp(z) =

1+P < %n) = 1> (x—1)+ > P( §”) = j) (27 —1). Ezért az a) és b) feltételek miatt

azt varjuk, hogy a g,(z) ~ 1+ A (z — 1) formula j6 kozelités. Mivel log(1l + u) ~ u
n

A
kis u szdmokra ezért természetes azt varni, hogy log g,(x) ~ — (x — 1) jé kozelités, és
n
lim log g,(x) = A (z — 1), ahonnan kovetkezik a Tétel dllitdsa. A Tétel bizonyitdsa a
n—oo

fenti kozelitések jogossidgdnak ellenorzésébol all.

A Tétel bizonyitasanak befejezése. Vegyiik észre, hogy minden ¢ > 0 szamra létezik

A
olyan ng = np(e) kiiszébindex, amelyre |g,(z) — (14 —(z — 1))‘ < E, ha n > ng
n n

és |x| < 1. Valéban a g,(z) = 1+P< %n):1> (x—1)+ iP( %n):j> (27 —1)
j=2

azonossag teljesiil. Ezenkiviil a b) reldciébol kovetkezik, hogy

gP( =)@ -1) S2gP(f§”)=J‘) =2P (¢ 22) <



és az a) relaciobdl pedig az, hogy

n A
P 1) - 0] < bz

és |x| < 1. Ezért igaz a fenti azonossag.
Tovéabba, mivel mint azt példaul a log(1 + z) fiiggvény Taylor sorfejtésébél lehet

1
latni, |log(1 + u) — u| < u?, ha |u| < 3’ ezért a fenti egyenlStlenséghdl u = g, (z) — 1

2 -1
vélasztéssal kapjuk, hogy [loggn(z) — (gn(z) — 1) < _5, és [log gn(z) — Az )‘ <
n

n

3e e . 1t
—, han >mnq, és |z|] <1 alkalmas n; = ny(e) kiiszobindexre. Mivel ez az §llitas igaz
n

minden € > 0 szdmra, ezért lim nlogg,(z) = Az — 1), lim g,(2)" = e**= 1 ha

x < 1. Viszont lattuk, hogy innen kovetkezik a Tétel allitasa.
Nem kotelezé hazi feladat.

Legyen

51,1 s 751,n1

Sk,l s vék,nk

szériasorozat, azaz tegyiik fel, hogy az egy sorban allé valészintiségi valtozok fiig-
getlenek. Tegyiik fel tovabbd, hogy e valdsziniiségi valtozok teljesitik a kovetkezo

feltételeket:
1.) A & ; valdsziniiségi véltozék nem negativ egész értékeket vesznek fel.
ng
2.) P(gk,j = 1) = /\k,j7 lim Z )\k,j =A>0.
k—oo j:]-

3.) sup Ap; — 0, hak — oo, és Zk P (&, >2)— 0, ha k — oc.
1<j<ng j=1

Nk

Ekkor az Sy = ) &,; valészinlségi véltozok eloszlasban konvergalnak a A para-
j=1

)\l

méterii Poisson eloszldshoz, ha k — oo, azaz lim P(S = 1) =

—A
—e

minden

[=0,1,2,... szamra.

A Tétel szemléletes tartalma: Tekintsiik példaul a csillaghullast. Arra vagyunk kivan-
csiak, hogy amennyiben egy éjszaka azt figyeljiik, hany hullécsillagot latunk egy adott
idSintervallumban, (mondjuk egy éra alatt), akkor a lehullott csillagok (véletlen szdma)
milyen valészintiségi torvényeknek tesz eleget. Osszuk fel az egy éra idéintervallumot
rovid AT hosszusagu iddintervallumokra. Akkor a lehullott csillagok szama e rovid AT
idointervallumokban lehullott csillagok Osszege. Ezenkiviil feltehetjiik, hogy diszjunkt
idointervallumokban lehullott csillagok szama egymastdl fliggetlen, és a kiilonb6zo rovid
intervallumokban lehullé csillagok szdma hasonld valészintiségi torvényeknek tesz eleget.
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Annak valészintisége, hogy egy csillag egy rovid iddintervallumban lehullik nagyon kicsi,
és aranyos az id6éintervallum hosszaval. Annak valdszintisége, hogy egy kis idéinterval-
lumban ketté vagy még tobb csillag hullik, még ehhez képest is elhanyagolhatd. Ez
azt jelenti, hogy természetes feltenni, hogy teljesiilnek az el6bb megfogalmazott tétel
feltételei. Ezért az alkalmazhatd, és egy adott idéintervallumban lehullott csillagok
szama Poisson eloszlasu. Hasonld érvelés alkalmazhaté sok mas hasonld esetben, és ez
magyarazza meg, miért kiillonésen fontos a Poisson eloszlés.

Egy a hipergeometrikus eloszldassal kapcsolatos statisztikai problémdrol.
Tekintsiik eloszor a kovetkez6 problémat:
Feladat:

Egy toban 3000 hal van. Véletleniil kihalasznak beldle 1000 darabot, és ezekre
piros pottyot festenek és visszaengedik 6ket. Ezutan ismét kifognak véletleniil 1000
halat. Mi annak a valészintiisége, hogy a kifogott halak kozott 100 megfestett van?

Megjegyzés: A gyakorlatban el6forduld kérdés ennek forditottja. Elvégezziik a fenti
kisérletet, Osszeszamlaljuk a megfestett halakat, és ebbdl probalunk kovetkeztetni
a toban levo halak szaméra. Hogyan érdemes ezt csinalni?

Ezt a problémat érdemes részletesebben megtargyalni. Valdjaban, nem tudjuk,
hogy héany hal van a téban. De ennek megbecslése érdekében a kovetkezd eljarast
alkalmazhatjuk:

Végezziink két fogast, az elsé fogasban kifogott halakat jeloljuk meg. Ezutan
meg akarjuk allapitani mennyi hal lehet Osszesen a téban. Ezt természetesen csak
bizonyos (véletlentdl fiiggd) pontossiggal tudjuk meghatdrozni. Az ilyen tipusu fel-
adatok tipikusak a matematikai statisztikdban, az ilyen problémak vizsgalatat nevezik
becsléseleméletnek. Vilagos, hogy az, hogy 1000-nél alig tobb hal van, nem til valészinti,
mert akkor sokkal tobb megjelolt hal lenne a maéasodik fogasban. Az hogy rengeteg,
mondjuk 1 000 000 hal lenne a téban szintén nem tul valdszinii, mert akkor sokkal
kevesebb megjelolt hal lenne a masodik fogasban. A matematikai statisztikaban kidol-
goztak egy altalanos elvet, a maximum likelihood mdédszernek nevezett eljarast, amely
nagyon altalanos feltételek mellett nagyon jé modszert ad, és ez a jelen esetben is alkal-
mazhaté. Targyaljuk meg ezt a mddszert a jelen esetben. Tekintsiink kissé altalanosabb
esetet. Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

x a téban 1évé halak (ismeretlen) szdma,

n az els6 fogasban kifogott (és megjelolt) halak szama,

r a masodik fogasban kifogott halak szama,

k a masodik fogasban kifogott el6zoleg megjelolt halak szama. Annak valdszintisége,

hogy adott (ismeretlen) x és n, r szdmok esetén pontosan k megjeldlt halat fogunk

)

Qk<x;na T’) =



Tekintsiik az ismeretlen x szdm (maximum likelihood) becslésének azt az x szdmot,
amelyre a qi(x,n,r) mennyiség (rogzitett n, k és r szdmok mellett) maximalis.

Hatéarozzuk meg a fenti feladatban a maximum likelihood becslést.
Némi szamolds mutatja, hogy

qr(z,n, ) r—n r—r 2> —rr—nx+rn

gz —1,nr) z-n—r+k =z  22—rz—nz+ks

Ez a tort kisebb mint egy, ha rn < kx, nagyobb mint egy, ha rn > kx. Ezért a
becslés rn = kx, azaz x = = pontosabban az e szamot kozrefogd egész szamok
™
valamelyike. Valéban x < - esetében a qi(x,n,r) fiiggvény (mint az x véltozo
rn
fiiggvénye rogzitett k, n és r paraméterekkel) monoton né, = > m esetében pedig

a qx(z,n,r) fliggvény monoton csékken.

Természetes kérdés az, hogy az igy kapott becslés valoban jé-e. Azt nem varhatjuk,
hogy az adott becslés teljesen pontos. A természetes elvaras az, hogy meg tudunk adni
az x pontnak viszonylag kis kérnyezetét, egy olyan [z — a, x + a] intervallumot, amelyre
igaz, hogy annak valdsziniisége, hogy a halak valédi szama ebbe az intervallumba esik
nagyobb mint egy el6irt egyhez kozeli szam. Az ilyen intervallumot a matematikai
statisztikaban kondfidencia intervallumnak szoktdk nevezni.

Ahhoz, hogy ilyen konfidenciaintervallumot tudjunk szerkeszteni sziikség van bi-
zonyos valdsziniiségi valtozok eloszlasanak jobb ismeretére, és ez a valdszintiségszamitas
egyik alapveto feladata. Jegyezziik meg, hogy a most vizsgalt feladatban, amennyiben
a toban x szamu hal van, az els6 fogasban n, a masodik fogasban r pedig r halat fogunk

ki, akkor a masodik fogasban kifogott véletlen k szdmu megjelolt halak szaménak a
vérhat6 értéke Ek = . Ahhoz, hogy vizsgalni tudjuk mennyire j6 a becslés, hogyan

lehet jo konﬁdenciaintefvallumot konstrudlni, azt kell megérteniink, hogy mekkora az in-
gadozasa a k valdszintliségi valtozonak a varhaté értéke koriil. Ezért érdemes kiszamolni
egy hipergeometrikus eloszlés szorasnégyzetét kiszamolni, amit gyakorlaton megtettiink.
Tovabbi értékes informaciokat nyerhetiink, ha tételeket bizonyitunk hipergeometrikus
eloszlasok aszimptotikus eloszlasara, ha a benne szereplé paraméterek nagyok. Bar
ezzel a kérdéssel nem fogunk foglalkozni, hasonlé problémakat fogunk targyalni, ame-
lyek vizsgalataban ilyen jellegii kérdések megoldasa hasznos.

Altalanos valoszintiiségi valtozok, veliik kapcsolatos alapvet6 fogalmak.
Megbeszéltiik, hogy egy £ (valds értékii) valészintliségi valtozé egy (2, A, P) valdszintiségi
mezén értelmezett (mérhetd) fliggvény. Altaldban, nem a valészintiségi valtozdkat adjuk
meg, hanem azoknak alabb definialt eloszlasfiiggvényét.

Valészintiiségi valtozé eloszlasfiiggvényének a definicidja. Legyen adva egy &(w)
(valds értékid) valosziniségi vdltozo egy (2, A, P) valdszintiségi mezén. Ennek F(x) el-

oszldsfigguényén az F(x) = P ({w: {(w) < x}), —oo < & < oo, fligguényt értjik.
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Tekintsiik példaul egy szabdlyos dobdkocka feldobésat, illetve azt a valdszintiségi
valtozot, amely megmondja mi a dobas eredménye. Hogy néz ki ennek a & valdszintliségi
valtozénak az F'(x) eloszlasfiiggvénye?

Ez a & valészintiségi valtozo az 1, 2, 3, 4, 5 és 6 értékek valamelyikét veszi fel,

mindegyiket 8 valoszintiséggel. Ezért annak a valdsziniisége, hogy P({ < x) nulldval

egyenls, ha < 1. S6t © = 1 esetében is teljesiil a P(§ < 1) = 0 azonossag, mert annak
valészintiségét nézziik, hogy a & valdszinliségi valtozo szigorian kisebb mint az = szam.
Ezért F(z) =0, ha —oo <z < 1. Ha 1 < z < 2, akkor az {w: {(w) < x} esemény azt

jelenti, hogy a dobds eredménye 1. Ez az allitds igaz x = 2 esetében is. Ezért F(x) = 5’

hal<x <2 Ha2<x <3, akkor az {w: {(w) < 2} esemény azt jelenti, hogy a dobés
2
eredménye 1 vagy 2. Ezért F(z) = 6’ ha 2 < = < 3. Ezt a gondolatot végigkovetve

kapjuk,hogyF(m)=0,ha—oo<x§1,F(x):%,haj<x§j+1,1§j§5,és

F(z)=1,ha6 <z < oo,
Feladat:

Feldobunk egy pénzdarabot, amely p valésziniiséggel esik a fej, 1 —p valdszinliséggel
az iras oldalra kétszer egyméastdl fliggetleniil. Jelolje £ azt a valdszinliségi valtozot,
amely a fejdobdsok szdmét adja meg. Adjuk meg a { valdszintiségi valtozé F(x)
eloszlasfiiggvényét.

Miért fontos az eloszlasfiiggvény fogalma? Altaldban nem tudjuk, hogy milyen
véletlen hatasok eredményeként jelenik meg egy &(w) valészintliségi véaltozoé értéke, csak
azt, hogy milyen valdszinliséggel torténik az, hogy ez a valdsziniiségi valtozé bizonyos
értékeket vesz fel. Ezért természetes, hogy csak ezeket a valdszinliségeket adjuk meg.
A &(w) valésziniiségi valtozo F(x) eloszldsfliiggvénye csak az {w: {(w) < z} alakd
események valdszintiségét adja meg. A kovetkezd kérdés az, hogy nem jelent-e ez
megszoritast, hiszen minket az Osszes {w: £(w) € B} alakd esemény valdsziniisége
érdekel, ahol B ,,szép” halmaz. Viszont bizonyos mértékelméleti eredményekbol kovetke-
zik, hogy az F'(x) eloszlésfliggvény meghatérozza az Gsszes ilyen esemény val6szintiségét.
Az, hogy egy halmaz ,,szép” pontosan azt jelenti, hogy ez a halmaz Borel mérheté.
Lassuk, hogyan lehet néhany ilyen esemény valoszinliségét meghatarozni.

Mivel {w: a < {(w) < b} ={w: {(w) < b} \ {w: &(w) < a}, ezért

P({w:a<g(w) <b}) = P({w: a <&w) <b}) = P({w: {(w) <a}) = F(b) — F(a).

> 1
Mivel {w: a < &(w) <b} = N {w: a<§(w) <b+ —}, és a valé6szinliség o-additivita-
-1 n

n—=
sabol kovetkeznek annak folytonossagi tulajdonsagai, ezért

Plwra<gw) b)) = lim P({w: a<éw) <b+%})

n—oo

[ (o2 )]
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Hasonléan, ha adva vam diszjunkt zart [ag,bx], 1 < k < n, intervallumok halmaza,
akkor

P (1@1 {w:ap <E(w) < bk}) = i:l\}gnoo [F (bk + %) - F(ak)] -

k=1

Feladat:

Legyen adva egy &(w) valésziniiségi valtozé F(x) eloszldsfiiggvénye. Hatérozzuk
meg ennek segitségével az {w: a < {(w) < b} alaki események, —oo < a < b < o0,
valésziniiségét, valamint annak valdszintiségét, hogy &(w) valamilyen paros egész
értéket vesz fel.

Megfogalmazzuk azokat eredményeket, amelyek segitségével jellemezni tudjuk az
eloszlasfiiggvényeket, illetve, amelyek kimondjak, hogy az eloszasfliggvények meghata-
rozzak a minket érdeklo valészintiségeket.

Lemma. Legyen £(w) valdszinidségi valtozo eqy (2, A, P) valdsziniiségi mezdn, és legyen
F(z) = P{{w: £(w) < x}), —00 < x < 00, € valdszintségi vdltozd eloszldsfiigguvénye. Az
F(x) eloszldsfiigguény teljesiti a kovetkezd tulajdonsdgokat.

a) F(x) monoton névekvd figgvény.

b) F(x) balrél folytonos fiigguény, azaz , l(i)rr}ll OF(ar: — h) = F(x) minden —oco < x <
—0, h>

00 szdmra.
¢) lim F(x)=1.
d) lim F(z)=0.

Tétel A. Ha egy F(x) fiigguény teljesiti az el6z6 lemmdban megfogalmazott a)—d)
tulagdonsdgokat, akkor az eloszldsfiigguény. Részletesebben megfogalmazva ez azt jelenti,
hogy ha az F(z) fligguény teljesiti az a)—d) feltételeket, akkor létezik eqy (92, A, P)
valdszinidségi mezd, és azon olyan &(w) valdszintiségi vdltozd, amelynek az eloszldsfiigg-
vénye ez az F(x) figgvény.

A fent megfogalmazott Tétel A felhasznal egy fontos mértékelméleti eredményt,
amelyet megfogalmazunk, de nem bizonyitunk.

Tétel B. Ha egy F(x) fligguény teljesiti az el6z6 lemmdban megfogalmazott a)—d)
tulajdonsagokat, akkor létezik egy olyan ugynevezett up(-) az F fligguényhez kapcsolédo
Stieltjes mérték, amely teljesiti a kovetkezd tulajdonsdgokat.
a) A szamegyenes minden B Borel halmazdnak létezik pup(B) Stieltjes mértéke.
b) A pp(-) halmazfigguény o-additiv a szamegyenes Borel-halmazaibol dllé (Borel)
o-algebrdn, és prp(RY) = 1.
¢) pr([a,b)) = F(b) — F(a) minden —oo < a < b < oo szdmra. Specidlisan,
pr((—o00,b)) = F(b) minden —oo < b < 0o szdmra.

Egy fenti tulajdonsagi F(x) figgvény, egyértelmiien meghatdrozza azokat az pup(B)
szamokat minden Borel mérheté B halmazra, amelyekre teljesiil, hogy pr((—o0,b)) =
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F(b) minden —oo < b < 0o szdmra, és pp(-) o-additiv halmazfiggvény a szamegyenes
Borel o-algebrajdan.

Jegyezziik meg, hogy a pup(B) = P({w: {(w) € B}) halmazfiiggvény o-additiv
a szamegyenes Borel o-algebrajan, és P({w: {(w) < b}) = F(b). Ezért az elébb
megfogalmazott Tétel B azt is allitja, hogy az F(x) eloszlasfiiggvény meghatarozza
a P({w: £(w) € B}) valésziniiségeket minden Borel-mérheté B halmazra.

A Lemma bizonyitdsa: Mivel {w: {(w) < a} C {w: &(w) < b}, ha a < b, ezért
P{w: {(w) <a}) < P({w: £(w) < b}) ebben az esetben, és ez az a) tulajdonsig.
Az a) tulajdonsag érvényessége miatt a b) tulajdonsdg bizonyitdsa érdekében elég

megmutatni azt, hogy ha h,, n = 1,2,..., olyan monoton csokkeno sorozat, ame-
lyre lim h,, = 0, akkor lim F(z — h,) = lim P({w: {(w) <z —h,}) = F(z) =

P ({w: £(w) < x}). Ez viszont kovetkezik az |J {w: (w) < x — hy,} = {w: (w) < x}
n=1

reldciébdl és a valdszintliségi mérték folytonossdgabdl. A c) és d) tulajdonsig bizonyitdsa

hasonlé.

A Tétel A bizonyitdsa: Tekintsiik a kovetkezd (€2, A, P) valészinfiségi mezét, Q = R!,
a szamegyenes, A = B a szamegyenes Borel mérheté halmazainak o-algebrija, P = up,
a Borel mérheté halmazok o-algebrdjan az F' fliggvény &altal definidlt Stieltjes mérték,
amelynek létezését a Tétel B éllitdsa fogalmazza meg. Legyen {(z) = x, azaz jelen
példaban az w elemi események az x valds szamok, és a & valdoszinliségi valtozok az x
helyen az x szdmmal egyenlé. Ekkor P({w: {(w) < x}) = pp(u: u < x) = F(x) minden
x szédmra. Ez azt jelenti, hogy a definidlt {(w) valésziniiségi valtozé eloszlasa az F(z)
eloszlasfiiggvény.

1. megjegyzés: A Tétel A bizonyitasanak egyetlen nehezebb lépése annak bizonyitasa,
hogy a konstrudlt up valdszintiségi mérték valoban o-additiv, azaz a Tétel B allitasanak
bizonyitasa. Megjegyezziik, hogy ennek az allitdsnak a bizonyitasa elkeriilhetetlen.
Ugyanis a Tétel B allitasa konnyen levezetheto a Tétel A allitasabol.

2. megjeqyzés: Felmerilhet a kérdés, hogy miért targyaltuk kiilon a Tétel A-t, miért
érdekel minket annak az eredménye. Ennek oka a kovetkezo. Gyakran megfogalmazunk
olyan feladatot, amelyben egy olyan valdszinliségi valtozordl akarunk tudni valamit,
amelyiknek az eloszlasfiiggvényét egy képlettel megadtuk. Felmeriilhet a kérdés, hogy
a feladat értelmes-e, azaz valoban létezik-e olyan valdsziniiségi valtozd, amelyiknek az
eloszlasfiiggvényét megadtuk. A Tétel A azt mondja ki, hogy amennyiben az altalunk
megadott képlet teljesit néhany olyan feltételt, amelyiket minden eloszlasfiiggvénynek
teljesiteni kell, akkor ilyen valdszintiségi valtozo 1étezik.

Feladat:

Léssuk be, hogy létezik olyan diszkrét eloszldsi £ valdszintiségi valtozd, amelynek
F(z) = P(§ < x) eloszlasfiiggvényére igaz, hogy minden —oco < a < b < o0
szamparra F'(a) < F(b) szigoru egyenlétlenséggel.
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Megoldas: Egy lehetséges konstrukcio a kovetkezd. Legyen ri,ro, ..., a raciondlis
szamok sorozata valamilyen sorrendben felsorolva. Definidljunk olyan £ valészini-
ségi valtozot, amelyre P(§ = r;) = 277, j = 1,2,.... Ekkor ¢ diszkrét eloszldsu
valdszintiségi véltozd, és ennek F(x) eloszldséra F(b) — F(a) = Pla < £ < b) > 0,
mert Pla < £ < b) > P(§ =r;) > 0, ahol r; egy az [a,b] intervallum belsejében
1évé racionalis szam.

Valo6szintiségi valtozok varhaté értéke.

A valészintiségszamitas egy nagyon fontos fogalma a valdsziniiségi valtozdk varhato
értéke. Ezt a fogalmat részletesen targyaltuk diszkrét eloszlasu valdszintliségi valtozdk
esetében. Az altalanos eset targyaldsa visszavezethetd erre a specidlis esetre alkalmas
hataratmenet segitségével. Ezt a hataratmenet eljarast kissé altalanosabb formaban
elvégezték a mértékelméletben az tigynevezett Lebesgue integral bevezetésénél. A va-
16szintiségszamitas targyalasaban a varhatd érték vizsgalatat egyszertien és gyorsan el
tudjak végezni, ha szabad hasznalni a Lebesgue integral fogalmat.

Ebben az eléadasban a kovetkezo koztes megoldast valasztjuk. Elmagyarazzuk azt
a képet, amely természetessé teszi a hasznalt Lebesgue mérték definiciéjat, és szemléle-
tesen megmutatjuk, miért érvényesek a legfontosabb eredmények. A formélis részletek
kidolgozasa viszont nem ennek az eldaddsnak a témaja.

Valészintiségi valtozé varhaté értékének formdlis definiciéja. Legyen &(w) va-
loszindiségi valtozo egqy (2, A, P) valdsziniségi mezén. E valdsziniiségi valtozdé vdrhato
értékét ugy definidljuk, mint a {(w) fligguénynek az

Bé(w) = / £(w)dP(w)

Lebesgue integrdljdt a P valdsziniségi mérték szerint, feltéve, hogy [ |€(w)|dP(w) < oo.
Ha ez a feltétel nem teljesiil, akkor nem definidaljuk a & valdsziniségi vdltozo vdarhato
értékét.

A kovetkezo Fontos Tételnek nevezett eredmény lehetové teszi egy valdszintiségi valtozd

varhato értékének kiszamitasat csak a valdszintiségi valtozd eloszlasfiiggvényének az
ismeretében.

Fontos Tétel. Legyen &(w) wvaldszintségi vdltozo egy (2, A, P) valdsziniiségi mezdn,
amelynek F(z) az F(x) = P(£ < z), —00 < x < 00, eloszldsfiggvénye. Ekkor

Be(w) = [ aF(ds)

ahol a fenti integrdl Lebesque—Stieltjes integrdlt jelél az F' mérték szerint. Ez a formula
akkor érvényes, ha ffooo |z|F(dx) < oco. Ellenkezd esetben az EE vdrhatd értéket nem

definidltuk.

S6t igaz a Fontos Tétel kovetkezo altalanositasa.
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A Fontos Tétel altalanositasa. Legyen &(w) wvaldsziniségi vdltozd egy (92, A, P)
valoszintiségi mezén, amelynek F(x) az F(x) = P(§ < x), —00 < x < o0, eloszlds-
fliggvuénye. Legyen g(x) tetszéleges (mérhetd) figguény a szamegyenesen, és definidljuk
az n(w) = g(§(w)) valdsziniiségi vdltozdt. Ekkor

o0

En(w) = Eg(¢(w)) = / 9(2)F(dz),

—

ahol a fenti integral Lebesque—Stieltjes integrdlt jelol az F' mérték szerint. Ez a formula
akkor érvényes, ha [°._|g(x)|F(dz) < co. Ellenkezé esetben az En vdrhatd értéket nem

definidltuk.

Megjegyzés: Az eldbb megfogalmazott eredményekben szerepelt az ffooo |z|F(dx) <

0o, illetve [*_|g(z)|F(dz) < oo feltétel. E feltételek természetes megfeleléi annak a
diszkrét valoszintiségi valtozok esetében szerep;o feltételnek, hogy egy diszkrét valdszi-
niségi valtozo varhaté értékét definiald osszeg legyen abszolut konvergens.

A varhato érték definicigjaban szerepelt a Lebesgue integral fogalma. Ennek a
fogalomnak a jelentése némi magyarazatra szorul. Szamunkra elég lesz egy olyan kép
magyarazatként, amelyik szemléletesen megmutatja ennek értelmét. Ezt tessziik meg
az alabbiakban egy rovid kiegészitésben, amelyben nem toreksziink teljességre. Kiilon
érdemes megjegyezni, hogy maga az [ &(w) P(dw) integral azon a valdszin{iségi mez6n
van definidlva, ahol a &(w) valészintiségi valtozd, (emlékezziink, hogy egy valészintiségi
valtozé egy valészinliségi mezén értelmezett (mérhetd) fliggvény) és maga az integralds
is az ezen a mezOn értelmezett téren létezik. Mégis a Fontos tételben, illetve annak
altalanositdsaban olyan eredményt fogalmaztunk meg, amelyik lehet6vé teszi egy ilyen
integralnak a kiszamolasat anélkiil, hogy definidlnank a valdszintiségi mezo6t, ahol dolgo-
zunk. A tétel talan legfontosabb éllitdsa az, hogy elég tudnunk a valdszintiségi valtozo
eloszlasfiiggvényét, és akkor ki tudjuk szamolni mind a valdszinliségi véltozo, illetve a
valészintiségi valtozé tetszoleges fiiggvényének a varhato értékét.

Az itt szerepld integral altalanosabb, mint az analizisben tanult Riemann illetve
Riemann—Stieltjes integral. Viszont, ha az utébbiak léteznek, akkor azok megegyeznek
a minket érdeklo integrallal. Végil jegyezziikk meg, hogy tanultuk kordbban, hogyan
lehet kiszamolni diszkrét eloszldsu valdszintiségi valtozok, illetve azon fiiggvényeinek
varhato értékét. Ezt érdemes ideirni, hogy lassuk hasonldosidgukat a Fontos Tétellel,
illetve annak altaldnositasaval. Valéjaban a korabban megfogalmazott allitasok ezeknek
az eredményeknek az altaldnositasai.

Legyen £ diszkrét értékli valdszintiségi valtozd, amely valamely xq,xo,..., valos
értékeket vesznek fel. Ekkor

Eg(&) =) g(x:) P& = z2),
feltéve, hogy a jobboldalon szerepl6 0sszegek abszolut konvergensek.
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Kiegészités: A Lebesgue integral fogalama

A Lebesgye integral természetes definiciéjaban ezt az integralt el6szor a legegysze-
riibb fliggvények esetében definidljuk természetes moédon, majd ezt a definiciét kiter-
jesztjik altalanos fiiggvényekre folytonossigi meggondolasok alapjan. Ezt a kovetkezo-
képp tehetjiik. Legyen adva egy (X, A, u) mértéktér, azaz egy X alaphalmaz, kijeloljiik
annak bizonyos részhalmazait, amelyek o-algebrat alkotnak, és u o-véges mérték az A

o-algebran. (Egy mérték, azaz o-additiv halmazfiiggvény akkor o-véges, ha létezik az X
oo

alaphalmaz olyan felbontasa megszamlalhatéan sok Bj, halmazra, X = |J Bj, melyekre
j=1

u(Bj) < oo. Az (X, A, 1) téren értelmezett (mérhetd) f(-) fiiggvényeknek definidljuk a
w mérték szerinti integraljat, ha azok teljesitenek bizonyos feltételeket, és ezeket az in-
tegralokat [ f(x)u(dx) forméban jeloljiik. Jegyezziik meg, hogy egy valdszin{iségi mezé
specidlis (X, A, u) mértéktér. Bizonyos vizsgalatokban hasznos, hogy figyelmiinket nem
korlatozzuk a val6szinliségi mez6kon definidlt fliggvények (azaz valdszintiségi véltozok)
integraljara.

Egy f(-) fiiggvényt elemi fiiggvénynek neveziink, ha csak véges sok kiilonb6z6

k
értéket vesz fel, azaz 1étezik véges sok olyan z1, zo, . . ., zx szam gy, hogy |J {z: f(z) =
j=1

z} = Q. Ennek az elemi fiiggvénynek az integréljat az

k
[ f@utdn) = 3 zn (e f@) =)

Osszeg definidlja. (Ez analog ahhoz, ahogy diszkrét eloszlasu fliggvények integraljét
definidltuk. Az egyetlen kiilonbség az, hogy itt csak véges sok értékeket felvevés fligg-
vényeket tekintiink, mig ott megengedtiik azt is, hogy megszamlalhatéan sok értéket
vegyenek fel. Definidlhattuk volna az elemi fliggvényeket is altalanosbban, megenged-
hettiik volna, hogy megszamlalhato sok értéket vegyenek fel, de az itt tekintett definicio
technikailag kényelmesebb.) Ha adva van egy nem-negativ f(z) fiiggvény az az (X, A, )
mértéktéren, akkor azt kozelithetjiik elemi f, (z) elemi fiiggvényekkel példdul a kdvet-
kez6 médon. Legyen f,(x) = k27", ha k27" <z < (k+1)27", k= 0,1,...,22" és
definidljuk az f(x) fiiggvény integraljat, az [ f(z)u(dz) = nlingoffn(x)u( dr) képlet
segitségével. Egy altaldnos (mérhetd) f(x) fliggvény esetében definidljuk annak pozitiv
és negativ részét, mint f (x) = max(0, f(x)), f—(z) = min(0, f(z)), és [ f(zx)u(dz) =
[ f+(@)p(dx)— [(—f-(x)v(dz). Be lehet latni, hogy az el8bb definidlt integral értelmes
(példdul a felirt limesz valdban létezik, ha [|f(z)|p(dz) < co.

Felmeriilhet a kérdés, mi a kapcsolat az igy definialt integral és az analizisben tanult
Riemann és Riemann—Stieltjes integral kozott, mik a Lebesgue integral legfontosabb
tulajdonséagai.

A hagyoményos analizis oktatdsban az tgynevezett Riemann integralt vezetik be
eloszor. Egy [a,b] intervallumon értelmezett f(u) fiiggvény f; f(u) du integraljat ugy
definidljuk, hogy el6szor alkalmas kozelito Osszegeket vezetiink be a kovetkezdé mddon.
Felosztjuk az [a,b] intervallumot a = x¢ < x1 < -+ < x,, = b osztépontok segitségével,
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amelyekre sup (xp — x,—1) kicsi, és mindegyik [zy_1, 2] intervallumban kijeléliink
1<k<n

n
egy & € [xg—1,xk] pontot, és tekintjik a > f(&k)(zr — xx—1) kozelité Gsszegeket.
k=1
Az f; f(u) du integralt tgy definidljuk mint ezen integralkozelité Osszegek limeszét, ha
sup (x — xk—1) nulldhoz tart.

1<k<n

Adva egy F(u) fiiggvény is az [a,b] intervallumon az fab f(u)F(du) Riemann—
Stieltjes intergralt hasonléan definialjuk. A kiilonbség az, hogy most a kozelité osszegek-
ben az xy — x;_1 megvaltozasokat az F(-) fliggvény F'(xy) — F(rr_1) megvaltozdsaival

n
helyettesitjiik, azaz a > f(&k) (F(xx) — F(xp_1)) kozelitGosszegeket, illetve azok ha-
k=1

tarértékét tekintjik.

A fenti definiciét a kovetkez6 médon is interpretalhatjuk. Nevezziink egy az [a, b]
intervallumon értelmezett f(x) fliggvényt egyszerii vagy 1épcsés fliggvénynek, ha létezik

az [a,b] intervallumnak olyan a = zo < 1 < -+ < x, = b felosztdsa, amelyre az
f(z) fiiggvény konstans minden egyes [mk,wkH) intervallumon, 0 < k < n. Az ilyen

lépcsés fliggvények integraljat az f f(x)de = Z flzp)(xp —xK—1), és f f(x)F(dx) =

> flzk) (F(xg) — F(xgp—1)) képletekkel definidljuk. Az &ltaldnosabb fiiggvények in-
=1

k=
tegraljat ugy definialjuk, hogy kozelitjiik 6ket a fent leirt modon 1épcsés fliggvényekkel,
és a fiiggvény integralja a megfelel6 1épcsos fliggvények integraljainak a limesze.

Tekintsiik a szamegyenest, rajta a B Borel o-algebrat, és azon a Lebesque mértéket.
Ezt is szokéas Lebesgue mértéknek nevezni. Vegyiik észre, hogy mind a Riemann mind az
itt tekintett Lebesue integrél esetében el6szor bizonyos elemi fliggvényeknek definialjuk
az integraljat alkalmas kozelito Gsszegek segitségével, majd a definiciokat hataratmenet
segitségével kiterjesztjiik. Ezért nem meglepd, hogy abban az esetben, amikor mind a
két integral létezik, akkor azok megegyeznek.

Legyen F' valamely monoton névekvé fliggvény az [a, b) intervallumon. A Lebesgue

integralhoz hasonléan az f; f(u)F(du) Riemann—Stieltjes integralnak megfelel6 Le-
besgue—Stieltjes integralt is definidlhatunk. Ebben az esetben is az (X, A, i) teret gy
definidljuk, hogy az X halmaz a szdmegyenes, (vagy esetleg annak egy részintervalluma,
A a szamegyenesen vagy az intervallumon bevezetett Borel o-algebra. A definicié tel-
jessé tételéhez definidlni kell a p mértéket. Ezt az [a,b) intervallumon vagy szdmegye-
nesen definidlt F' monoton névekvo fiiggvény hatdrozza meg.

A mértékelmélet egyik eredménye szerint az F' fliggvény egyértelmiien meghataroz
az [a,b) intervallum Borel-mérheté halmazainak o-algebrdjan egy olyan o-additiv pp
az F figgvény Stieltjes mértékének nevezett halmazfiiggvényt, amelyre pp([u,v)) =
F(v) — F(u) minden a < u < v < b. Az fbf )F'(du) Lebesue-Stieltjes integrél az
[ f(z)p(dz) Lebesgue integral, ha az [a,b] intervallumon és a rajta tekintett Borel o-
algebran az F' fiiggvény altal meghatarozott pup mértéket valasztjuk p a mértéknek.
Ebben az esetben is elmondhatjuk, hogy a Riemann-Stieltjes és Lebesgue—Stieltjes in-
tegralok megegyznek, ha mind a két integral 1étezik.
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Lattuk, hogy a Lebesgue és Riemann integralok definicigjanak a szelleme nagyon
hasonl6. Mind a két esetben elOszor szép, egyszerii esetekben definidljuk az integralt,
majd hataratmenet segitségével ezt a definiciét kiterjesztjiik. A Lebesgue integral
definiciéjat nem nehezebb megérteni mint a Riemann integralét. Annak f6 oka, hogy
az oktatasban a Riemann integralok targyalasara helyezik a hangsilyt — bizonyos tu-
domanytorténeti okokon kiviil — az, hogy a Lebesgue integralok felépitése sziikségessé
teszi o-additiv mértékek hasznalatat, és ez elkeriilhetetlenné tesz bizonyos nem-trividlis
mértékelméleti vizsgalatokat. A Lebesgue integrdlok definiciéjaban, amikor egy hal-
maz nivéhalmazait tekintjiik nem koveteljiik meg, hogy ezeknek a nivohalmazoknak
szép geometriai strukturdjuk legyen. FEnnek kovetkeztében sokkal gazdagabb azon
fliggvények osztdlya amelyeknek dedinialni tudjuk a Lebesgue integraljat. Ugyanis az
integral definiciéjaban sziikséges hataratmeneteketet a Lebesgue integral definicigjaban
konnyebb végrehajtani mint a Riemann integraléban. Sot a Lebesgue integral definiciéja
— szemben a Riemann integraléval — nem kotddik a szdmegyenes geometridjahoz.

A Lebesgue integral rendelkezik a Riemann integralrdl tanult legfontosabb tulaj-
donsagokkal. fgy példaul linearis, azaz tetszoleges f és g fliggvényre valamint a és b
szamokra [(af(x) + bg(z))pu(dz) = a [ f(x)u(dz) + b [ g(z)p(dx). Bizonyos fontos
itt nem ismertetett eredmények (Lebesgue tétel, Beppo-Levy tétel Fatou lemma) arrdl
szolnak, hogy konvergens fliggvénysorok esetén milyen feltételek mellett cserélheto fel
a limesz és integralds sorrendje, azaz a lim [ f,(z)u(dz) = [lim f, (z)pu( dz) azonossig
milyen feltételek mellett érvényes. A kovetkezo eldaddsban és altalaban fiiggetlen valo-
szintiségi valtozok vizsgdlataban fontos szerepet jatszik a kovetkezo alkalommal ismer-
tentetend6 Fubini tétel, amely szerint egy szorzatmérték szerinti kétvaltozos fiiggvény
integralja szukcessziv integréalassal is kiszamolhaté.

Végiil megjegyezziik, hogy a Fontos Tételnek illetve annak altalanositdsanak a bi-
zonyitasa viszonylag egyszeri, ha jol megértjik a Lebesgue integral definicidéjat. Az
allitds konnyen lathaté lépeséstiiggvények esetében. Altaldnos (mérhets) g(z) figgvé-
nyek jol kozelithetéek 1épesds fiiggvényekkel, és ilyen médon az [ g(§(w)) dP(w) Le-
besgue integral olyan kozelité osszegeit kapjuk, amelyek kifejezhetéek a & valdszintiségi
valtoz6 F(z) eloszlasfiiggvényét tartalmazd Osszegek segitségével. Ez utébbi Gsszegek
természetes kozelitéosszegel az [ g(x)F(dz) Lebesque-Stieltjes integrdlnak. Ezutdn
alkalmas hataratmenet segitségével megkapjuk a Fontos Tétel altalanositasanak a bi-
zonyitasat.

13



