A Valo6szintliségszamitas 1. eldadassorozat negyedik el6adasa.
2003. februdr 25.

Osszefoglald:

Ratértiink a Borel-Cantelli lemma bizonyitdsara. A bizonyitashoz sziikségiink van
a kovetkezo lemmara, amelynek allitasat tartalmazza a 2. eléadasban szerepld, ott a
6.—7. oldalon megfogalmazott Tétel A.

Lemma a valdszintiségi mérték folytonossagarol. Legyen adva By C By C ---,
B, € A, n = 1,2,..., eseményeknek novekvd sorozata egy (2, A, P) waldsziniiségi

mezén. Legyen B = Ej B,,. FEkkor létezik a nli—{r;o P(B,,) hatdrérték, és nh—{%o P(B,) =
P(B). "

Legyen adva C7 D Co D -+, C, € A. n = 1,2,..., eseményeknek csokkend
sorozata eqy (Q, A, P) wvaldsziniségi mezén. Legyen C = ﬁl Cn. FEkkor létezik a

lim P(C,) hatdrérték, és lim P(C,) = P(C).

n—oo

A Borel-Cantelli lemma bizonyitisa. Az a.) rész bizonyitasa:

P (ﬁ [j Ak> <P (k[_j Ak> < ki P (A;) minden n szdmra.

n=1k=n

o0
Mivel >  P(Ak) < oo, minden ¢ > 0 szdmhoz létezik olyan n = n(e) szdm, hogy
k=1

> P(Ag) < g, ahonnan az el6z6 relaci6 szerint P ( N u Ak) < e. Innen kovetkezik

k=n n=1k=n
az a.) rész allitasa.

A b.) rész bizonyitasa: Az elébbi lemma szerint a val6szintiségi mérték folytonossagarol
kapjuk, hogy az A, halmazok fliggetlensége miatt

P(A0a) = o r (U ae) = o | (U )
o o)

k=N

r M
~ i | Jim <1— 11 (1—P<Ak>>)

L k=N
M
Ezért elég beldtni, hogy minden rogzitett N szamra Ml{im [T (1—-P(Ag)) = 0, ha
—O0 k=N



00 M
> P(A,) = oo. Viszont az 1 — x < e~ egyenlStlenség alapjan [[ (1 — P(Ag)) <
n=1

k=N
exp{— % P(Ak)} ahonnan Mhin ]M[ (1 - P(Ag)) =0, ha Z P(A,) =
k=N k=N

A felhasznalt 1 — z < e™* egyenl6tlenség példaul a kovetkezé médon lathatd: Az
f(z) = e fiiggvény konvex, f(0) =1, f/(0) = 1. Az f)x) = e” fliggvény konvexitdsa
miatt e fliggvény (0, f(0)) ponton &tmend érintéje minden valds z-re a az f(z) fiiggvény
alatt van, azaz e > x + 1. Az x szam helyett —z-et irva megkapjuk a kivant allitast.

Megjegyzés: Az analizisben bizonyitjak és hasznaljak a kovetkezo eredményt: Adva z,,

valos szamoknak olyan sorozata, amelyre 0<x, <1 mmden n=12.
(e.]

[T (1 —=xx) >0, ha Zxk < 00, és H(l—xk) =0, ha Za:k = oo. Bar nekiink erre
k=1 =1
nem lesz szuksegunk az eldadas klegesmteseben megadom ennek a formuldanak el6bb

heurisztikus indoklasat majd preciz bizonyitasat, mivel ez tanulsdgos.

., szamra

Korabbi feladatokban lattuk, hogy A; U---U A, alaki események valdszintiségét
egyszerlien egyszeriien ki lehet szamitani a

P(AijU---UA,)=1-P(((2\A1)N---N(Q\ 41))
=1-J[ P\ 4))=1-T]1-P(4,))

j=1 j=1

azonossag segitségével, ha az A;, 1 < j < n, események fiiggetlenek. A fenti sza-
moldsban kihaszndltuk az A; események fliggetlenségét. A kovetkezOben egy példan
keresztiil megmutatjuk, hogy bizonyos érdekes esetekben, amikor olyan A; események
unijénak a valészinfiségét akarjuk kiszémitani, melyek nem feltétleniil fiiggetlenck, de ki
tudjuk szamolni az A;, N---NA;, alakd események valésziniiségét, akkor is meg tudjuk
oldani feladatunkat egy szita formulanak nevezett azonossag segitségével. A kovetkezo
feladatot fogjuk targyalni:

Egy estélyen megjelenik n hazaspar. Egy tancmester, aki nem tudja, hogy kik
hazastarsak és kik nem véletlen médon parba rendezi a férfiakat és noket a tanc
elott. Mi a valdsziniisége annak, hogy egyetlen hazaspar sem tancol egytiitt? Mi
ennek a valészinliségnek a hatarértéke, ha n — oo?

Megoldds: Definidljuk a kovetkezd A; eseményeket:
Aj = a j-ik hazaspar egyiitt tdncol, 1< j < n.

Ekkor minket a P(A;U---UA,) =1— P(A; U---UA,) valésziniiség érdekel.

n—k)!

Vegyiik észre, hogy a P(A;, N---NAj,) = #
n!

az Osszes lehetséges parbadllitdsok szama n!, mig az olyan parbaallitdsok szama,

amelyben a ji-ik, jo-ik, ..., jg-ik hézaspar egy parba keriil (n — k)!. Tovébba

érvényes a kovetkezo, az irodalomban szita-formuldnak nevezett eredmény.

azonossag igaz. Ugyanis
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Szita formula. Legyenek Aq,..., A, tetszbleges események egy (2, A, P) valdsziniiségi
mezon. FEkkor

P(Alu---UAn):Sl—82+83—---+(—1)”+15n,
ahol
Sy = Y P(A;, NN A,

1<j1 < <gr<n

A szita-formula segitségével kapjuk, hogy n hézaspar esetében

_(n\(n—k)! 1
Sk_(k) nl Kkl

Innen adédik, hogy a minket érdekl6 valdsziniiség n hazaspar esetén

P(A, U UA,)=1-PA U ---UA,)

=1-5S1+5+---+(-1)"S,

és ezért

& (1) & (1R
PALU---UA,) = (k:‘) HZ(]{:') = ha n — oo.
k=0 ’ k=0 ’

A szita formula bizonyitasat a kiegészitésben fogom targyalni. Viszont megfogal-
mazok egy érdekes ezzel a formulaval kapcsolatos eredményt nem kotelezd héazi feladat
formdajaban. E feladat megoldasat megkaphatjuk a szita formula bizonyitasanak alkal-
mas adaptaciéjaval.

Nem kotelezé hazi feladat:

Léssuk be, hogy a szitaformula jeloléseit hasznélva

n

S; — Sy zzn:P(Aj)— > P(A;NA) <P(AU---UA,) < S =) P(4;)

1<j<k<n j=1

és altalaban

21 20—1
D (=D)MIS < P(A U UA,) <> (—1)FFLS,

minden [ indexre. (Legyen S, = 0, ha k > n.) Ez az eredmény azt jelenti, hogy a
P(A;U---UA,) valésziniiséget a szita formulaban kifejez6 S — Sy + S3 — - - - eldjeles
Osszeg paratlan szamu tagot tartalmazéd részletosszegei feliilrol és paros szamu tagot
tartalmazoé részletosszegei alulrdl becsiilik meg a vizsgalt valdszinliséget.



Diszkrét eloszlasu valdszintiségi valtozdok és azok fiiggetlensége

El6szor bevezettiik a valdszinliségi valtozd fogalmat:

Valészintiiségi valtozé fogalma: Legyen adva egy (2, A, P) valdsziniiségi mezd. Egy
ezen a téren értelmezett valds értéki (mérhetd) £(w) fligguényt valdszindiségi valtozénak
fogunk nevezni. Azaz € az Q — R leképezés. Az a megkétés, hogy a fiigguény legyen
mérhetd azt jelenti, hogy minden x valds szamra az {w: {(w) < x} € A feltétel teljesil.

Idonként hasznos memcsak valos értéki valdsziniiségi valtozorol beszélni, hanem
kissé dltaldnosabban olyan valdsziniségi vdltozokat definidalni, amelyek értékeiket eqy dl-
taldnos téren veszik fel. (Példdul bizonyos esetekben érdemes olyan valdsziniiségi viltozo-
kat tekintent, amelyek értéke komplex szdm, vagy nem eqyetlen szam, hanem egqy szdm-n-
es. Az ilyen valdsziniségi vdltozokat vektor értékiinek szoktdk hivni.) Annak érdekében,
hogy ezt megtehessik tekintsink valamilyen X halmazt, és e halmaz kituntetett rész-
halmazainak X osztdlydt, amelyek o-algebrdt alkotnak. Egy az (2, A, P) valdsziniségi
mezén definidlt X térbeli értékeket felvevd (mérhetd) figguényt X -tér értéki valoszi-
niiségi valtozonak neveziink. Az, hogy ez a figgvény mérhetd azt jelenti, hogy minden
Y € X halmazra az {w: {(w) € Y} € A feltétel teljesiil.

Megjegyzés: Az lattuk, hogy a valdszintiségi véaltozdk (szép, azaz mérhetd) fiiggvényeket
jelentenek. Az egyetlen kiilonbség a korabban hasznalt fliggvények és a most bevezetett
val6szintliségi valtozdk kozott abban &ll, hogy most egy dltalanosabb téren, egy (€2, .4, P)
valoszinliségi mezo §2 halmazan és nem feltétleniil a szamegyenesen értelmezett fiigg-
vényeket tekintiink. Ez egyben azt is jelenti, hogy valdszintiségi valtozdkkal ugyaniugy
szamolhatunk, mint ahogy azt eddig fliggvényekkel tettiik.

Felmeriilhet a kérdés, hogy miért vezettiilk be azt a mesterkéltnek tiné feltételt,
hogy a valészintliségi valtozé legyen mérhetd fliggvény. Azért, mert természetes kivansag
az, hogy legyen értelme annak val6szintiségérél beszélni, hogy az {w: {(w) < =} esemény
bekovetkezett. Viszont csak A-beli halmazoknak a valdésziniiségérél tudunk beszélni.
Természetes ennél is tobbet kivanni, nevezetesen azt, hogy a szamegyenes minden ,,szép”
B halmazéra az {w: £{(w) € B} halmaz legyen a A c-algebrdban, azaz legyen értelme
ennek az eseménynek a valdsziniiségérdl is beszélni. A mértékelméletben belattak, hogy
amennyiben a szamegyenes Borel mérheté részhalmazait tekintjiik szép halmazoknak,
akkor a mérhetoség altalunk megkovetelt feltételeibol kovetkezik ez az erosebb tulaj-
donsag is.

A fenti érvelés azt mutatja, hogy a mérhetoség megkovetelése természetes. Masrészt
tovabbi eredmények azt is mutatjak, hogy minden ,,definidlhaté” fiiggvény egyben
mérheto is, ezért ennek a tulajdonsagnak a megkovetelése nem jelent igazi megszoritast,
a tovabbiakban megfeledkezhetiink rola. Az altalanos terekben értelmezett mérhetoség-
ré] hasonlékat mondhatunk. Erdemes még megjegyezni, hogy bar formalisan a valds és
altalanos térbeli fiiggvény mérhetoségét masképp definidltuk ez a kiilonbség csak lat-
szolagos. Vezessiik be a szamegyenesen a Borel mérheté halmazok B o-algebrajat, és
tarsitjuk a szamegyenest ezzel a o-algebraval. Ekkor a valds értékii mérheto fiiggvé-
nyeknek az dltaldanos esetbeli definicidja az (X, X) = (R, B) valasztassal megegyezik a
valés értékli mérheto fiiggvények eredeti definicidjaval.
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Diszkrét eloszlau valdszintiiségi valtozok és azok eloszlasa. Fgy £ valdsziniiségi
vdltozot egy (2, A, P) valdsziniségi mezén diszkrétnek vagy diszkrét eloszlasunak hivunk,
ha megadhato egy véges vagy megszamldlhatoan végtelen szamossdgiu x1,x2, -+, halmaz
agy, hogy az {w,&{(w) = x,}, n = 1,2,..., halmazok teljes eseményrendszert alkotnak.
Eqy diszkrét eloszldstu valosziniségi vdltozo eloszldasat meghatdrozzdk azok az x1,xa, ...,
értékek amelyeket az felvesz és a p, = P(§ = x,) valdsziniiségek. (Jegyezzik meg, hogy

;P(fzxn) - 1')

Legyenek &1, . .., & diszkrét eloszlasi valdszindségi vdltozok ugyanazon az (2, A, P)
valosziniségi mezon, amelyek valamilyen x1,xo, ... értékeket vesznek fel. Fzek egyiittes
eloszldsdt meghatdrozzdk a P(&1 = xj,,&2 = xjy, ..., &k = 5,), js = 1,2,..., 1 < s <k,
valosziniségek.

Diszkrét eloszlast valdszintliségi valtozok fiiggetlensége. Legyenek &1,...,&
diszkrét eloszldsu valdsziniségi vdltozok ugyanazon az (2, A, P) wvaldsziniségi mezén,
amelyek valamilyen x1,xo,... értékeket vesznek fel. Azt mondjuk, hogy ezek az &1, &3,

., &k valosziniiségi vdltozok figgetlenek, ha

P(gl:xj1a§2:szv‘“agk:xjk):P(gl:xj1)P(€2:sz)"'P(gk:xjk)

minden js = 1,2,..., 1 < s < k, indexre.

1. Megjegyzés: A fenti definiciéban feltettiik, hogy a diszkrét eloszlasu valdszintiségi
valtozok amelyeknek az egyiittes eloszlasat vagy fiiggetlenségét definialtuk ugyanazokat
az értékeket veszik fel. Ez azonban nem jelent megszoritast. Ugyanis, ha egyesitjiik ezen
valészintiségi valtozok értékkészletét, akkor ujra legfeljebb megszamlalhaté szamossaga
halmazt kapunk, és mondhatjuk, hogy az egyes valdszinliségi valtozok ezen halmazbdl
veszik fel az értékeitket. Lehetséges, hogy ily mdédon sok nulla valdszinliségi eseményt
is bevezettiink, de ez nem okoz problémat.

2. Megjegyzés: Annak, hogy valdszintiségi valtozoknak az eloszldsat definidltuk mélyebb
oka van. A valdsziniségszamitasban olyan problémékkal foglalkozunk, amelyek csak
attol fliggnek, hogy kiilénb6z6 eseményeknek mennyi a valdszintiségiik, kiillonbozd va-
16szintiségi véaltozok milyen értéket milyen valdszinliséggel vesznek fel. Arra vagyunk
kivancsiak, hogy ezen ismereteknek milyen kévetkezményei vannak. Viszont a valdszi-
niségszamiasban vizsgalt kérdésekre adott valasz nem fligg attol, hogy milyen véletlen
hatasok valtottak ki a megfigyelt véletlen eredményeket, azaz milyen az a valdszintiségi
mez0, amelyben a vizsgdlt események és valdszinliségi valtozok megjelentek. Ez az
oka annak, hogy minket igazabdl nem maguk a valdszintiségi valtozdk, hanem azok
(egyiittes) eloszlasa érdekel.

Peladat:
Legyenek adva &1, ...,&; fliggetlen, diszkrét eloszlasu valdszinliségi valtozok egy
(Q, A, P) valdszintliségi mez6n, melyek valamilyen xq,zo, ... értékeket vesznek fel.

Legyenek Ay C {x1,22,...},As C {z1,29,...},..., Ak C {x1,22,...} tetszbleges
halmazok. Ekkor

P& €A,&€ s, & €A) =P (&€ A)P (&€ Az) - P (& € Ak).

5



Specidlisan, ekkor tetszéleges {j1,...,7s} C {1,...,k} indexhalmazra a §;,,...,§;,
valészintliségi valtozék fiiggetlenek.

Halmaz indikatorfiiggvényének a definiciéja. Legyen adva eqy A € A esemény
eqy (Q, A, P) valdsziniiségi mezén. Az A halmaz indikdtorfiggvényén azt a x a(w)
valdszintségi vdltozot értjik, amelyre x a(w) =1, haw € A, és xa(w) =0, haw ¢ A.

Ezutan megfogalmaztuk a kovetkezé gyakorlaton targyalandé feladatokat:

Legyenek Ay, ..., A, események egy (92, A, P) valészinliségi mezén. Az Ay, ..., Ay
események akkor és csak akkor fliggetlenek, ha azok x4, (w),..., x4, (w) indikator-
fliggvényei fliggetlenek.

Véletleniil meghivunk 30 embert. Tegyiik fel, hogy az egyes embereknek egymastdl
fliggetleniil van sziiletésnapjuk, és minden ember esetében —— annak a valdszinii-

sége, hogy az év valamely napjan sziiletett. Mi annak a valdszinlisége, hogy van
két ember a tarsasagban, akiknek ugyanaznap van a sziiletésnapjuk?

Altalénosabban, van n urna, amelyekbe bedobunk egymastél fliggetleniil k£ golyot
ugy, hogy mindegyik golyd egyforma valdszinliséggel esik az egyes urndkba. Mi an-
nak a valdszintisége, hogy van olyan urna amelybe legalabb két golyo esik? Erdekel
minket tovabba ennek a valésziniiségnek a viselkedése, ha mind az n mind a k£ szam

nagy, és a k = k(n) szdémnak megfelelé a nagysdgrendje. Lassuk be, hogy a fenti
k

7

valoszinliségnek van hatarértéke, ha n — oo, — « valamilyen 0 < a < o0

szammal, és hatarozzuk meg ezt a hatarértéket.
Megoldds: Jelolje {; azt a valoszinfiségi véaltozot, hogy a j-ik embernek az év
hanyadik napjan van a sziiletésnapja. Ekkor a §;, 1 < j < 30, valoszinliségi

1
valtozok fliggetlenek, P (& =1) = 360 1 <35 <30,1<1<365 é P #

§; haj # j') annak a valészintisége, hogy mindenkinek kiilonbozé nap van a
sziiletésnapja. Ez a valdsziniiség viszont

29 :
365 -364--- (365 —-30+1
( + ):H(l J >7

365k J 365
=1

mert annak valésziniilége, hogy az els6 ember sziiletésnapja az [1-ik, a mésodiké az

lo-ik és igy tovabb a k-ik ember sziiletésnapja az [i-ik napon van 365 tetszoleges
k—1

1 <1 <365, 1 < j < 30 szdmok esetén, és ezeket a szdmokat [] (365 — j)
=0

moédon valaszthatjuk dgy, hogy mindegyik [; szdm kiilonboz6 legyen. fgy annak a
valoszinlisége, hogy van két ember akinek ugyanazon a napon van a sziiletésnapja

29 ]
1_n<1__>.
FL) 365



Hasonléan, annak valdszintisége, hogy ha k golyét dobunk n urnadba az adott

k—1 ;
moédon, akkor van olyan urna, amelyikbe legaldbb két golyé esik 1 — [] (1 — l).
j=1 n

k—1 ; k—1 ;
Adjunk j6 kozelitést a log [] (1 — l) = > log <1 — l) kifejezésre, ha n — oo,
j=1 n j=1 n

2 . .
ﬂ — «. Heurisztikus érvelés szerint mivel log [ 1 — 2 log(1 + z)
Vn n n
k—1 ; k=1 E— 1k
fiiggvény Taylor sorfejtése szerint, ezért > log (1 — i) ~—=> J_ —u,
j=1 n j=1 n 2n

k(n)—1 2 k
ahonnan log <1 — l) — —a—, ha n — oo, és (n) — «. Ez a szamolas
j=1 n 2 \/ﬁ

precizzé tehetO, ha felhasznaljuk példaul azt az egyenlGtlenséget, amely szerint

1og(1—1)+1
n n

ami szintén kovetkezik a log(1+ x) Taylor sorfejtésébdl. Miért? Innen kapjuk, hogy

k(n)—1 : 5 k
1— ] (1—l>—>1—e_0‘/2,han—>oo,és (n)
j=1 n \/ﬁ

A kovetkezoben a valészintiségszamitas egyik legfontosabb fogalmat, a varhato érté-
ket definidltuk, és targyaltuk annak legfontosabb tulajdonsigait. Egyelore csak diszkrét
eloszlasu valészintiségi valtozok varhatéd értékével foglalkozunk.

2j2 t. ‘
SLSCOHS , hanelégnagyésiga—l—l,
NZD

n? n

— .

Diszkrét eloszlasu valészintiségi valtozo varhato értéke. Legyen & diszkrét el-

oszldstu valdsziniiségi valtozo, amely x1,xa, ... értékeket vesz fel p = P({ = xy) vald-
oo

szintséggel, k = 1,2,..., > P(§ = xk) = 1. A £ valdszindségi vdltozd varhatd értéke
k=1

az

B¢ =) xP(§ = )
k=1

0sszeq, feltéve hogy ez az 0sszeq abszolut konvergens. Ha ez az 0sszeqg mem abszolut
konvergens, akkor nem definidljuk az E£ vdrhato értéket.

1. Megjegyzés: Most és a tovabbiakban az egyszeriibb és egységesebb jelolés érdekében
feltessziik, hogy a diszkrét eloszlasu £ valészintliségi valtozé (megszamlalhatéan) végtelen
sok értéket vesz fel. Ez nem jelent megszoritast, mert ha & csak véges sok értéket vesz
fel, akkor is feltehetjiik, hogy ezenkiviil még felvesz végtelen sok értéket nulla valdszi-
niiséggel.

2. Megjegyzés: A varhaté értéket az angol expectation sz6 kezdébetilijével az E bettivel
jeloljik. Manapsag ez a legelterjedtebb jelolés, bar haszndaljak az M betiit is a német
mathematischer Mittelwert sz6 alapjan.



o.¢] o
Emlékeztetd: Azt mondjuk, hogy a > y, sor abszolut konvergens, ha nemcsak a > y,,
n=1 n=1

o o o
hanem a ) |y, | sor is konvergens, azaz » |y,| < co. Ha csak a > y, sor konvergens,
n=1 n=1 n=1

o0
és a > |yn| sor divergens, akkor feltételesen konvergens sorrdl beszéliink.
n=1

[dézziink fel néhany eredményt, amelyek megmagyarazzak miért koveteltiitk meg a
oo

varhaté érték definicidjaban, hogy a > zxP({ = z1) sor ne csak konvergens, hanem

k=1
abszolut konvergens is legyen.
Ha a ) y, sor abszolut konvergens, akkor ennek tetszoleges atrendezése azaz
n=1
oo
tetszOleges olyan ) yp(n) Osszeg, amelyre a k(n) = j egyenletnek pontosan egy megol-
n=1

désa van minden 1 < j < 0o egész szamra szintén konvergens, és ugyanaz a hatarértéke
mint az eredeti sorrendben. Ez a tulajdonsidg nem abszolut konvergens sorozatokra mar
nem érvényes.

Miért fontos ez a tulajdonsidg? Vegyiik példdul azt az esetet, ha a ¢ valdsziniiségi
valtozo az Osszes racionalis szamot veszi fel. Akkor ezek a racionalis szamok mivel
megszamlalhatéan sokan vannak felsorolhatéak mint egy x1,xs, ..., sorozat, de nincs
a felsorolasban egy természetes sorrend. Ezért a varhato értéket definidld 6sszeg csak
akkor értelmes, ha az nem fligg attol, hogy a & valdszinliségi valtozo lehetséges xj
értékeit milyen sorrendben soroljuk fel.

Az abszolut konvergens sorok fenn emlitett tulajdonsiga szerepelt az analizis tan-
anyagban. A bizonyitds megismétlése helyett lassunk inkabb egy példat, amely meg-
mutatja, hogy a nem abszolut konvergens sorok mésképpen viselkednek. Tekintsiik az

S=1-1+ 3 35 + % — % + % — % + --- sort. Ez a sor konvergens, hatarértéke

zéré, ugyanakkor nem abszolut konvergens, mert kil % = oo. Tekintsiik e sor kovetkezo

atrendezését: S =1+ i (i + 1 + et o 1) Ez az atrendezett sor
=i\ 28 2k 41 2k+1 1k

divergens, mert a k-ik tagra i—f—#—k---—i—#—l > i—l :1—1.

’ 2k 2k 4+ 1 2k+l 1k T 2kt1 K2k

Roviden, kissé nagyvonalian, azt mondhatjuk, hogy abszolut konvergens sorozatokkal
ugyanolyan szabadon szamolhatunk (étrendezhetjitk 6ket, abszolut konvergens sorok
szorzataiban elvégezhetjiik a tagonkénti szorzast) mint véges Gsszegek esetében, mig
nem abszolut konvergens sorok esetében ezt nem tehetjiik meg.

Ezek utan tekintsiik a varhaté érték kiszamitdsat egy viszonylag egyszerii esetben.

Egy szabdlyos pénzdarabot feldobunk 100-szor egymas utan. Szamoljuk ki a fej-
dobasok szaméanak a varhato értékét.

Megoldas: Annak valészinlisége, hogy pontosan k fejdobas torténik 100 dobés ese-
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tében (120)2 10070 < k < 100. Ezért B¢ = Z k(loo) —100" 4 keresett varhaté

érték. Ezt az Osszeget ki tudjuk szamitani a kovetkezo észrevétel segitségével:
k(Z) = n( ) ha 1 <k <n. Innen n = 100 valasztassal

100

S - wE () - () )

1 1 99
=50-(=+=]) =50.
(2+2)

Heurisztikusan a kovetkez6 modon érvelnénk: Egy pénzfeldobas esetén a fejek
szamanak a varhaté értéke %, szaz pénzfeldobas esetén a pénzdobasok szamanak varhato
értéke 100 - 3 = 50.

A kovetkez6 fontos eredmény, amelynek bizonyitasa a kovetkezo el6adéas anyaga
lesz megmagyarizza, hogy a fenti heurisztika miért adott helyes eredményt, és en-
nek segitségével hogyan lehet kiszamitani sok esetben egyszeriien valdszintiségi valtozdk
varhato értékét.

Tétel. Legyenek &1, & (diszkrét eloszldsi) valdszinidségi valtozok, amelyeknek létezik
vdrhato értékuk. Ekkor a & + &2 0sszegnek is létezik vdrhato értéke, és

E(&1 + &2) = E& + Ea.

Kovetkezmény. Legyenek adva &1,&,...,&k (diszkrét eloszldsi) valdszindiségi vdlto-
20k, amelyeknek létezik vdrhato értékiik, és legyenek cq,...,cr valds szdamok. FEkkor a
c1&1 + cobo + - - - + i€ valosziniiségi valtozonak s létezik vdrhato értéke, és

E(ci&+ b+ -+ crér) = aE& + coEé + - - - + e B,

Megjeqyzés: Erdemes hangsilyozni, hogy a fenti eredményben nem tételeztiik fel, hogy a
tekintett valdszintliségi valtozok fliggetlenek. Ez az észrevétel bizonyos alkalmazasokban
hasznos. Kés6bb tanulni fogjuk, hogy a most megfogalmazott eredmény nemcsak disz-
krét eloszlasu valdszinliségi valtozok Osszegeire érvényes.

Lassuk, hogy hogyan tudjuk kiszamitani az el6z6 feladatban tekintett varhaté
értéket a fenti eredmény segitségével.

Vezessiik be a kovetkezd valdszintiségi valtozokat: ; = 1, ha a j-ik dobas eredménye
fej, & = 0, ha a j-ik dobds eredménye irds. Azaz a {; valdsziniiségi valtozé azt
szamolja, hogy mennyi a j-ik dobdas eredményének hozadéka a fej-dobasok szamahoz.

100
Ekkor minket az E | Y & | varhaté érték érdekel. Viszont a fenti eredmény alapjan
j=1



100 100
E <z§j) =Y E,és B =1-P(&=1)+0-P(§=0)=1-1+3-0= 1 minden
j=1 j=1
100
1 < j <100 indexre, ahonnan E [ > & | =100- 1 = 50.
j=1

Feladat:

Egy szabdlyos dobdkockat feldobunk 100-szor egymés utan. Szamoljuk ki a dobéas-
eredmények Osszegének a varhato értékét.

Kiegészités:
Az el6addasban megemlitettiik a kovetkez6é eredményt:

Allitas: Legyen x, wvalés szamoknak olyan sorozata, amelyre 0 < =z, < 1 minden

n=12,..., szamra. Ekkor [[ (1 —x) >0, ha > xp < oo, és [[ (1 —xx) =0, ha
k=1 k=1 k=1

o0
> x = 00.
k=1

Indoklas: Heuisztikusan a kovetkezzé mddon érvelhetiink: Logaritmust véve kapjuk,
o]

oo

hogy [] (1 —xzk) > 0 akkor és csak akkor, ha > —log(l — xp) < oo. Viszont azt,
k=1 k=1

hogy az utobbi 0sszeg konvergens-e vagy divergens az donti el, hogy kis xj szdmokra a

—log(1 — z1) Osszeadandok milyen kicsik. Mivel —log(l — z) = = + % + % +---,a

—log(1 — xx) mennyiségnek természetes j6 kozelitése az xj, kifejezés, (a Taylor sor elsé
o

tagja), és ez azt sugallja, hogy a > —log(l—xy) illetve > zy végtelen sorok egyszerre
k=1 k=1
konvergensek vagy divergensek.

Némi munkaval a fenti érvelés precizzé teheto. FEloszor azt kell meggondolni,
o0

hogy a feladat éllitdsdban a [] (1 — zx) > 0 tulajdonsag a > —log(l — zx) < o0
k=1

k=1
egyenlStlenséggel, a lo_o[ (1 — z) = 0 tulajdonsig pedig a i —log(l — zp) = o©
relaciéval ekvivalens.k:Elhhez azt kell felhasznalni, hogy esetiil;lﬁoen 0<1—uxr <1,
és —log(l — z) > 0. Ezutan vegyiik észre, hogy a — i log(1 — =) és i x, sorok
mindegyike divergens, ha rogzitve egy kis pozitiv szém’:;lpéldéul az % szgrlnot az Ty
szamsorozatnak végtelen sok olyan tagja van, amelyek nagyobbak mint ez az % szam.

Tovabba, égy végtelen Osszeg konvergencidjat vagy divergenciajat nem befolyasolja véges

sok tagjdnak az értéke. Fzért az 6sszegekben szerepld xj > 1—10 tagokat elhagyva elég csak

azzal az esettel foglalkozni, amikor xj, < % minden k-ra. Viszont ekkor %xk < —log(1+

xk) < 2xp minden k = 1,2,... szdmra, ahonnan 3 Soxp < >, —log(l—xk) <2 > xg
k=1 k=1 k=1
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oo o

minden n-re, és innen kovetkezik, hogy a > xp és > —log(1—xy) sorok egyszerre kon-
k=1 k=1

vergalnak vagy divergalnak.

A szita formula bizonyitdsa: Adva egy A esemény vezessiik be az A° jelolést, ahol
e =+1, e =1estében A’ = A, ¢ = —1 esetében A~! = Q\ A = A. Definidljuk
tetszoleges rs = 1 vagy rs = —1, s = 1,...,n szdmokra az

A(ry,...,mp) =A"N---NA™
eseményeket. A bizonyitds gondolata abbdl all, hogy a bizonyitandé azonossagnak mind
a két oldalat kifejezziik az A(ry,...,7m,) = A" N---NA™ események P(A(r1,...,7n))
valészintiségeinek linedris kombinacidjaként, és ellendrizziik, hogy a két kifejezés meg-
egyezik. Vegyiik észre, hogy
A1UUAn: U A(rl,...,rn),
(7”17.‘.,7”,”): (Tla“'arn);é(ilw“a*l)
és tetszlleges Aj;, N---NAj,, 1 <j; <jg2 <---<js <n alakd halmazra
Ajlm”'ﬂAjS: U A(T‘l,...,Tn).

T1yeestn): 75, =1, I<u<s
Ju

Tovabba az A(ry,...,r,) események kiilonboz6 (rq,...,r,) paraméterek esetében disz-
junktak. Ezért
P(A]_UUAn): Z P(A(T’l,---,?"n)),

(r1sesmn) s (P1,0m)# (=100, —1)
és tetszlleges A;, N---N A;, alakd halmazra

P(A;,N---NAj)= > P(A(ry,...,m)).

(r1,--rn ) T, =1, 1<u<s

Ilyen médon a az A(rq, ..., r,) halmazok P(A(ry,...,r,)) valésziniiségeinek a line-
aris kombinaciéjaként fejezheto ki a szita-formula két oldalan szerepl6 kifejezés. Azt kell
beldtni, hogy a P(A(r1,...,7r,)) szdm a szitaformula két oldalan szereplé kifejezésben
ugyanazzal az egyiitthatéval szerepel. Az azonossdg baloldaldn ez az egyiitthatd 1,
ha {ri,...,rn} # {—1,...,—1}, és nulla, ha {rq,...,r,} = {-1,...,—1}. Ha az
(r1,...,7s) halmaz [ darab 1 és n — | darab —1 jegyet tartalmaz, akkor ennek valé-

!
szinlisége a szitaformula jobboldalan ezt (i) — (l> 4+t (;) = Y (—1)F+! (]i)
k=1

2
l
egyutthatoval szerepel. Ugyanis az Sy Osszegben ez a kifejezés (k) egyiitthatoval sze-
repel. Miért?

¢ l L l

Innen a vizsgalt egyiitthaté > (—1)k+! (k‘) =1-Y (-1)* <k) =1-(1-1)* =1,
k=1 k=0

ha az A(ry,...,7,) halmaz rq,...,r, indexei k6zott | # 0 1-es van. A maradék esetben

pedig az egyiitthaté nulla. Ez azt jelenti, hogy a szita formula két oldalan szereplo
egylthaték megegyeznek.
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Ismertetem a szita formula egy mas bizonyitasat, mely egy érdekes, és mas eset-
ben is alkalmazhaté gondolaton alapul. Nevezetesen az alabb megfogalmazott lemman,
amelyet szintén be fogunk bizonyitani.

Lemma. Legyenek adva valamely Aq,..., A, események eqy (2, A, P) valdsziniiségi
mezon, és definidaljuk ezek felhaszndldsdval véges sok unio, metszet és komplementer
segitségével az B; = fj(A1,...,A,). Régzitsink valamely ci, ..., c, valos szdmokat. A

k
S P (fi(Ar.. . Ay)) 20
j=1

egyenlitlenség teljestl tetszoleges wvaldosziniségi mezon definidlt tetszdleges Aq, ..., A,
halmazokra, ha specidlisan teljesil abban a (2™ szami) specidlis esetben, amikor mind-
egyik A; vagy az Q biztos vagy az () iires esemény.

A lemma bizonyitdsa: Jelolje Aj_1 = O\ A; az A, halmaz komplementerét. Vezessiik
be az A} = A; jelolést és jelolje (e1,...,e,), g = £1, 1 <1 < n, valamely nhosszisagu
+1 sorozatot. Ekkor felirva mindegyik A; eseményt konjunktiv normélforma alakban.
Felhaszndlva, hogy a konjunktiv normalformaban diszjunkt halmazok uniéja jelenik
meg, a vizsgalando egyenlotlenség

> dj, P (A7 N N AT) >0

(€41 5-E5n)
E;j =%1, s=1,...,n

alakba irhaté alkalmas dj, .. ;. egylitthatékkal. Ez az egyenlétlenség akkor és csak

akkor érvényes minden Ai,..., A, halmaz esetén, ha az Osszes d;, .. ;. egyitthatora.
Adva egy (gj,,...,¢;,) sorozat, tekintsiik azt az Ay, ..., A, sorozatot, melyre A; = (2,
haej =1,és Ay =0, hae;, = —1,1 <1< j. Ezzel a vilasztdssal a lemma feltétele azt

adja, hogy d;, . ;. > 0. Mivel ezt minden lehetséges d;, .. ;
innen kovetkezik a lemma allitasa.

soroazatra elmondhatjuk,

n

A szita formula bizonyitdisa a lemma segitségével: A lemma alapjan elegendd beldtni
a szita formuldt abban a specidlis esetben, ha mindegyik A; esemény a biztos vagy az
iires esemény. Ekkor ugyanis a szita formula bal és jobboldalan szerepld kifejezések
kiilonbségérol tudjuk, hogy egyrészt nagyobb vagy egyenlé mint nulla, masrészt kisebb
egyenld, mint nulla. Tekintsiik azokat az eseteket, amikor az A; események kozott k

k
darab biztos esemény van, és n — k lires esemény, 0 < k < n. Ekkor S; = 1) ha

1<I<k, ésS;=0,hal>k. Ezért1l <k <n esetben a szita formula jobboldalan allo
k k k
kifejezés Y (~1)*18 = Y (-1 (H) =13 (-1)'(5) =1— (1 - 1)* =1, a baloldali

=1 =1 1=0
kifejezés pedig szintén P(A; U---UA,) = P(2) = 1. A k = 0 esetben a szita formula

mindkét oldala nullaval egyenld.



