A Valészintiségszamitas 1. el6adassorozat harmadik el6adasa.
2003. februdr 18.

Osszefoglald:
Feltételes valosziniiség targyaldsa. (folyatas)
Megismétlem a feltételes valosziniiség el6zo eloadason ismertetett definicidjat.

Feltételes valészintiiség definicidja. Adva egy B esemény egy (2, A, P) valdsziniségi
mezén, amelyre P(B) > 0, egy ugyanezen a valdsziniiségi mezén lévd A esemény
feltételes valdszindsége feltéve a B eseményt (azaz a B esemény bekovetkezését)

P(A|B) = %

A feltételes és hagyomanyos valdszintiség fogalmai kozott fogalmaz meg kapcsolatot
a kovetkez6 lemma.

Lemma. Legyen (2, A, P) valdsziniiségi mezd, és legyen rajtva adva eqy B € A
esemény, amelyre P(B) > 0. Vezessik be a Pg, Pg(A) = P(A|B), A € A, hal-
mazfiggvényt a A o-algebrdn. Ekkor (2, A, Pg) szintén valdsziniiségi mezd.

Megjegyzés: Fz az allitas megtaldlhaté a Fazekas konyv 3.5 feladataban. Ugyancsak ezen
az oldalon talalhaté a 3.2 Alh’tés, amely nagyon hasonlé ehhez. Egy kiilonbség van a
két allitas kozott. Mi az eredeti valdszinliségi mezo o-algebrajat nem véltoztattuk meg.
A Fazekas konyv 3.2 allitasdban az A N B, A € A alaki halmazokra van megszoritva a
o-algebra.

Bizonyitis: Pp(Q)) = 1, A o-algebra, azt kell még ellendrizni, hogy Pp c-additiv az
A o-algebran, azaz, ha A,, n = 1,2,..., diszjunkt halmazok, akkor Ppg ( U An) =
n=1

> Pp(A,). Viszont ebben az esetben az A,, N B halmazok is diszjunktak, ezért
n=1

Py (f_j An> 7 <<nf:j1 A") QB) o r <nf:j1(An mB))

P(B) N P(B)

S P(A,NB)
_ n=1 P<B) — leB(An)

Megfogalmaztunk néhany egyszer allitast a feltételes valészintiségrol. Ezeket nem
kell feltétlentil megtanulni, mert olyan Gsszefiiggéseket fejeznek ki, amelyekre az ember
magatoél is rdjon. Fontosabb inkdbb megérteni azt, hogy a targyalt példakban ezeket az
Osszefliggéseket hogyan hasznaljuk.



Elészor felidéztiik a Fazekas konyv 3.6 definiciéjat (33. oldal), amely lényegében
nem mas mint a halmazelméletben szereplé particié fogalmanak ujrafogalmazéasa a
valoszinliségszamitas terminologidjaval.

Teljes eseményrendszer definicidja Legyen adva egy (2, A, P) valdszintiségi mezd,
azon A, € A események (halmazok) véges vagy megszdmldlhatéan végtelen rendszere.
Azt mondjuk, hogy az A, események teljes eseményrendszert alkotnak, ha azok diszjunkt
halmazok (mds széval eqymadst kizdrd események), és |J A, = .
n

Megjegyzés: Ha egy A halmazt el6allitunk véges vagy megszamlalhatéan végtelen sok
diszjunkt A,, halmaz unidjaként, azaz A = A1 UA3UA3U-- -, akkor egy ilyen el6allitast
az A halmaz particiéjanak neveziink. Ennek az altalanosan hasznalt fogalomnak a
felhasznalasaval egy teljes eseményrendszert az {2 biztos esemény particiéjanak is ne-
vezhetiink.

Teljes valdszintliség tétele. Alkossanak a B, halmazok pozitiv valdsziniségi halma-
zokbaol dllo teljes eseményrendszert. Ekkor tetszdleges A halmazra

P(4) = P(A|By)P(By) + P(A|By)P(By) + -
(Lasd Fazekas konyv 3.7 tételét a 33. oldalon.)
A Tétel bizonyitdsa:

P(A)=P(ANB;)+ P(ANDBy)+---=P(A|B1)P(B;y) + P(A|B2)P(Bs) + - - .

Bayes formula. (l4sd Fazekas konyv 35. oldal.)

P(B|A) = P(A|B)%, ha P(A) >0, és P(B) > 0.

Megfogalmazzuk a kovetkezd (egyszerti) eredményt, amelyet hivnak néha a teljes ese-
ményrendszerrol szol6 tételnek is. (Lasd Fazekas konyv 3.10 Tétel a 36. oldalon).

Tétel. Legyen adva eqy A esemény és eqy B1, Ba, - - -, teljes eseményrendszer. Ekkor
P(A|B;)P(B; , .
P(B;|A) = — (4]B:) P(B:) minden i = 1,2,..., szdmra.
> P(AIB,)P(B,)

Bizonyitds: Vegyiik észre, hogy a felirt kifejezésben a szamlalo

P(A|B;)P(B;) = P(AN B;),

a nevez6 pedig > P(A|B,)P(B,) = >, P(ANnB,) = P(A).
n=1

n=1
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Megjegyzés: Az el6zé tételben szereplo formula azért hasznos, mert a kdvetkezo gyakran
eléfordulé probléménak a megoldasdban segit. Ismerjik egy A esemény P(A|B;),
P(A|Bs), ... feltételes valésziniiségeit feltéve egy By, B, ..., teljes eseményrendszert,
de minket a P(B;|A), i =1,2,..., feltételes valésziniiségek érdekelnek. E tétel eredmé-
nye szerint ezeket egyszertien ki tudjuk szamitani, ha ismerjik a P(B,), n = 1,2,...,
valoszinliségeket is.

Konkrét esetekben ezekre az Osszefiiggésekre magunk is rdjohetiink anélkiil, hogy
a formalis képleteket nézziik. Tekintettiink néhany példat.

Feladatok:

Harom gép gyart csavarokat, az egyik 0.01 a masodik 0.02 a harmadik 0.03 valdszi-
niséggel gyart hibas csavarokat. A csavarokat egy raktarba viszik, és osszekeverik
azokat. Egy gyartott csavar 0.5 valdszintiséggel késziilt az elsé 0.3 valdszinliséggel
a masodik és 0.2 valészintiséggel késziilt a harmadik gépen. Kivesziink egy csavart,
megnézziik, és azt talaljuk, hogy az hibas. Milyen valészintiséggel késziilt a csavar
eme feltételek mellett az els6 gépen?
Megoldas: Jelolje A1, Ao illetve Az azt az eseményt, hogy a csavar az els6, masodik
vagy harmadik gépen késziilt, B azt az eseményt, hogy a csavar hibas. Ekkor minket
a P(A1|B) feltételes valésziniiség érdekel. Tudjuk, hogy P(A4;1) = 0.5, P(As) = 0.3,
P(A3) = 0.2, tovdbbd P(B|A;) = 0.01, P(B|As) = 0.02, és PB(B|A3) = 0.03.
Ekkor
P(B) P(BNAy)+ P(BnAy) + P(BN A3)
_ P(B|A1)P(A1)
P(B|A1)P (A1) + P(B|A2)P(Az) + P(B|A3)P(As3)
B 0.01-0.5
~0.01-0.540.02-0.3+0.03-0.2°

Mi annak a valdszintisége, hogy egy (szabdlyos) dobékocka mindkét dobasanak az
eredménye hatos feltéve, hogy legalabb az egyik dobas hatos?

Megoldads: Jelolje A; azt az eseményt, hogy az elsé dobas eredménye hatos, As
azt az eseményt, hogy a masodik dobas eredménye hatos. Akkor minket a P(A; N
As|A; U Ag) feltételes valdszintliség érdekel. Viszont

P(A; NA3|A U Ay) = P((A1NAz) N (AU Ag)) B P(A1 N Ay)

P(Al U Ag) N P(Al U A2) .
Masrészt P(A1 N As) = —, P(Ay UAg) =1 — P(A; N dy) =1— 22 = X e
Tésyz = — = — = _—_— = —, nen
1 2 36 11 2 1 2 36 36
a keresett feltételes valdszintiiség o

A kovetkezd (egyszerti) feladat célja az, hogy Osszehasonlitsuk annak eredményét
az el6bb targyalt feladat eredményével, és megbeszéljiilk mast jelent az a feltételt, hogy
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két kockadobds koziil az egyik megnevezett dobds (példdul az elsé dobds) hatos, és az
hogy adddott hatos dobas. Képesek vagyunk-e szemléletiink alapjan szamolas nélkiil
megmondani, hogy melyik feltevés mellett nagyobb annak a feltételes valdszintisége,
hogy mind a két dobas hatos?

Egy szabalyos dobdokockat feldobunk kétszer egymas utan. Mi annak a valdszinii-

sége, hogy mind a két dobds hatos, feltéve hogy az els6 dobés hatos?

Megoldas: Jelolje A; azt az eseményt, hogy az elsé dobés hatos, A, pedig azt az

eseményt, hogy a masodik dobds hatos. Ekkor A; N As az az esemény, hogy mind a

két dobds hatos, és minket a P(A; N Az|A;) feltételes valdsziniiség értéke érdekel.
) P(A1NAs)  P(A)P(As) 1

\/vISZOHt7 P(Al N AQ’Al) P(Al) P(Al) P(AQ) .

6

A kovetkez6 feladattal a gyakorlaton foglalkozunk.
Két kiilonboz6 fardl leszednek 10 almat, és beteszik két kiilonbozé (megkiilonboz-

1
tethetetlen dobozba.) Ez egyik fardl szedett almék (egyméastdl fiiggetleniil) 72

1
masik fardl szedett almék pedig (szintén egymdstol fiiggetleniil) — valdszintiséggel
férgesek. Kivesziink az egyik dobozbdl két almat és mind a kettd férges. Ezek utan

kivesziink a masik dobozbdl egy almat. Mi annak a valdszinlisége, hogy ez az alma
mar nem férges?

Ezutdn a kovetkezé feladatot targyaltuk. (ldsd a Fazekas konyvben a 3.4 Példat a 32.
oldalon)

Ha egy n létszamu csoportban r véletleniil kivalasztott didknak dolgozatot kell irni,
mi annak a feltételes valdszintisége, hogy a legrosszabb didknak is dolgozatot kell
irni, feltéve, hogy a legjobb didk is dolgozatot ir.

Megoldas: Jelolje A azt az eseményt, hogy a legrosszabb didk ir dolgozatot, B azt
P(ANB)
P(B)
(7=2)
r—2
()
(?:5) olyan vélasztas van, amelyben mind a legjobb mind a legrosszabb didk ir
dolgozatot, Osszesen (’;f) valasztas van, és minden valasztds egyforma valdszint.

()
()

az eseményt, hogy a legjobb didk ir dolgozatot. Ekkor mi a P(A|B) =

feltételes valdszintiséget akarjuk kiszamitani. Viszont P(A N B) = , mert

Hasonléan, P(B) = . Innen egyszerli szamolassal

(b "2)
r—2 r—1
P(A|B) = = .
(A1B) n—1 n—1
r—1
A gyakorlaton e feladatnak mas heurisztikus targyaldsat is vizsgaltuk, illetve azt,
hogy miért adnak a heurisztikus érvelések helyes eredményt.
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Események fliggetlensége.

Események és a késébb targyalandé valdszintiségi valtozok fiiggetlensége a valdszinii-
ségszamitas egyik legfontosabb fogalma. Heurisztikusan azt mondhatjuk, hogy egy A
esemény akkor fiiggetlen egy B eseménytol, ha az A esemény bekovetkezése vagy be nem
kovetkezése nem befolyadsolja annak valészintiségét, hogy a B esemény bekovetkezik-e.
Ez azt sugallja, hogy a B esemény akkor fiiggetlen az A eseményt6l, ha P(B|A) = P(B).
Ezt az Osszefiiggést atrendzve jutunk a kovetkezo definiciéhoz.

Két esemény fiiggetlenségének a definicidja. Azt mondjuk, hogy eqy A és B
esemény figgetlen, ha P(AN B) = P(A)P(B).

Ez a definicié azonban 6nmagaban nem kielégité szamunkra. Beszélni akarunk tobb
esemény fiiggetlenségérol is. Ezért a kovetkezd definicidt is bevezetjiik.

T6bb esemény fliggetlenségének definicidja: Az Ay, ..., A, események akkor (tel-
jesen) fuggetlenek, ha az {1,...,n} indexhalmaz minden {j1,...,jk} C {1,...,n} rész-
halmazdra

P(Aj, n---NAj, ) =P(A4;) - P(A;,).

Események végtelen Ay, Aa, ... sorozata akkor és csak akkor fiiggetlen, ha tetszdleges
pozitiv n egész szamra az A+, ..., A, események fiiggetlenek.
Specidlisan n = 3 esetben ez a definicié a kovetkezot jelenti: Az A, B és C

események akkor fliggetlenek, ha a kovetkezo azonossagok mindegyike teljesiil:

P(AN B) = P(A)P(B)
P(ANC) = P(A)P(C)
P(BNC) = P(B)P(C)

P(ANBNC) = P(A)P(B)P(C).

Megjeqgyzés: Alabb bevezetjiik események paronkénti fiiggetlenségének az irodalomban
szintén hasznélt fogalmat. Fontos, hogy események paronkénti fiiggetlenségének és (tel-
jes) fiiggetlenségének a fogalmat meg tudjuk kiillonboztetni egymastol.

Események paronkénti fiiggetlenségének a definiciéja. Legyen A, As, ..., ese-
mények (véges vagy végtelen) sorozata egy valdsziniségi mezén. Azt mondjuk, hogy

ezek az események pdaronként fiiggetlenek, ha tetszéleges kiilonbiézé szamokbdl dllo (j, k),
J # k, indexekre P(A; N Ay) = P(A;)P(Ag).

Megmutatandd, hogy az események (teljes) fiiggetlenségének definicigjaban szerepld
feltételek mindegyike fontos tekintsiik a kovetkezo feladatot.

Adjunk példét egy (£2,.4, P) valészinliségi mezére azon hdrom A, Ay és Az ese-
ményre, amelyekre P(A; N Ay N A3) = P(A1)P(A3)P(A3), de az Ay, As és Aj
események nem fiiggetlenek.

Egy lehetséges konstrukcio: Legyen Q = {1,2,3,4,5}, A az Q halmaz Osszes
részhalmazaibdl allé o-algebra, P({1}) = z, P({2}) = P({3}) = P({4}) = v,
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P({5}) = 1 — = — 3y, alkalmas x és y szamokkal, P(A) = >  P({u}) minden
ucA
A € A halmazra. Definidljuk az A; = {1,2}, Ay = {1,3} és A3 = {1,4} hal-
mazokat. Ekkor Ay N A N Az = {1}, ezért P(A; N Ay N A3) = x. Madsrészt
P(A;) = P(Ay) = P(A3) = x + y. Vélasszuk meg az x és y szdmokat 1gy, hogy
8

3_ -+ . _ 5
“aop YT op

tovabba P({5}) = 237 Ebben a példaban P(A; N Ay N Ag) = P(A1)P(A)P(As).

Viszont Al N A2 = {1} = Al N A2 N Ag, fgy IlyﬂVéIl P(Al N Ag) 7é P(Al)P(AQ)
Tehat a fiiggetlenség nem teljesiil.

1
r = (z +y)%. Egy lehetéség erre, x +y = 3 és ekkor x = (x + y)

Lassunk példat arra is, hogy események paronkénti fliggetlenségébdl nem koévetkezik
azok fiiggetlensége.

Példa: Definidlunk egy (€2, .A, P) val6szintiségi mez6t, azon hdrom A;, As, Az-mal jelolt
eseményt, amelyek paronként fiiggetlenek, azaz P(A; N As) = P(A1)P(Az2), P(A1 N
Ag) = P(A1>P(A3) és P(AQ ﬂAg) = P(AQ)P(Ag), de nem teljesiﬂ a P(Al ﬂAQ mA3) =
P(A1)P(A3)P(A3) azonossédg, tehét ezek az események nem fiiggetlenek.

Alljon az (Q, A, P) valdsziniiségi mez6ben 4 pontbdl, a jobb szemlélhetség

kedvéért legyenek ezek az (1,1), (1,2), (2,1), (2,2) pontok, alljon A az € halmaz Osszes

részhalmazabél, és legyen P({(1,1)}) = P({(1,2)}) = P{(2,1)}) = P({(2,2)}) = i.

Tekintsiik az A7 = {(1,1),(1,2)} Ay = {(1,1),(2,1)} és A3 = {(1,1),(2,2)} halma-
zokat. Ekkor teljesiilnek a P(Ay N Ay) = P(A;)P(Az), P(A1 N As) = P(A1)P(As) és
P(As N As) = P(As)P(As) azonossagok, mert P(A;) = P(Ay) = P(As) = % és mivel
1
AiNAs =A1NAs =AsNA3 ={(1,1)}, P(A1NAy) = P(A1NAs3) = P(A2NA3) = 7
MéSI‘éSZt, P(Al ﬂAQ ﬂAg) 75 P(Al)P(AQ)P(Ag), mert P(Al ﬂAQ ﬂAg) = P({(l, 1)}) =

1, 1
7 és P(A1)P(A3)P(As) = 3

Fogalmazzuk meg a fiiggetlen eseményekre vonatkozo tulajdonsagok koziil a leg-
fontosabbakat.

Lemma. Ha Ay, ..., A, figgetlen események, és bevezetjiik az A]l =Ajés Aj_l =Q\A4;
jeloléseket, akkor tetszéleges ¢; = £1, 1 < j < n, sorozatra az AT',..., AS» események
fuggetlenek.

Indoklds: Elég belatni, hogy egy A; halmaz kicserélése az Aj_l halmazra nem valtoztatja
meg a halmazrendszer fliggetlenségét. Tovabba az indexek szimmetria tulajdonsaga
miatt elég a j = 1 esettel foglalkozni. Ezutan a fliggetlenséget definialé relaciok koziil
elég azokat ellendrizni, amelyekben a j = 1 index szerepel. Azt kell megmutatni. hogy
az Aq,..., A, események fliggetlensége esetén teljestil az

PN A) N A, N---NAL) = P(Q\ A P(A ) - - P(AL)
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azonossag minden 2 <[y < --- < l4 indexre. Viszont ekkor
P(Q\A)NA,N---NA,)=PA,N---NA,)—PAINA, N---NA,)
= P(Ay,) - P(Ai,) — P(A1)P(Ay,) --- P(AyL)
= (1 - P(A1))P(A,) -~ P(AL)
= P(Q\ A1) P(A;,) - P(A).

Lemma. Legyenek Aq,...,A,, B1,...,B,, események filiggetlenek eqymdastol. Tetszdle-

ges olyan C' eseményre, amelyik elddllithato az Aq, ..., A halmazokbol véges sok met-
szet, unio és komplementerképzés segitségével igaz, hogy a By, ..., B, és C halmazok
fliggetlenek.

Emlékeztet6 1. Tanultdk, hogy mindent adott halmazokbol unio, metszet és komple-
menter képzéssel eloallithato halmaz megadhato ugynevezett konjunktiv vagy diszjunktiv
normdlformdban. Ez a kovetkezdt jelenti. Legyen adva eqy 2 halmaz véges sok A1, ...,
A, részhalmaza, és jelolje Aj_l = Q\ A; az A; halmaz komplementerét, 1 < j < n.
Vezessiik be tovdbbd az A' = Aj jelolést és aze; = +1, 1 < j < n szdmokat valamint az
dsszes lehetséges (€1, . .., eyn) alaki sorozatbdl allé halmazt. Ekkor minden az Ay, ..., A,
halmazokbol véges sok unio, metszet és komplementer segitségével elédllithato C' hal-
maz megadhaté a kévetkezd mddon is: Létezik a % halmaznak olyan J = J(C) C X
részhalmaza, amelyre

C= |J A¢rnaZn---nA™)
(81,...76n)EJ

(konjunktiv normdlforma), és létezik a ¥ halmaznak olyan J = J(C) C ¥ részhalmaza,
amelyre
C= () AfuAdAZu---uA™)
(€1,--yen)EJ
(diszjunktiv normdlforma,).

Emlékezteto 2. Bdr erre nem lesz sziikségiik, idézzik fel a diszjunktiv és konjunktiv
normdlforma létezésének egy lehetséges indokldsdt. Mindegyik Aj, 1 < j < n, halmaz
elédllithatd ilyen alakban. Ebben a specidlis esetben a J = J halmazt vgy vdlasztjuk, mint
azon (e1,...,ey) sorozatok halmazdt, amelyeknek a j-ik koordindtdja ¢; = 1. Ezutdn
elég belatni, hogy amennyiben két By és Bo halmaz eloallithato konjunktiv és diszjuntiv
normdlformdban, akkor ugyanez igaz a By N Ba, By U Ba, Q\ By és Q\ By halma-
zokra is. Ez némi szdmoldassal megmugathato. FE szdmoldasban érdemes felhaszndlni
az alabbi de Morgan formuldnak nevezett azonossdgokat, amelyeket eqyébként is tudni
kell.: ByUBy = By N By, BiNBy = By U By, ahol B geloli a B halmaz komple-
menterét. Altaldnosabban, tetszoleges B1, ... By halmazokra By U By U---U B, =
Blﬂgzﬂ-“ﬂgk, és By ﬂBzﬂ-“ﬂBk:BlUBQU---UBk.

A lemma indokldsa: Minden ilyen C halmaz felirhaté konjunktiv normalformaban, azaz
jelolését haszndlva C = U Afin N --- N A%n alakban, ahol J egy n hosszisagu
(Jl:a]n)e‘]



+1 sorozatokbdl all6 halmaz. Tovabba az ebben a kifejezésben szereplé A%t N---MN Afin
események diszjunktak kiilonbozé (j1,d . .., j,) indexre diszjunktak, és az A%in, By, ...,
B,, események fiiggetlenek. Felirva a fliggetlenség definicéjaban szereplé azonossdgokat
ezekre a halmazrendszerekre, majd azokat Gsszeadva az Osszes (j1,...,Jn) € J indexre
megkapjuk a Lemma allitasat.

Ezutan tekintettiink néhany példat.

valészinu-

1
Egy 100 tagu tarsasag minden egyes tagja egymastdl fliggetleniil 1

séggel betegszik meg. Mi annak a valdszintlisége, hogy a tarsasagnak lesz beteg
tagja? A kapott eredményrél mit mondhatunk? Az nagyon nagy, (majdnem 1)
vagy nagyon kicsi (majdnem nulla) érték?
Megoldds: Jelolje A; azt az eseményt, hogy a tarsasdg j-ik megbetegszik meg.
1
Ekk P(A;) = —
or & P(4;) = 1555:

minket érdekld esemény komplementerének, azaz annak az eseménynek a valdszi-

és az A; események fliggetlenek. Szamoljuk ki elészor a

1000
niiségét, hogy mindenki egészséges. Ez az () (©2\ A;) esemény. Mivel P(2\ 4,) =
j=1
1
1— 1000 és az A; események fiiggetlenségébdl kovetkezik az Q \ A; események
1000 1\ 100
fiiggetlensége is, ezért P | () (X\ 4;) | = (1 — m) . Innen a minket érdekld
j=1
1\ 00
ény valészintisége 1 — (1— —— |
esemény valdszintisége ( 1000)
1\ 100 1\ 1000 1/10
Véeiil i - h 1_ _ 1_ ~ e—1/10
égiil jegyezziik meg, hogy < —1000> (( —1000> ) e

Miért? Ez a szam nagyon kozel van az egyhez, ezért a minket érdekld valdszintiség
értéke kicsi.

Tekintsiik a kovetkezd valdsziniiségi mezét. Q@ = {1,...,n}, ahol n valamely pozitiv
egész szam, A az () Gsszes részhalmazaibdl all6 o-algebra,

P(A) = az A halmaz Szémosséga'

n

Legyen n = pi* - - - p,* az n szam primtényezss felbontésa, és definidljuk a kévetkezd
Aj eseményeket: A; = {m: m oszthat6 a p; szdmmal}, 1 < j < k. Legyen B =
{m: m relativ prim az n szdmhoz képest}. Mutassuk meg, hogy

a. Az Aq,..., Ax események fliggetlenek.

k 1 k 1
b. P(B) =[] (1 - —), azaz Osszesen n- || (1 - —> n-nél kisebb és az n-hez
j=1 pj j=1 pj
képest relativ prim van.

Megoldds: A; = {pj,ij, ceey Epj} egy D szambél 4ll6 halmaz, ezért P(A;) =
Dj Dj

1
—,1<j<k Az A;; NA;,N---NA,, halmaz az n-nél kisebb p;, ---p;, szdmmal
Dy



oszthaté szamokbdl all minden 1 < j; < jo < --- < js < k sorozatra, ezért

szamossaga L, és P(A;,NAj,N---NA;,) = ———. Ez azt jelenti, hogy
Dji Py, Djy * Py

P(Ajl ﬂAj2 ﬂ"'ﬂAjS) = P(Ajl)P(Ajz)P(AJS) minden 1 < I < gJo < <

js < k sorozatra, ezért az Ay, A, ... A halmazok fliggetlenek.

k
Végil B = Q\(A1U---UAg) = [ (Q\A4,). Ezért és az A; események fliggetlensége
j=1

k k 1
miatt P(B) = [[ P(Q\ 4;) = [] (1 - —), ahonnan kovetkezik a B halmaz
j=1 j=1 P
szamossagara megadott képlet.

Végiil megfogalmaztam a valdszintiségszamitas egyik fontos eredményét, a Borel—-
Cantelli lemmat. A lemma bizonyitasa a kovetkezo eldadéds anyagahoz tartozik. Eloszor
informélisan ismertettem a problémat.

A kérdés a kovetkezo: Mikor mondhatjuk azt, hogy bizonyos események koziil
végtelen sok bekdvetkezik: a.) egy valdszintliséggel, b.) pozitiv valdsziniiséggel. Példaul
mikor mondhatjuk egy (vagy pozitiv) valészintiséggel azt, hogy végtelen sok olyan nap
van, amelyikben valami jé kovetkezik. Ez azt jelenti, hogy barmely nap bizhatunk
abban, hogy nem mlt el az 6sszes olyan nap, amelyben valami j6 torténik, tehét érdemes
még élni.

Ahhoz, hogy a Borel-Cantelli lemmat megfogalmazzuk sziikséges a halmazelmélet
nyelvén megfogalmazni azt a tényt, hogy bizonyos események koziil végtelen sok kovetke-
zik be. Ez azt jelenti, hogy adva végtelen sok Ay, As, ... esemény (halmaz) egy (92, A, P)
valészintliségi mezon, definidlni kell azt az eseményt, amelyiknek a valészintiségére kivan-
csiak vagyunk.

Legyen adva végtelen sok A, As,... esemény egy (9, A, P) valészinliségi mezon.
Mikor mondhatjuk, hogy ezek koziil végtelen sok kovetkezik be, vagy formélisan meg-
fogalmazva mely w € () elemi eseményekre mondhatjuk, hogy w € A,, végtelen sok n
indexre? Egy w elemi esemény akkor és csak akkor teljesiti ezt a tulajdonsidgot, ha min-

oo
den n-re w € |J A, azaz minden n-re létezik olyan m > n index amelyre w € A,,. Ez
k=n

akkor és csak akkor torténik meg, ha w € (| |J Ak. Ez azt jelenti, hogy a [ U Ak

esemény valdsziniiségére vagyunk kivancsiak, és errél ad informaciét a Borel-Cantelli

lemma.

Borel-Cantelli lemma: Legyen adva végtelen sok Ay, As,--- esemény egy (2, A, P)
valoszinidségi mezén. A kévetkazd két dllitds igaz:

a.) Ha > P(A,) < oo, akkor

n=1

A(A0x)-

azaz ebben az esetben eqy valosziniiséggel csak véges sok A, esemény kovetkezik be.

9



b.) Ha Z P(A,) =00, és az Ay, n=1,2,..., események figgetlenek, akkor

n=1

(F 04

n=1k=n

azaz ebben az esetben eqy valdsziniséggel végtelen sok sok A, esemény kévetkezik be.

Tegyiink néhany megjegyzést ezzel az eredménnyel kapcsolatban. Ha a P(A,)
valoszinliségek viszonylag kicsik, ami jelen esetben azt jelenti, hogy az 6sszegiik konver-
gens, akkor csak véges sok A, esemény kovetkezik be 1 valdszintiiséggel. A masik iranyu
allitasban nemcsak azt koveteltiik meg, hogy az események valdsziniiségei legyenek vi-
szonylag nagyok, Osszegiik legyen divergens, hanem azt is, hogy az egyes A,, események
legyenek fiiggetlenek. Ebben az esetben viszont erésebb allitast fogalmazhattunk meg.
Nemcsak azt allitjuk, hogy ebben az esetben annak valdszintisége hogy végtelen sok A,
esemény kovetkezik be pozitiv, hanem azt is, hogy ez a valészintiség 1. Ha tehat az A,
események fliggetlenek, akkor két lehetdség fordulhat el6. Vagy nulla valészintiséggel
kovetkezik be végtelen sok A, esemény (ha a valészintiségek Osszege konvergens) vagy
pedig egy valésziniiséggel (ha a valdszinliségek Osszege divergens). Kozbiils§ lehet6ség
nincs.

A b) esetben megfogalmazott eredményben az A,, események fiiggetlensége nagyon
fontos feltétel. Ezt a feltételt lehet gyengiteni, de teljesen elhagyni nem lehet. Ezt
mutatja az alabbi két példa:

Legyen az (2, A, P) valésziniiségi mez6 a [0, 1] intervallum, rajta a Borel mérheté
halmazok o-algebraja, és a P valdszintiségi mérték a Lebesque mérték.

1. példa. Legyen A, = [O, %] minden n = 1,2,..., szdmra. Ekkor >  P(A,) = oo,

n=1
ﬂUAk—[ }ezertP(ﬂ UAk):—.
n=1k=n n
2. példa. Legyen A, = (0,%), n = 1,2,.... Ekkor Y P(A,) = Z%

n=1

oo o0 o0 oo
N u Ak:(b,ezértP(ﬂ U Ak> =0.
n=1k=n n=1k=n
Az els6 példaban egy olyan esetet lattunk, amelyben annak a valdszintisége, hogy
végtelen sok A,, kivetkezik be, 3 5, tehdt sem nem nulla sem nem 1. A masodik példdban

egy valdszinliséggel csak véges sok A, esemény kovetkezett be, noha a Z P(A,) =0
n=1
relacié teljesiilt. Természetesen egyik példaban sem voltak a tekintett A, események

figgetlenek. Ezek a példdk mutatjdk, hogy a Borel-Cantelli tétel b) részében szerepld
fiiggetlenség feltétel 1ényeges. Az gyengitheto ugyan, de teljesen el nem hagyhato.
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