A Valoészintiségszamitas 1. el6adassorozat tizennegyedik eléadasa.
2003. mdjus 13.

A tobb-dimenzids centralis hatareloszlastétel.

Részben felidézziik a mult eldadas bizonyos fogalmait és eredményeit részben megfogal-
mazzuk ezek néhany fontos kovetkezményét. Megjegyzem, hogy ezek a kovetkezmanyek
els6sorban a késobb tanulandé matematikai statisztikdban jatszanak fontos szerepet.

Tobb-dimenziés normalis eloszlasok definiciéja. Definidljuk eldszor a tobb-di-

menzids standard normdlis eloszlast. Azt mondjuk, hogy eqy (&1,...,E&k) véletlen vek-
tor eloszlasa a k-dimenzios standard normdlis eloszlas, ha a &1, ...,& valdszinidségi
vdltozok fiiggetlenek, és mindegyik &; valdsziniségi valtozo, 1 < j < k, standard normdlis
eloszldsu. FEkvivalens megfogalmazdsban azt mondhatjuk, hogy eqy (&1,...,&k) véletlen

vektor eloszldsa a k-dimenzios standard normdlis eloszlds, ha e véletlen vektornak létezik

1 1k
striségfigguénye, és az az f(uy,...,ux) = W exp {—— > u?} fligguény.
T

2 j=1
Egy (m,...,nx) k dimenzids véletlen vektor k dimenzids normdlis eloszlasi vektor
nulla vdrhatd értékkel, ha e véletlen vektor eloszldsa megegyezik valamely (71, ..., 7Mk) =
(&1, .., &) A k-dimenzids vektor eloszldsdval, ahol A egqy k X k méretd mdtrix, tovabbd
(&1,...,&k) eqy k-dimenzios standard normdlis eloszldsi véletlen vektor.
Egy ({1, ...,Ck) véletlen vektor k-dimenzios normdalis eloszldsi vektor, ha eloszldsa

megegyezik eqy (n1,...,Mk) + (M1, ..., my) véletlen vektor eloszlasdval, ahol (n1,...,nk)
eqy k-dimenzios normadlis eloszldsiu véletlen vektor, amelynek a vdrhato értéke nulla, és
(mq,...,mg) k-dimenzids determinisztikus vektor.

Késobb meg fogjuk adni a tobb-dimenzids normalis eloszlas mas ekvivalens jellem-
zését. El6szor azonban megfogalmazunk egy a tobb-dimenziés centrélis eloszléstétel
kimondasahoz sziikséges késobb bizonyitandd eredményt.

Tétel a tobb-dimenziés normalis eloszlas tulajdonsagairdl. Tekintsink egy k-
dimenzios (N1, ..., k) = (&1, -, &) A+ (M1, ..., my) normdlis eloszldsi valdsziniségi
vdltozot, ahol A egy k x k méretdi matriz, m = (my,...,my) k-dimenzids (véletlentél
nem fiiggd) vektor és (&1, ...,&k) egqy k-dimenzids standard normdlis eloszldsu véletlen
vektor. Akkor (ni,...,mk) m = (mq,...,my) vdrhatd értéki és D = A*A kovarian-
cta matrizy véletlen vektor. Tovabbd eqy k-dimenzids normdalis eloszldsi valosziniségi
vdltozo eloszldasdt meghatdrozza annak m varhato értéke és D kovariancia mdtriza.

Jegyezziik meg, hogy rogzitett D (szimmetrikus és pozitiv szemidefinit) métrixra
az A*A = D egyenletnek nem egyértelmi a megoldasa. Tekintsiink két kiilonb6zé
A és B maétrixot, amelyre A*A = B*B. A fenti tétel szerint, ha tekintiink egy k-
dimenzids standard normélis eloszlasu (€1, . . ., &) vektort, illetve a segitségével definiélt
(E1,...,&k)A és (&1,...,&)B véletlen vektorokat, akkor bar ez az utébbi két véletlen
vektor kiillonbozé, eloszldsuk megegyezik. Ugyanis mind a két (normélis eloszlasi) vek-
tor nulla varhato értékii és A* A = B* B kovariancia matrixi. Ez a tulajdonsag erésen ki-
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hasznalja azt, hogy normalis eloszlast valdszintliségi valtozokrdl van szé. Ennek tovabbi
fontos kovetkezményei vannak, amelyeket késébb targyalni fogunk.

A tOobb-dimenzids normaélis eloszlas tulajdonsagairdl szolé valamint a kovarian-
cia métrixok jellemzésérol szolo tételekbdl kovetkezik, hogy barmely (&q,...,&k) k-
dimenzidés valésziniiségi valtozo esetén létezik olyan k-dimenziés normalis eloszlasu va-
16szintiségi valtozo, amelynek kovariancia métrixa és varhaté értéke megegyezik ennek
a (&1,...,&) valdszinliségi véltozonak a kovariancia matrixaval és varhaté értékével.
Tovabba ennek a k-dimenziés normalis eloszldsu valdszintiségi valtozonak az eloszlaséat
meghatdrozza a (&1, . .., &) valdsziniiségi valtozé kovariancia métrixa és varhaté értéke.
Erre az észrevételre sziikségiink van ahhoz, hogy lassuk: Az aldbb megfogalmazott tobb-
dimenzids centrélis hatareloszlas értelmes allitas.

A tobb-dimenzids centralis hatareloszlastétel. Legyenek £U) = éj), ceey ,gj)>,

7 =1,2,..., fliggetlen, egyforma eloszldsiu k-dimenzios valosziniségi valtozok, amelyekre
b

teljestl az Efl(l) < 00,1 <1<k feltétel. Legyen a €M) = <§§1), cee ,gl)> vektor vdarhato

értéke BEM) = (Eél), e ,Ef,il)) , kovariancia matrixa pedig eqy D kxk méretd mdtriz.

Definidljuk az S = <S§n), e ,S,E:n)> =Y ¢l = (Z 5@, cey §,gj)> osszegeket,
j=1

j=1 Jj=1
n=1,2,.... Ekkor minden (z1,...,x) k-dimenzids vektorra érvényes a
: L (o (n) L (o (n) _
nh_)rr;oP(ﬁ <S1 - EBS] > <x1,...,% (Sk - ES; > <z | =Pp(z1,...,2)
azonossdg, ahol ®p(xy,...,xx) a k-dimenzids nulla varhaté értékii D kovariancia mat-
rizd normalis eloszldsfigguény értéke az (x1,...,x) pontban.

A teljesség kedvéért felidézem az eloszlasban valé konvergenxia definiciéjat a tobb-
dimenzids esetében.

Tobb-dimenzids eloszlasfiiggvények eloszlasban valé konvergenciajanak a de-
finicidja. Legyen F,(x1,...,x), n =1,2,..., k-dimenzids eloszldsfiggvények sorozata.
Azt mondjuk, hogy az Fy(x1,...,x1) eloszlasfigguények eloszldisban konvergdlnak egy k-
dimenzios F(x1,...,xr) eloszldsfiggvényhez, ha nli_)rrgo Fo(z1,...,21) = F(x1,...,7%) az

F(-) (hatdr)eloszldsfiggvény minden (z1,...,xy) folytonossdgi pontjdban.

Mint azt egy az el6z6 eloadasban is megfogalmazott eredmény allitja az egy-dimen-
zi0s esethez hasonléan tobb-dimenziés eloszlasok esetében is jellemezheto eloszlasok
konvergencidja gy, hogy folytonos és korlatos fiiggvények ezen eloszlasok szerinti in-
tegrédljai konvergalnak. Viszont a tobb-dimenziés eloszlasok konvergencidjanak az ese-
tében felmeriil egy olyan kérdés, amelyik az egy-dimenzids esetben nem jatszik olyan
fontos szerepet. Ugyanis a magasabb dimenzids esetben a tér halmazainak a geometriai
strukturaja gazdagabb. Szeretnénk példaul tudni, hogy a centralis hatareloszlastétel
teljestilésébdl kovetkezik-e az, hoyg annak valdszinlisége, hogy az egyes véletlen vek-
torok egy adott szép halmazba, példaul egy gombbe esik megegyezik-e ennek a halmaz-
nak a hatarmérték szerinti mértéke szerint. Erre a kérdésre alkalmas feltételek mellett



pozitiv valaszt lehet adni, de ez kiilon bizonyitasra szorul. Alabb megfogalmazzuk a
pontos eredményt, illetve egy masik szintén hasznos eredményt, de ezen eredmények
bizonyitasat csak a kiegészitésben fogom ismertetni.

Tétel A. Konvergdljanak k-dimenzids F(z1,...,x), n = 1,2,..., eloszldsfiggvények
valamely Fy(x1,...,z1) eloszldshoz, ha n — oo, és jelolje up, , n = 0,1,2,..., ezen
eloszlasok altal meghatdrozott Stieltjes mértéket. Ekkor minden olyan Borel-mérheté A
halmazra, amelynek OA hatdra teljesiti a pp,(0A) = 0, teljesiil a nli_)ngo wr, (A) = pp, (A)

az0nossdg.

Tétel B. Legyen (Sin,..-,Skn), n = 1,2..., k-dimenzids valdsziniségi vektorok so-
rozata, amelyik eloszldsban konvergdl egy (Si,...,Sk) k-dimenzids véletlen vektorhoz
n — oo esetén, és legyen f(xy1,...,xx) eqy k-valtozds folytonos figguény. Ekkor a
T =f(S1n, -y Skm), n=12,..., valdsziniiségi vdltozok eloszldsban konvergdlnak a
T = f(S1,...,5k) valdsziniiségi vdltozohoz n — oo esetén.

A tobb-dimenzids centralis hatareloszlastétel bizonyitasa hasonlé a klasszikus egy-
dimenzids esethez. Az ott bevezetett fogalmaknak és eredményeknek megadhatéak a
tobb-dimenziés altaldnositasaik, és a megfelel6 eredmények hasonléan bizonyithatéak.
Ezért csak a fogalmakat és az eredményeket fogom ismertetni. Kiilon érdemes hangsi-
lyozni, hogy a vizsgalatok soran bevezetjiik a tobb-dimenziés karakterisztikus fliggvény
fogalmat, és a tobb-dimenzids karakterisztikus fliggvények vizsgdlata nagy segitséget
jelent a tobb-dimenzids normadlis eloszlasok viselkedésének megértésében is.

Az egydimenzids esethez hasonléan a fenti tétel és Weierstrass méasodik approximéa-
cids tétele (pontosabban annak tobb-dimenzids dltalanositdsa) segitségével eloszlasfiigg-
vények konvergenciajat jol lehet vizsgalni a karakterisztikus fliggvények aldbb bevezetett
tobb-dimenziés altalanositasanak a segitségével.

Tobb-dimenzids valdsziniiségi valtozok karakterisztikus fiiggvényének a de-

finiciéja. Legyen & = (&1,...,&k) k-dimenzids valdsziniiségi valtozd valamely (2, A, P)
valoszindiségi mezdn, és jelolje F(uq,...,up) = P& < up,..., & < ug), —00 < u; <

00, 1 <j<k,al=(&,-..,E) véletlen vektor eloszlasfiggvényét. A & = (&1,...,&k)
k-dimenzios & valdsziniségi vialtozonak a karakterisztikus fligguénye a

o(t1,... tg) = Eeitiéit+tiér) _ / / ei(t1u1+"'+tkuk)F(du1"..,duk)’

—oo<tj<oo, 1<j<k,

fliggvény. Adva egy F(uq,...,u) k-dimenzids eloszldsfiggvény az F' eloszlasfigguény
karakterisztikus fiigguényét is definidlni fogjuk mint eqy F' eloszldasu & = (&1, ...,&k) k-
dimenzids valdsziniségi vdltozé karakterisztikus fligguényét. (Mivel a karakterisztikus
fliggvényt a (&1, ..., &) valdsziniségi valtozo eloszldsfigguényének a segitségével ki lehet
szamolni, ezért jogunk van egy eloszlasfigguény karakterisztikus fligguényérdl beszélni.)
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Tétel. Legyen F(x1,...,x) és G(x1,...,x) két eloszldsfigguéy, amelyek karakterisz-
tikus fiiggvényei megegyeznek. Ekkor F(xq,...,xx) = G(x1,...,x) minden k-dimen-
208 (21, ..., x)) vektorra.

Megfogalmazzuk az eloszlasfliiggvények és azok karakterisztikus fiiggvényei konver-
genciaja kozotti kapcsolatot leiré Alaptételnek nevezett allitas tobb-dimenziés valtoza-
tat.

Az eloszlasok konvergenciajardl szoléo Alaptétel tobb-dimenzios valtozata.
Legyen Fy(ui,...,ux), —o0o < wuj; < oo, 1 < j < k, k-dimenzios eloszldsfiiggvé-
nyek egy sorozata on(ti,...,tx) = [eltimt -t B (duy ... duy) karakterisztikus
fiigguényekkel, n =1,2,.... Ha a @o(t1,...,tx) = nh—{go On(t1, ..., tx) hatdrérték létezik

minden —oo < t; < 0o, 1 < j <k, szamra, és a po(ti,...,t) limeszfigguény folytonos
az origoban, akkor létezik olyan Fy(uq,...,ux) eloszldsfigguény a k-dimenzids térben,
amelynek a @o(t1,...,tx) figguény a karakterisztikus fiiggvénye. Tovdbbd e feltétel tel-
jesilése esetén az Fy(uy,...,ux) eloszldsfigguények eloszlasban konvergdlnak ehhez az
Fo(uy, ..., ug) eloszldsfigguényhez.
Megforditva, ha Fy(uy,...,ux), n=1,2,..., eloszldsfigguvényeknek egy olyan soro-
zata, amely eqy Fo(uq,...,uy) eloszldsfigguényhez konverqgdl eloszlasban, o, (t1,. .., tk),
= 1,2,..., jeloli az F,(uy,...,ug), po(ts,...,tx) pedig az Fo(uq,...,u) eloszlds-
fliggvény karakterisztikus fliggvényét, akkor po(t1,...,tg) = nli_)rréo On(ty, ..., tx) minden
—o00 < t; <00, 1< j <k, szamra. Tovabbd, ez a konvergencia egyenletes minden véges
intervallumban.

Megfogalmazzuk a fenti eredmények néhany fontos kovetkezményét. Eloszor jelle-
mezziik a tobb-dimenziés normalis eloszldsok karakterisztikus fiiggvényeit.

Tétel a tobb-dimenziés normalis eloszasi valdszintliségi valtozék karakte-

risztikus fiiggvényérdol. Legyen n = (n1,....mx) = (&1,---,&)A + (m,...,myg)
eqy k-dimenzios normdlis eloszldsi valdsziniségi vdltozd, ahol m = (mq,...,my) k-
dimenzids (determinisztikus) vektor, A = (aj;), 1 < j,1 < k, k x k méretd mdtriz,
tovabba & = (&1, .. .,&k) k-dimenzids standard normalis eloszldsi véletlen vektor. Ekkor
2 (M, ...,nk) véletlen vektor karakterisztikus fliggvénye a

Eez’(t,n) _ Eei(t1n1+"'+tknk) — ei(t,m)—tA*At*/Q = exp izt m; — szg lt ty
j=1 ] 11l=1

fliggvény, ahol (x,y) jeloli az © = (x1,...,x;) ésy = (Y1,...,yx) vektorok (z,y) =
k

> x;y; skaldrszorzatdt, t = (t1,...,t;), d;j1 az A*A kovariancia mdtrizdnak j-ik so-
j=1

raban, és l-ik oszlopdaban szerepld konstans. A D = A*A mdtriz megegyezik az n =
(M, ...,mk) véletlen vektor kovariancia mdtrizdval.

Bizonyitds:

Eei(tn) = pei(tAGHm) _ piltm) poi(bA™§) _ giltim) (—tA” AL /2 _ (i(tm)—tA" A" /2
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mert, ha tA* = ¢

_ _ k _
(t1,...,tx), akkor Ee'tA"8) = Feilh&ittté&n) — ] Eetti& =
j=1

k 72 2 Iy * *
[[ e /2 = e~(0D/2 = o—tamar /2
=1

Az n véletlen vektor D = (d;;) kovariancia matrixdban a j-ik sor l-ik eleme d;; =
k

k k k
Cov (nj,m) = Cov | 3 api&p, D qiéq | = O apjapiBEL = 3 apjap,, és ez az A*A
p=1 g=1 p=1 p=1
matrix j-ik sordban és [-ik oszlopaban all6 elem. Ezért az n véletlen vektor kovariancia
matrixa a D = A* A matrix. Az nyilvanvald, hogy az n véletlen vektor varhaté értéke m.

Az el6z6 tételnek van néhany fontos kévetkezménye.

1. kovetkezmény. Fgy k-dimenzios normdalis eloszldst meghatdroz vdrhato érték vek-
tora és kovariancia mdtriza.

2. kovetkezmény. Legyen (£,m) két-dimenzios normdlis eloszldsi véletlen vektor. Ha
a & ésn valdszinidségi vdaltozok korreldlatlanok, azaz Cov (§,1) = 0, akkor & ésn fiiggetlen
valosziniségi valtozo. Altaldnosabban, legyen (&1, ... ,&k) k-dimenzids normdlis eloszldsi
valosziniségi vdltozo, amelyre igaz, hogy valamilyen j, indexre, 1 < 7 < k, az elsé j és
utolsd k — j koordindtdk korreldlatlanok, azaz Cov (§p,&4) =0, hal <p < j < q<k.
Ekkor a (&1,...,&5) €s &j41,...,&k) véletlen vektorok figgetlen j és k — j-dimenzids
normdalis eloszlasu valosziniségi valtozok.

Fontos megjegyzés: Lattuk kordbban, hogy fiiggetlen valdszinliségi valtozék korreldlat-
lanok, viszont ennek az allitasnak a megforditdsa nem igaz, azaz léteznek olyan ko-
rrelalatlan valészinliségi valtozdk, amelyek nem fiiggetlenek. A fent megfogalmazott
2. kovetkezmény viszont azt allitja, hogy ha olyan valdszintiiségi valtozdkat tekintiink,
amelyek egy tobb-dimenziés normalis eloszlasi véletlen vektor koordindtdinak is felfog-
haték, akkor e valdszintiségi valtozok korreldlatlansagabdl kovetkezik azok fiiggetlen-
sége. Az a megszoritas, hogy a tekintett valdsziniiségi valtozok egy normaélis eloszlasi
véletlen vektor koordinatai nagyon szigori megkotés. Viszont ez nagyon fontos specidlis
eset, amelyik fontos szerepet jatszik mind a valdszinliségszamitasban mind a matema-
tikai statisztikdban.

3. kovetkezmény. FEgy & = (&1,...,&k) k-dimenzids valdsziniségi vdltozé akkor és
csak akkor normadlis eloszldsu, ha karakterisztikus fliggvénye

k k k
Eeit8) — Feitiéit+tisn) — oi(t,m)—tDt"/2 _ exp K i E tymj — 3 E E djitit
Jj=1

j=11=1
alaki figgvény, ahol m = (mq,...,my) k-dimenzios (valds koordindatdkbol dllo) vek-
tor, D = (dj;), 1 < j,l <k, k x k méretd pozitiv szemidefinit mdtriz, (x,y) jeloli az
k
= (21,...,2) €&sy = (Y1,-.-,yx) (z,y) = > z,y; skaldrszorzatdt, t = (t1,...,tx),
j=1



tetszdleges k-dimenzids vektor. A normdlis eloszlasi & = (&1,...,&) valdszindséqi
vdltozo fenti jellemzésében az m vektor a & tobb-dimenzios valosziniiségi valtozo varhato
értéke, D pedig a kovariancia mdtrixa.

Az els6 kovetkezmény kovetkezik abbdl, hogy egyrészt egy normalis eloszlasu valo-
szintiségi valtozd karakterisztikus fiiggvényét fel lehet irni annak varhaté érték vektora
és kovariancia matrixa ismeretében, masrészt egy eloszlast meghataroz annak karakter-
isztikus fiiggvénye.

A masodik kovetkezmény indoklasa hasonlé. Tekintsiik az abban megfogalma-
zott altalanosabb allitas bizonyitasat, és vezessiikk be a kovetkezo jeloléseket. Jelolje
m = (E&,...,E&) a (&1, .., &) véletlen vektor varhaté értékét, D = (dp q), dp,q =
Cov (&p,&q), 1 < p,g < k, ennek a vektornak a kovariancia matrixat. Legyen m; =
(B¢, ..., E¢j) a (&, ..., &) vektor varhato értéke, D1 = (dp ), dpq = Cov (§p,&,), 1 <
p,q < j, ennek a vektornak a kovariancia matrixa, végiil legyen mo = (E 11, ..., E&)
a (41, - - ., &k) vektor varhaté értéke, Dy = (dp 4), dpq = Cov (€, &), J+1 <p,q <k,
ennek a vektornak a a kovariancia métrixa. Ezenkiviil tekintsiink egy tetszoleges t =
(t1,...,tr) k-dimenzids vektort, és legyen t; = (t1,...,t;), ta = (tj41,...,tk)-

Ekkor a (&1,...,&) véletlen vektor karakterisztikus fliggvénye a ¢(t1,...,t;) =

e tm) =Dt /2 fiioovény. Az exponensben szerepld kifejezés felirhaté mint i(t,m) —
tDt* t1 Dt toDots

i i(ty,my) — Lt +i(ta, mo) — 2722 mert Cov (&p,&y) =0,hal<p<j<
q<kvagyl<gq<j<p<k. Ezért O(t1,y .. tr) = e1(t, . .. ,tj)gpg(tjﬂ, ..., tx), ahol
gol(tl, Ce ,tj) = el('ﬂ,m1)—t1D1t1/27 a (61’ . 76]‘): 902(tj—|—17 L 7tk) — ez(tg,mg)—tQDQtl/Q
pedig a (&1, ...,&k) valosziniliségi véaltozé karakterisztikus fliggvénye. Mivel a karak-
terisztikus fliggvény meghatdrozza az eloszlasfiiggvényt ez azt jelenti, hogy a (£1,...,&k)

véletlen vektor eloszlasfiiggvénye megegyezik két olyan fiiggetlen j illetve k — j-valtozds
véletlen vektor egyiittes eloszlasaval, amelyek koziil az elsé véletlen vektor karakte-
risztikus fiiggvénye ¢1(t1,...,t;) a masodiké pedig pa(tji1,...,tx). Mivel (&1,...,&;)
véletlen vektor karakterisztikus fliggvénye @1 (t1,...,t;), a ({41, .. .,&k) véletlen vektor
karakterisztikus fiiggvénye pedig w2 (tj+1,. .., 1), innen kovetkezik a masodik kovetkez-
mény allitasa.

A harmadik kévetkezmény azonnal kovetkezik a tobb-dimenzids normalis eloszlasi
valoszinliségi valtozok karakterisztikus fliggvényének jellemzését leird tételbdl, abbdl a
kimondott linedris algebrai tételbol, amely szerint minden pozitiv szemidefinit D matrix
felirhaté6 D = A* A alakban, illetve abbdl a ténybdl, hogy egy A* A alakd matrix mindig
pozitiv szemidefinit. Ez utobbi allitds ellenorzéséhez vegyiik észre, hogy tetszoleges
x = (x1,...,xk) vektorra xA*Az* = xA*(xA*)* = (zA*,xA*) > 0 és ezt az egyenlOt-
lenséget kellett megmutatni.

Az els6 kovetkezménybdl, illetve normalis eloszlasi valdszintiségi véaltozo kovari-
anca matrixanak korabban kiszamolt alakjabodl kovetkezik a korabban megfogalmazott
tétel a tobb-dimenzids normaélis eloszlas tulajdonsagairdl. Annak érdekében, hogy lassuk
fontos volt feltenni a masodik kévetkezményben, hogy normalis eloszlasu valdszintiségi
valtozokat vizsgalunk oldjuk meg a kovetkezé feladatot.
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Feladat:

1
Legyenek &q,...,&, fiiggetlen a {—5, 5} intervallumban egyenletes eloszlasu va-

n n
16szinfiségi valtozék. Mutassuk meg, hogy a > & és > EJQ- osszegek normali-
j=1 j=1
12 & . 180 & (. 1 e
zéltjainak azaz az | — > & és [/ — > §; — — | valoszinlségi valtozoknak
n j=1 n j=1 12
az egylittes eloszlasa a két-dimenziés standard normalis eloszlashoz konvergdl, ha
n — oo.
Megoldds: E¢ =0, BEE2 = 1 Var ¢ = 1 Varé? = B¢t — (BE?)? = o1
' ’ 12’ 12’ 80 144

1_5130. Tovabbé Cov (&,£2) = B —EEEE? = 0. Ezért a (\/ﬁgj, V180 (ff? - %))

j=1,2,..., véletlen vektorok fiiggetlenek, nulla varhaté értékkel és az identitas
kovariancia matrix-szal. Innen, és a tobb-dimenziés centralis hatareloszlastételbol
kovetkezik a feladat allitasa.

Feladat:

Legyen (£, 7n) normaélis eloszlasu vektor m = (mq, ms) = (E&, En) varhat6 értékkel

és
01,1, 012 ) _ E§2 - (E§)2» E¢n — ESEn
02,1, 01,1 E&n — EEEn, E772 - (EU)Q

kovarianciamatrix-szal. Ekkor létezik a £ valdszintiségi valtozénak & = an + ¢
alaku eléallitasa alkalmas a konstanssal, és az n valészintliségi valtozotdl fliggetlen ¢
normalis eloszlasu valészintiségi valtozdval. Ez azt jelenti, hogy ha (£, ) két-dimen-
zi6s normalis eloszlasu valdszintliségi valtozd, akkor az elsé koordindta kifejezhetd
mint a masodik kooordinata konstansszorosanak és egy a masodik koordinatatol
fiiggetlen normalis eloszldasu valdszintliségi valtozo Osszege. A kivant a konstanst
o
explicit médon megadhatjuk az a = L2 képlet segitségével.
02,2
Hogy altalanosithaté a fenti allitas abban az esetben, ha £ és n vektorvaltozok is
lehetnek?
o . Lo
Megoldas: A ( = € — ﬁn valészintiségi valtozd fiiggetlen az n valdszinliségi
01,1
valtozotol. Ehhez a tobb-dimenziés normaélis eloszlas tulajdonsagai alapjan elég

ellenérizni, hogy Cov ({,n) = 0. Innen kovetkezik a feladat allitésa.

Az az eset, amikor £ = (&1,...,&), n = (M1,...,Mp), €8 ({1, -, &M, -+, Mp) €8Y
s + p dimenziés normalis eloszlasu valdszintiségi valtozéd hasonléan targyalhaté.

Lassuk be, hogy létezik olyan A matrix, amelyre n és £ — nA fiiggetlenek. Ennek
érdekében lassuk be el6szor, hogy létezik olyan U unitér matrix amelyre nU =
(M, ..,7Mp) = N vektor koordinatai fiiggetlenek. Ugyanis, ha az n véletlen vektor D
kovarianciamatrixat D = U*AU alakban irjuk, ahol U unitér A pedig diagonalis
matrix, akkor az 7 = nU véletlen normalis eloszlasu vektor kovarianciamatrixa
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A, ahonnan kovetkezik, hogy az 7 matrix koordinatdi fiiggetlenek. Legyen &, =

P E& e e PP _ ,
& — > %ﬁk, r =1,...,s. Ezt matrixjeloléssel irjuk £ = £ — nB formaban.
MM

k=1
Ekkor (¢ — 1B, 7n) olyan p + s dimenziés normélis eloszlasi valészintiségi valtozo,
amelynek elsé s és utolsé p koordinatdja korreldlatlan, ezért fliggetlen. Mivel a
¢ — nB és n vektorok fiiggetlenek, ezért ( = & — 7B = £ — nUB fiiggetlen az
n = nU* vektortdl.

Megjegyzés: A valdszintiségszamitas illetve statisztika finomabb kérdéseinek vizsgédlata-
ban bevezették a feltételes valdszintiség és feltételes eloszlas fogalmat olyan esetekben
is, amikor a feltétel nulla valoszintiséggel kovetkezik be. Bizonyos vizsgalatokban fontos
kiszamolni, hogy mi a feltételes eloszlasa egy tobb-dimenzids normélis vektor bizonyos
koordinatainak azon feltétel mellett, hogy a tobbi koordinata értékét rogzitjiik. E feladat
megoldasanak kulcslépése a fent targyalt feladat megoldésa.

A t6bb-dimenzids centrélis hatareloszldstételt be lehet bizonyitani az egydimenzids
valészintiségi centralis hatareloszlastételhez hasonléan az Alaptételnek nevezett allitas
tobb-dimenziés valtozatanak segitségével. Valgjaban van egyszeriibb megoldas is. Meg
lehet mutatni, — szintén az Alaptétel tobb-dimenzids valtozata segitségével, — hogy a
tobb-dimenzids hatéareloszlastételek kovetkeznek azok egy-dimenzids véltozatabol. En-
nek részleteit, amelynek targyaldsat bizonyos részletességgel tartalmazza az el6z6 el6-
adashoz irt, de valéjaban nem elmondott ismertetés, itt elhagyjuk.

Egy tobb-dimenziés normaélis eloszlasi valdszintiségi valtozé koordinatai normalis
eloszlasuak. A kovetkezo feladatban példat mutatunk arra, hogy ennek az allitasnak a
megforditdsa nem igaz.

Feladat:
Definialjuk a kovetkezé (€2, B,P) valészintiségi mez6t: Q = [0,1], B a Borel o-

algebra [0, 1]-en, és P a Lebesgue mérték. Definidljuk a kovetkezé € és n valdszint-
ségi valtozdkat ezen a mezén: &(x) = & 1(x),

_[&(l—=x) haO0<xz<
n(fv)—{ al<a

Léssuk be, hogy £ és n normalis eloszldsi valdszintiségi valtozok, de a (€, n) vektor
nem normalis eloszlasu valészintiségi vektor.

Megoldads: A & és n valészintiségi véaltozok azonos eloszlasiuak. Tovabba,
P(§ > x) = A®(2),1]) =1 - () .

Az, hogy (£, 7) vektor nem normalis eloszldsd kovetkezik példdul a P({+n = 0) = 2
azonossagbol. Miért?



A x? eloszlasokrdl és y? prébardl.

Tekintsiik a tobb-dimenzids normalis eloszlasok bevezetdjében tekintett elsé problémét.
Hogyan tudjuk ellenérizni, hogy egy dobdkocka szabélyos-e?

Dobjuk fel a dobékockat n alkalommal, és legyen

(1), ..., v(6)) = (ra(1),...,vn(6))

az 1,...,6 dobaseredmények szdma. Megmutatjuk a tobb-dimenziés centralis hatar-
18 ny 2

eloszlés segitségével, hogy az — > <Vn () — E) val6szintliségi valtozéknak van hatar-
n j=1

eloszldsuk, ha n — oo, (feltéve, hogy egy szabdlyos dobdkocka egymastdl fliggetlen
dobéasainak az eredményeit tekintjiik), és ezt a hatareloszlast explicit médon meg tudjuk
adni. Ez lehetoséget ad egy kocka szabdlyossaganak ellenérzésére. Ennek a feladatnak
a kovetkez6 természetes altalanositasat fogjuk tekinteni:

Legyen adva k urna, és ellendrizni akarjuk azt a feltételezést, amely szerint ha
egy golyot véletleniil bedobunk ezen urndk valamelyikébe, akkor az p;, p; > 0, va-

k
16szintiséggel esik a j-ik urndba, ) p; = 1. Ennek a feltételezésnek az ellendrzése
j=1

érdekében dobjunk egyméstdl fiiggetleniil n golydt ezekbe az urnékba, és jeldlje v, (j) a
7-ik urnaba es6é golydk szamat. Be fogjuk latni, hogy feltételezésiink teljesiilése esetén
s S ) )

i=1 np;
ez a hatéreloszlas az tigynevezett k — 1 szabadsagfoki x? eloszlds. Megfogalmazzuk ezt
az eredményt pontosabban, elétte azonban megadjuk a x? eloszldsok definicidjat.

valoszintliségi valtozoknak 1étezik hatareloszlasa n — oo esetén, és

A k szabadsagfoktu x? eloszlds definicidja. Legyen &1,...,&, k darab fiiggetlen
k
standard normdlis eloszldasu valdszinidségi valtozd. Ekkor a §J2 valosziniiségi valtozo
j=1
eloszldsdt nevezziik k szabadsdgfoki x? (k) eloszldsnak.

Megjegyzés: Lattuk a 10. eldadason targyalt feladatok egyikében, hogy a 2 szabad-

sdgfokt x2(2) eloszlds a A = 5 paraméterii exponencidlis eloszlas, azaz az az eloszlas,

1
amelynek stirtiségfliggvénye az f(z) = 56_‘”/2, haz >0, és f(x) =0, hax <0.

Ezutdn megfogalmazzuk a x? préba alapjaul szolgdlé eredményt. A bizonitast
viszont csak a kiegész‘itésben adom meg, ami azt jelenti, hogy ez nem koételezo része a
vizsganak.

Tétel. Legyen adva k darab urna, amelyekbe bedobunk eqymdstol figgetlendil golyokat
k

igy, hogy mindegyik golyo p; valdsziniiséggel esik a j-ik urndba, 1 < j <k, > p; = 1.
j=1



Jeldlje v, (j) a j-ik urndba esé golyck szamdt az n-ik dobds utdn. Ekkor a

(vn(j) — npj)z
1 "Pj

k
, n=12...

J

valdsziniiségi vdltozdk eloszldsban konvergdinak a k — 1 szabadsdgfoki x*(k — 1) elosz-
lashoz, ha n — co. (Az urndk k szama rdgzitett.)

A fenti tételben megjelen6é hatareloszlds csak az urnak k szamatdl fiigg, de nem
figg a p;j, 1 < j < k, valészinliségektdl. Ez jelzi azt, hogy természetes statisztikét
vettiink, olyat amelyben a kiilonb6zo urnakban levé golydk szaménak az eltérése annak
varhaté értékétol egyforma fontos szerepet jatszik. Az, hogy a hatareloszlas a k — 1
szabadsdgfogi x2(k — 1) eloszls azzal fiigg ssze, hogy bar k véletlen szdm silyozott
négyzetosszegét tekintettiik, (az egyes urndkba es§ golydk szédmdnak eltérését tekin-
tettiik azok varhaté értékétél), de ezek kozott van egy determinisztikus Osszefiiggés.
Nevezetesen az, hogy az Osszes urnaba eso golydk szama minusz azok varhaté értéke
nullaval egyenlo. Ezt informalisan ugy szoktéak interpretalni, hogy k—1 szabadségi fokkal
rendelkez6 véletlen vektorok koordinatainak a négyzetosszegét tekintettiik, illetve azok
hatareloszlasat. Ilyen esetben a hatdreloszlast olyan véletlen Osszeg adja meg, amely-
ben mindegyik szabadsagi foknak egy 6sszeadandé felel meg, amelyik fiiggetlen a tobbi
osszeadandétol, és az egy standard normaélis eloszlasu valdszintiségi valtozo négyzete.

Kiegészités.

A hatareloszlastétel bizonyitdsa azon alapul, hogy egyrészt meg tudjuk adni a

{Vn(])_np]’jzla’k}

np '

véletlen vektorok hatéareloszlasat a tobb-dimenzids centrdlis hatareloszlastétel segitsé-

gével. Masrészt belatjuk, hogy ha (ngn), e ,nén)) véletlen vektorok eloszldsban kon-

vergalnak egy (11, ..., nx) véletlen vektorhoz n — oo esetében, és f(x1,...,xy) folytonos

k-valtozos fiiggvény, akkor az f <n§n), e ,n]gn)>, n = 1,2,..., valésziniiségi valtozok

eloszldsban konvergalnak az f(ny,...,nx) valdszinliségi véltozéhoz. Ez lehet6vé teszi a
minket érdekld statisztikak hatareloszldsdnak megadasat. Ezt a hatareloszlast egyszerti,
jol attekintheto alakban akarjuk megadni. Ezt azért tudjuk megtenni, mert mint
azt egy megoldasdval egyiitt ismertetett feladatban megfogalmazom, ha (n1,...,n%) k-
dimenzios nulla varhaté értékiit D kovarianciamatrixi normalis eloszlasu véletlen vektor

valamilyen ismert D kovariancia maéatrix-szal, akkor bizonyos alapvetd linedris algeb-
k

rai eredmények felhasznéldsdval egyszerii formédban megadhatjuk a > 7732- valoszinliségi
i=1
valtozo eloszlasat.
El6szor megfogalmazzuk és bebizonyitjuk a fent emlitett allitast. Ez a {6 részben
is megfogalmazott Tétel B.
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Tétel B. Legyen (Sin,---,5kn), n = 1,2..., k-dimenzids valdsziniségi vektorok so-
rozata, amelyik eloszlasban konvergdl egy (Si,...,Sk) k-dimenzids véletlen vektorhoz
n — oo esetén, és legyen f(x1,...,xk) egqy k-valtozds folytonos figgvény. Ekkor a
T =f(S1n, -y Skm), n=12,..., valdsziniiségi vdltozok eloszldsban konvergdlnak a
T = f(S1,...,Sk) valdsziniiségi vdltozohoz n — oo esetén.

Bizonyitds: Hasznaljuk a tételt az eloszlasban valé konvergencia jellemzésérol folytonos
fiiggvények segitségével. Eszerint az Si,,...,Skn véletlen vektorok sorozatanak el-
oszlasban valé konvergenciat gy is megfogalmazhatjuk, hogy tetszoleges folytonos és
korlatos h(zxy,...,xy) figgvényre teljesil a nli—{réo Eh(Sin,...,Skn) = Eh(S1,...,Sk)

relcié. Legyen g(-) folytonos és korlatos fiiggvény. Ekkor g(f(x1,...,xx)) folytonos és
korlatos fiiggvény, ezért teljesiil a

lim Eg(Tn) = nh—{%o Eg (f (Sl,n7 . '7Sk,n)) = Eg (f (Sla s 7Sk:)) = Eg(T)

n—oo
relacié. Innen kovetkezik a Tétel B allitasa.
Most megfogalmazom, hogyan lehet redukalni a a y? prébardl szélé tételt.

A x? prébardl szélé tétel redukcidja. Legyenn = (n1,...,m,) k-dimenzids normdlis
eloszldsu véletlen vektor, melynek varhatd értéke és kovriancia mdtriza teljesiti az En; =
O; 1 < .7 < k; COV(UJ‘,UZ) = —+/PjDi; 1< ]7l < k; ] 7& l7 és Va”?j = (1 - pj)7

1 < j <k reldciokat. Akkor i njz- eloszldsa a k — 1 szabadsdgfoki x*(k — 1) eloszlds.
(A most megfogalmazott eredjnj(la’nyben specidlisan azt is dllitjuk, hogy létezik az adott
kovariancidval rendelkezd véletlen vektor tetszdleges pj, pj > 0, 1 < j < k, zkj p; =1
szamokra.) =

A x? prébdrél szolo tétel visszavezetése annak redukcidjdra. Ahogy az el6adés elején
tetiik, vezessik be a Z,, = (Z%),...,Zfrlf)), m = 1,2,...,n, véletlen vektorokat,
melyeket a kovetkez6 mdédon definidlunk: A Z,,, vektor Zfr];) koordinatdja 1, és az Osszes
tobbi koordinatdja nulla ha az m-ik dobasban az j-ik urnaba esik a goly6. Vezessiik be
ennek a kovetkezd transzformaltjait: X,, = (Xf,%),...,X,E,Zf)), m=1,2,...,n, Xr(r{) =
Z) — Pj

VPi

ségek (a j-ik urndba esé golydk szdma az n-ik dobds utan és a fenti X, véletlen vek-
V(1) — npy vn(k) — npk)
v/ 1P1 T 1Pk

Tovabba az X, vektorok fliggetlenek és egyforma eloszlasiuak, varhato érték vektoruk

,1<m < n,1<j<k. Vegylik észre egyrészt, hogy a vizsgalt v, (j) mennyi-

1
torok az alabbi azonossdgot teljesitik: — > X, = (
nj=1

nulla, és kovariancia matrixuk teljesiti a Cov (X%),Xg)) = —pipi, 1 < 4,1 <k,
j# 1, és Var X = (1—-p), 1 <4,0 <k 1<m <n relacékat. Ugyanis egyszeri
szamoléds adja, hogy EZ,, = (p1,.--,pk), Cov(Z,(TJL),Zﬁ?) = —pip, 1 < 4,1 <k,
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j # 1, és Var 2 = pi(1 —p;), 1 < 4,0 <k, 1 <m < n. Innen latszik, hogy

2A0 (7)
EX,, = 0, és Cov (Xag{),XleL)) = Cov (Zm, Zm ) = —/D;Di, Var X3 = VarZm  _
VPiPL P
1 — p;. Innen kovetkezik specidlisan az is, hogy a x? prébardl sz6l6 tétel redukcidjdban
szerepld kovarianca méatrixd (nulla vérhatdé értékd) (normalis eloszldsd) (n1,...,M%)
véletlen vektor valoban létezik. Tovabba, a tobb-dimenzids centralis hatareloszlastétel

szerint a <—Vn(1) — —Vn(k) — NPk

o e
vergdlnak egy ilyen(ny,...,m;) normalis vektorhoz. Ezért alkalmazva az el6z6 tételt
k k ) — )2

az f(x1,...,zE) = >, a:? folytonos fiiggvénnyel kapjuk, hogy a > (vn(4) = ;)
J=1 j=1 np;

) eloszlasu véletlen vektorok eloszlasban kon-

k
val6szinliségi valtozéknak van hatédreloszlasuk, és az megegyezik a > 77]2- valészintiségi

J=1
valtozé eloszlisival. Ez azt jelenti, hogy a x? prébéardl szél6 tétel bizonyitdsidhoz elég
annak redukalt valtozatat belatni.

A fenti eredmény azt jelenti, hogy egy normalis eloszldsu véletlen vektor koordi-
nataibdl képezett kvadratikus forma eloszlasat kell kiszamolnunk. Emlékezziink arra,
hogy egy normalis vektor linedris transzformdéltja is normalis eloszlasi, és tetszoleges
normalis eloszlasi vektor eldall, mint standard normalis eloszlasu véletlen vektor linearis
transzforméltja. Ez azt sugallja, hogy probéljuk meg a vizsgdlt (vagy egy vele azonos
eloszlasi) kifejezést elGallitani, mint alkalmas fiiggetlen standard normélis eloszlda
valészintiségi valtozdk egyszerli kvadratikus formdjat. A x? probardl szél6 tétel re-
dukcidjaban eredetileg megadott kifejezést azért kivanjuk atalakitani, mert igaz ugyan,
hogy normalis valészintiségi valtozok nagyon egyszerti kvadratikus formajardél van szo,
viszont a kvadratikus formaban szereplé valtozék nem fliggetlenek. Viszont az alabbi
lemma nagyon hasznos lesz a szamunkra.

Lemma. Legyen n = (n1,...,n) k-dimenzids normalis eloszldsi valdszintiségi valtozo
nulla varhato értékkel és D kovariancia mdtriz-szal. Legyenek a D madatriz sajdtértéker a
k
A1y ...y Ak szdmok (multiplicitdssal). Ekkor a ) 77J2- valdszintségi valtozo eloszldsa meg-
i=1
k
egyezik eqy > )\j§]2~ valdsziniiségi valtozo eloszlasdval, ahol &1, . .., &k fiuggetlen standard
i=1
normdalis eloszlasu valosziniségi valtozok.

Bizonyitds: A D matrix felirhaté D = UAU™ alakban, ahol U unitér, A pedig olyan di-
agondlis matrix, melynek atléjaban a D matrix A; sajatértékei vannak (multiplicitdssal).
(Az U métrix is felirhaté explicit médon a D natrix sajatvektorainak segitségével, de

erre a tényre most nincs sziikségiink.) Az n = (n1,...,n,) véletlen vektor eloszlasa
megegyezik egy 7 = (01,...,7%) = EAYV2U* = (&1,...,&)AY2U* véletlen vektor
eloszlasaval, ahol £ = (&1, ..., &) standard normaélis eloszlasu véletlen vektor. Valéban 77

normalis eloszlasu véletlen vektor, melynek varhato értéke nulla és kovariancia méatrixa

a (AV2U*)*AV2U* = UAY2AY2U* = UAU* = D miétrix. Ezért az n és 77 véletlen
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k
vektorok eloszldasa megegyezik. Innek az is kovetkezik, hogy a > ?7]2- valoszinliségi
j=1

k
valtozo eloszldsa megegyezik a 77]2- valoszintliségi valtozo eloszlasaval. Vegytik észre,
=1

hogy az 1 = (T1,...,7%) = qU = (M1,...,7k)U vektorra teljesiil a zk: 77]2 = zk: ﬁjz-

azonossag, mert U unitér, tehat tavolsagtartd transzformacio. Viszcir:ﬂ;1 n = %Bl =

EAV2UU = €AY2. Ez azt jelenti, hogy a zk: 77]2. valészintiségi valtozo eloszlasa meg-
k k =

egyezik a Z()\jl./ 2§j)2 = ‘21 Aj§§ valdszintliségi véltozd eloszldsdval, és ez a Lemma

Jj=1 Jj=
allitasa.

Most befejezziik a x? prébéardl sz6l6 tétel bizonyitdsat.

k
A x? prébdrdl sz6l6 tétel redukcididnak a bizonyitdsa. Tekintsiik a > 77]2- valoszinliségi
j=1
valtozdt, ahol (11, ..., mk) k-dimenzids normalis eloszlasi valészintiségi valtozd, melynek
véarhaté értéke nulla, és D = d;;, d;; = Cov (n;,m), 1 < j,1 < k, kovariancia matrixat
aVarn; = (1 —p;), 1 < j,l <k, é Cov(nj,m) = —/pjpi, ha 1 < j,l <k, ésj #1
képletek hatarozzak meg. Az el6z6 lemma alapjan azt kell megmutatni, hogy a fenti D
kovariancia matrixnak az 1 k£ — 1 multiplicitdsi sajatértéke (azaz k — 1 ortonormalt 1
sajatértékkel rendelkezo sajatvektora van) és ezenkiviil még a nulla a sajétértéke 1-szeres
multiplicitassal.

frjuk fel a D matrixot D = I — B alakban, ahol I az identitas matrix, B = (b; ;),
bij = /Piy/Pj, 1 < i,j < k, és vegyiik észre, hogy amennyiben egy B matrixnak a
sajatvektorai ey, ..., e, vektorok, Ai,..., A\ sajatértékkel, akkor tetszOleges c szamra
az I 4+ ¢B matrix sajatvektorai ugyanazok az eq,...,ep vektorok 1+ cAq,...,1 4+ chg
sajatértékkel. Ezt az eredményt alkalmazva ¢ = —1 vélasztassal elegendé megtaldlni
a B matrix sajatértékeit. Viszont egy B = (b;b;), 1 < i,j < k alakd matrix egyik

k
sajatvektora a b = (b1,...,bx) vektor Y b7 sajétértékkel, és a b vektort ortogonalisan
j=1
kiegészité altér a B matrix &k — 1-dimenzids sajat altere nulla sajatértékkel. Ez azt
jelenti, hogy a nulla a B matrix k£ — 1 multiplicitasu sajatértéke, mert B k — 1-dimenzios
nulla sajatértékli sajatalterének egy ortonormalt bazisa k — 1 ortonormalt sajatvektort
biztosit nulla sajatértékkel.

Az el6bb megfogalmazott allitdsok egyszerlien ellenérizhetéek. Valéban egyszerii

k
szamolas mutatja, hogy a b = (by,...,b;) vektorra bB = (Z bj2> b, és ha valamely
j=1

k
¢ = (c1,...,c) vektorra ) ¢jb; = 0, akkor ¢B = 0, mert e vektor [-ik koordindtéja
j=1
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k
by Y cjb; = 0, és ez jelenti a b vektor ortogondlis kiegészité alterére megfogalmazott

Jj=1

allitast.
Jelen esetben a tekintett B métrix a fent vizsgélt alakd a b; = ,/p; szamokkal.
k k
Ezért Zl b? = '21 p; = 1, a B vektornak a nulla & — 1-szeres az 1 pedig egyszeres
‘7: =

multiplicitasu sajatértéke. Ez azt jelenti, hogy a D = I — B méatrixnak a nulla egyszeres
az 1 pedig k — 1-szeres multiplicitasu gyoke, mint allitottuk.

Végiil ismertetem a 6 részben megfogalmazott Tétel A bizonyitasat.

A Tétel A bizonyitdsa. A bizonyitasban az eredmény allitasat visszavezetjik a Tétel B
allitasara. Ebben felhasznaljuk az euklideszi tér kovetkezd fontos topoldgiai tulaj-
donsiagat. Legyen adva az R* k-dimenzids euklideszi tér két F| és Fy diszjunkt zart
részhalmaza. Ekkor 1étezik egyan f folytonos fiiggvény az R* téren, amelyre f(z) =0,
ha f(z) € Fy, f(r) =1, ha f(x) € Fy, és 0 < f(z) < 1 minden x € R* szénra. (Ilyen
p (33, F 1)

p(val) + p(l‘,FQ)

figgvény példiul az f(z) = fiiggvény, ahaol p(x, F') jeloli az = pont

és F' halmaz tavolsagat.

Adott 0 > 0 szamra jelolje As = {z: p(x, A) < § az A halmaz § sugari kiilsejét,
AY = {z: p(z,RF \ A)led az A halmaz § sugard belsejét, A = AU 0A, A lezdrtjét,
AY = A\ DA, A belsejét. Ekkor A = (N As, A = |J AY. Innen a valdszintiségi

§>0 6>0
mérték folytonossagabdl, illetve abbdl a feltételbdl, hogy pr, (0A) = 0, kovetkezik, hogy

gi_r)%upo(Ag) = ur, (A% = pr,(A) = up,(A) = %i_r%upo(A(;). Ezért minden ¢ > 0
szdmhoz, 1étezik olyan = §(g) > 0 szdm, melyre pup (A) — e < pup,(AY) < pp,(A) <
HF, (A5) < KR (A) +é.

Vilasszunk egy ilyen § szdmot valamint ezutén olyan f folytonos fiiggvényt az R”
téren, amelyre f(x) = 1, hax € A, f(z) = 0, ha x € R*\ Agelta, és 0 < f(z) < 1
minden z € R* halmazra. (Mivel A és R* \ As zart halmazok, ezért ez lehetséges.)
Ekkor a Tétel B alapjan

limsup ur, (4) < limsup [ F(o)ur, (do) = [ f(ohur,(do) < iy (As) < ur, (4) + e

n—oo n—oo

Mivel ez az allitds minden € > 0 szdmra elmondhatd, azt kapjuk, hogy limsup up, (A) <

HF, (A)

Vilasszunk ezutdn olyan f fiiggvényt, amelyre f(z) = 1, ha z € A, f(x) = 0,
ha x € R¥\ A, és 0 < f(z) < 1 minden = € R* pontra. (Ez lehetséges, mert AY és
RE\ Ay zért halmazok.) Ezzel a valasztassal az el6z6hoz hasonlé érveléssel kapjuk, hogy
hnrr_l) iogf pr, (A) > pr,(A). A bebizonyitott egyenl6tlenségekbdl kovetkezik a Tétel A

allitasa.
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A valészintliségszamitas bevzet6 el6adas rovid attekintése

Megfogalmaztunk néhany valdszintiségi problémat, azutan ratértiink a valdszintiségsza-
mitas preciz Kolmogorov altal megadott ismertetésére. Kiilonosen fontos volt annak
megértése, hogyan lehet a valdszintiségszamitas problémadit e formalis, a halmazelmélet
nyelvét hasznalé modellbe atfogalmazni. Ugyancsak fontos volt annak megértése, hogy
ez az atfogalmazas hogyan segit konkrét feladatok megolddsdban. A Kolmogorov-féle
elmélet kidolgozdsdban, annak érdekében hogy ne csak a véges sok lehetséges eseményt
tartalmazé modellt tudjuk vizsgdlni, sziikség volt bizonyos mély mértékelméleti ered-
mények felidézésére. Elegendo a fogalmak és eredmények jelentésének megértése, illetve
azt latni, hogyan lehet ezt feladatok megolddsdban haszndlni (geometriai eloszlasok), a
bizonyitasok részleteinek ismerete nem sziikséges.

Targyaltuk és bizonyitottuk a Borel-Cantelli lemmat. Itt is elegend6 az eredmény
értése és az hogy tudjuk hasznalni. A kovetkez6 fontos fogalom a feltételes valdszintiség
volt. Nagyon fontos megérteni, hogy hogyan kell ezt haszndlni. Az itt kimondott
eredményeket jobban lehet megérteni, ha a konkrét feladatokat vizsgaljuk. Definialtuk
események fiiggetlenségét. Az itt kimondott fogalmak, eredmények ismerete rendkiviil
fontos. A targyalds soran széba keriiltek mértékelméleti fogalmak és eredmények. Az
egyszeriibb fogalmakat, mint valdsziniiségi mez06, o-algebra ismerni kell, de mar olyan
fogalmaknak az ismeretét, mint példaul a majdnem-mindeniitt teljesiilé tulajdonsagok,
Lebesgue integral, Fubini tétel elegend6 koriilbeliil tudni, azon a szinten, ami ahhoz kell,
hogy a leirt val6szinliségi eredményeket értsék és tudjak hasznalni. (Az, hogy milyen
szigorusaggal kovetelik meg ezen eredmények ismeretét a mértékelmélet vizsgan nem az
én problémém.)

Ezutan egyrészt konkrét elébb diszkrét, késobb folytonos eloszlasu valdszintiségi
valtozokat vizsgaltunk. Definidltuk valészintiségi valtozok fliggetlenségét, varhato érté-
két, szorasnégyzetét és kiilonbozo valdsziniiségi valtozdk kovarianciafiiggvényét. Ezeket
eloszor diszkrét valoszinliségi valtozdkra definidltuk ezeket a fogalmakat, és csak ké-
sobb targyaltuk folytonos esetben. Ez utobbi definicié kidolgozasa érdekében vazoltuk
azt, hogyan kell definidlni a Lebesgue integralt. Ez utébbi fogalom pontos ismerete
(ezen tantargy keretein beliil) nem sziitkséges. Viszont tudni kell a varhaté érték, szé-
rasnégyzet, fliggetlen valésziniiségi valtozok Osszegének eloszlasdnak (a konvoluciénak)
kiszamitasat, (akkor is, ha nem feltétleniil fiiggetlen valdsziniiségi véaltozdk Osszegét
vizsgaljuk és ennek érdekében tudni kell az analizisben tanult integral és differencialsza-
mitast is. A tanult diszkrét és folytonos eloszldsokat, illetve azok valdszintiségi tartalmat
tudni kell.

Targyaltuk a Markov és Csebisev egyenlotlenséget. Ezutan az el6adas fontos témaja
volt az eloszlasok fogalma, legfontosabb tulajdonsdgai, a valdszinliségszamitasban sze-
repl6 kiilénb6z6 konvergenciafogalmak (eloszlasban valé konvergencia, sztochasztikus
konvergencia, egy valdszintiséggel valé konvergencia) valamint azok jelentése és kapcso-
lata. Ugyancsak fontos megérteni a nagy szamok gyenge és erés torvényét. A bizonyi-
tasok részleteinek ismerete nem sziikséges.

Az el6adas legfontosabb témaja a centralis hatareloszlastétel volt. Ennek targyalasa
érdekében bevezettiik a karakterisztikus fliggvény fogalmat. Ennek erészletes targyala-
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sara azonban nem maradt ido, ezért ezt nem fogom kérni. Viszont nagyon fontos tudni
azt, hogyan és mire lehet hasznélni a centralis hatareloszlastételt. Ebbe beletartoznak
az eléadason targyalt statisztikai problémék is.

Végiil a tobbdimenzids centrdlis hatareloszlastételt és a x-négyzet probat targyal-
tuk. FEzen belill targyaltuk bizonyos fogalmak (eloszlas fiiggvény, siiriiségfiiggvény,
eloszlasban val6 konvergencia, varhato érték, szérasnégyzet) tobb-dimenzids megfeleldit.
Ezen fogalmakat és a hozzajuk kotodd eredményeket ismerni kell. Viszont a bizonyité-
sokat nem kérem, ezekrdl elegend6 bizonyos durva attekintését ismerni.

Végiil megjegyzem, hogy a vizsga elsGsorban feladatok megolddsabdl fog &llni.
Ezért a felkésziiléshez azt javaslom, hogy ne csak az el6adasok, hanem a gyakorlatokon
targyalt feladatokat is tanulményozzak. Ez utébbiak is megtaldlhatéak (a feladatok
megoldasaival egyiitt) megtaldlhatéak a homepage-emen.

Homepage-em cime: http://www.renyi.hu/ major
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