A Valészintiségszamitas 1. el6adassorozat tizenharmadik el6adasa.
2003. majus 6.

A tobb-dimenziés centralis hatareloszlastétel

Lassunk elébb néhany problémét, melyek megmutatjak milyen kérdéseket kivanunk
vizsgalni.

a.) Tekintslink egy dobdkockat. Feldobjuk sokszor, felirjuk a dobédsok eredményét,
és ennek alapjan akarjuk eldonteni, hogy a dobdkocka szabalyos-e. Természetes
azt varni, hogy a dobodkocka akkor szabalyos, ha mindegyik dobaseredmény a
dobésszamok egyhatoda plusz egy kis eltérés. De mely eltéréseket tekinthetiink
kicsinek? Ha csak azt nézziik, mennyi annak a valésziniisége annak, hogy példaul a
hatos dobéasok szamanak eltérése a dobasok szamanak egyhatodatél kisebb mint egy
adott szam, akkor a centralis hatareloszlastétel pontos leirdst ad erre a problémara.
De ha a kiilonboz6 dobaseredmények egyiittes viselkedésére vagyunk kivancsiak,
akkor 1j eredményre van sziikségiink.

11
b.) Legyenek &1, ...,&, fliggetlen a {—5, 5} intervallumban egyenletes eloszlasi valé-

n
szinliségi valtozdk. Ekkor a ) &, Osszeg normalizéltjanak az eloszldsdra jé leirast
i=1

n
ad a centrélis hatareloszlastétel. Hasonl6 allitdst mondhatunk a 532 0sszeg nor-
j=1
n
malizaltjanak az eloszldsdra. De tudunk-e hasonlé eredményt adni a > &, és
j=1

n
§J2 Osszegek normalizaltjanak az egytittes eloszlasara? Erre a kérdésre a tObb-
j=1
dimenzios centralis hatareloszlastétel ad pozitiv valaszt.
Legyenek £0) = (59), ey ,(j)), g = 1,2,..., fiuggetlen, egyforma eloszlasu k-
dimenzids valésziniiségi véltozok, (véletlen vektorok), ahol rogzitett j indexre sem-

milyen (fiiggetlenség jellegli) feltételt nem tesziink fel az fy ) ,(Cj ) valoszinliségi
véaltozok kozott. (Tobbdimenzids valdsziniiségi véltozok fiiggetlenségének a fogalmét
ismertettem a 9. eldadas elején, és az megtaldlhaté az eléadas ismertetésének els6

52
oldalan.) Tegyiik fel tovabbd, hogy E¢ ng )" < 50 minden 1 < s < k indexre. Tekintsiik

9 e ey

n

az Sy = (Sntse- s Snp) = 2D = [P D) n =12, véletlen

Jj=1 Jj=1 Jj=1

osszegeket. Célunk annak bizonyitdasa, hogy az S, véletlen vektorok alkalmas nor-
malizaltjanak létezik hatareloszlasa, és a hatareloszlast pontosan le akarjuk irni. Be
fogjuk latni, hogy ez lehetséges. A hatéreloszlastételben megjelend hatéreloszlasokat
fogjuk tobb-dimenziés normalis eloszlasnak nevezni.

Léssuk, hogyan lehet targyalni a fent emlitett két problémat egy ilyen jellegii
eredmény segitségével. Az a) feladat vizsgalatanak érdekében vezessiik be a kovetkezo
valészintiségi valtozokat: Ha a dobdkockat n alkalommal dobjuk fel, akkor legyen ¢;,
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1 < j < n, a kovetkezd valdsziniiségi 6-dimenzids véaltozé: A §; valdszinliségi valtozd

l-ik koordindtdja 1, ha a j-ik dobas értéke [, 1 <1 < 6, és &; Osszes tobbi koordinataja

nulla. Ekkor a &; valdszintiségi valtozdk fiiggetlenek, (az egyes valdszintiségi valtozok
n

koordinatai nem azok), és az S,, = > §; Osszeg l-ik koordindtaja egyenld az [ értéki
j=1

dobésok szamaval minden 1 < [ < 6 index esetén. Ezért egy az 5, véletlen Osszeg

aszimptotikus viselkedését nagy n szamokra leiré hatédreloszlastétel hasznos lehet a

szamunkra. Hasonlé a helyzet a b) példdban, ha olyan n; = (§j,§j2~), 1 <j <n,

n

két-dimenzios fiiggetlen vektorok, S, = n; Osszegét vizsgdljuk, amelyekre &q,...,§,

71=1
1
fliggetlen, a [—5, 5} intervallumban egyenletes eloszlasi valdszintliségi valtozok.

F6 célunk annak az eredménynek az ismertetése és megértése, amelyik a centralis
hataroszlastétel természetes megfelel6je abban az esetben, ha fiiggetlen (és mondjuk
egyforma eloszlasi véletlen vektorok alkalmasan normélt 0sszegének a viselkedését vizs-
galjuk. Annak érdekében, hogy ezt megtehessiik meg kell taldlnunk a hatdreloszlasban
megjelend normalis eloszlas tobb-dimenzids megfelel6jét, amit tobb-dimenzids normalis
eloszlasnak fogunk nevezni. De miel6tt ezt megtessziik sziikségiink van van az egy-di-
menzios esetben szereplo varhatd érték és szorasnégyzet tobb-dimenzids megfeleldjét.
Ezenkiviil meg akarjuk érteni, hogy a varhaté érték és szérasnégyzet tulajdonsagai,
hogyan oroklédnek, ha azokanak a tobb-dimenzids esetben megjelen6 megfeleldit vizs-
galjuk. Az egy-dimenzids esetben megjelené varhaté értéknek megfelelé tobb-dimenzids
vérhat6 érték (vektor) fogalmanak és tulajdonsigainak a megértése viszonylag egyszerti,
de a szérasnégyzetnek megfelel6 kovariancia matrix tulajdonsagainak jé megértése sziik-
ségessé teszi néhany a linearis algebraban tanult fogalom és eredmény felelevenitését.
Megjegyzem hogy most és a tovabbiakban is a tobb-dimenziés vektorokat mint sorvek-
torokat tekintem. Valgjdban mind a sor mind az oszlopvektor jelolés lehetséges. Egyik
jelolés sem jobb a masiknal, és az irodalomban nem egységes a jelolés. A fontos az, hogy
kovetkezetes jelolést alkalmazzunk.

Tobb-dimenzids valdsziniiségi valtozo varhato értékének és kovariancia mat-

rixdnak a definicidja. Legyen Z = (Z1,...,Zy) k-dimenzids véletlen vektor, amelynek
minden koordindtdja teljesiti az EZJ2 < oo, 1 < 5 <k, feltételt. FE véletlen vektor
vdrhatd értéke az EZ = (EZy,...,EZy) k-dimenzids vektor, kovariancia mdtriza pedig

az a D = (dj;), 1 < j,l <k, kxk méretd mdtriz, mely matriz j-ik sordaban és l-ik
oszlopdban lévé elem a d;; = Cov (Z;,2)) = EZ; Z, — EZ;EZ; szam.

Fogalmazzuk meg a vektorértékli valdszinliségi valtozok varhatéd értékének és ko-
variancia matrixanak néhany fontos tulajdonsagat. Az alabbi tétel formédjaban megfo-
galmazott allitas bizonyitasa a gyakorlaton targyalando feladat lesz.

Tétel. Legyenek ZU) = <Z§j),...,Z,£j)), 1 < 5 < n, véletlen k-dimenzios vektorok

ugyanazon az (Q, A, P) valdszindségi mezén. Ekkor a Z0) + ... 4+ ZM Gsszeq vdrhatd
értéke megegyezik a Z9) vektorok vdrhatd értékeinek az dsszegével, azaz

E(z(l) +---+Z(")> —EZW L. 4 Egzm,
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Ha o ZUW, 1 < j < n, véletlen vektorok fiiggetlenek, akkor a kovariancia mdtriz is
additiv, azaz, ha a ZY9) mdtriz kovariancia mdtriza a D; madtriz, 1 < j < n, akkor a
Zay+-- -+ Z™) yéletlen Gsszeq kovariancia mdtriza a D1 +- - -+ D,, mdtriz. Ha eqy Z =
(Z1,...,2Zy), véletlen vektor varhato értéke M = (M, ..., My), kovariancia mdtriza a
D k x k méreti mdtriz, a tetszdleges valds szam, akkor az aZ = (aZ,...,aZy), véletlen
vektor vdrhatd értéke aM , kovariancia mdtriza pedig az a®D kovariancia mdtriz. Legyen
tovdbbd x = (x1,...,x) tetszdleges k-dimenzids vektor. Ekkor E(Z +x) = EZ + x, a
Z + x vektor kovariancia madtrixa pedig megegyezik a Z vektor kovariancia mdtrizdval.

Feladat: Bizonyitsuk be a fent megfogalmazott tételt.

A kovetkezd eredmény célja annak jellemzése, hogy milyen matrixok jelenhet-
nek meg, mint alkalmas véletlen vektor kovariancia matrixa. Ennek az eredménynek
az ismertetésében és bizonyitasdban fel kell haszndlnunk a linearis algebra néhany
alapveto fogalmat és eredményét. Igyekszem az allitasokat igy leirni, hogy onmagukban
érthetoek legyenek, Viszont egy kiegészitésben leirom a felhasznalt eredmények ismer-
tetését és bizonyitasat.

El6szor idézziik fel a kovetkezo linearis algebrai fogalmat.

Szimmetrikus és pozitiv (szemi)definit matrixok definiciéja. Legyen D = (d;;)
eqy k x k méretd mdtrix. Azt mondjuk, hogy a D mdtriz szimmetrikus, ha minden
1 < 4,1 <k indexre dj; = d; ;. Pontosabban azt kéveteljik meg, (ha nemcsak valds,
hanem dltalanos komplex értékii elemekkel rendelkezé mdatrizokat is tekintink, ami ebben
az eléaddsban nem fog eléfordulni), hogy d;; = dy j, ahol Z a z komplex szdm konjugdltja,
azaz, ha z = a +ib, akkor Z = a —ib. Egy k x k méretd szimmetrikus D = (d;;)

mdtriz positiv (szemi)definit, ha minden x = (x1,...,z) k-dimenzids vektorra xDx* =
ko k

Y. Y xidjixr; > 0. (Ebben a formuldban x* jeloli az x vektor transzpondltjdt, azaz

j=11=1

azt az oszlopvektort, amelynek folilrdl szamiva l-ik eleme megegyezik az x vektor balrol
szdmitott [-ik elemével. Ekkor xDx* a szokdsos vektorszorzast jeloli.

A D = (d;;) szimmetrikus mdtrizot (szigordan) pozitiv definitnek neveziink, ha
ko k

pozitiv szemidefinit, és rdaddsul a xDx* = Y Y wxjdjx; = 0 reldcid csak abban a
j=1i=1
trividlis esetben teljestl, ha 1 = xo = --- = x = 0.

Az eredmények és fogalmak jobb megértése érdekében érdemes megadni a fent
leirt koordinatarendszerben leirt definiciok koordinatarendszertol fliggetlen ,,absztrakt”
definicidjat is és megérteni a két definicié kapcsolatdt. Ennek leirdsat (a bizonyitdsok
tobbségének elhagyasival) megadom a kiegészitésben. A kiévetkezd eredményben meg-
fogalmazom azt a fontos eredményt, amely megadja a kovariancia matrixok jellemzését.
A bizonyitas felhasznal bizonyos nem trividlis linearis algebrai eredményeket is.

Tétel a kovariancia matrixok jellemzésér6l. Legyen Z = (Z1,...,7Z%) egy k-
dimenzios véletlen vektor. Ekkor a Z vektor kovariancia mdtrixa szimmetrikus és pozitiv
szemidefinit mdtriz. Megforditva, tetszdleges D szimmetrikus, pozitiv szemidefinit mdat-
rizhoz létezik olyan Z = (Zy,. .., Zy) véletlen vektor, amelynek ez a D mdatrixz a kovari-
ancia mdtriza. S6t igaz a kévetkezd tartalmasabb dllitdas is: Legyen Y = (Y1,...,Y%)
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olyan véletlen vektor, amelynek a kovariancia mdtriza az identitdas mdtriz, azaz VarY; =
1,1<j5<k,Cov(Y;,V1) =0, hal <jl <k, ésj#l. (Eza helyzet példdul akkor, ha
azY;, 1 < j <k valdszindiségi vdltozok fiiggetlenek, és VarY; = 1.) Ekkor létezik olyan
A = (aj;) kxk méretii mdtriz, amelyre igaz, hogy a Z = (Z1,...,Zx) = (Y1,...,Yy)A =

darpYp, ooy Y. akipr> véletlen vektor kovariancia mdtriza a D mdtriz.

Igaz tovabbd a kévetkezd dllitds is. Eqy Z = (Z1, ..., Zx) véletlen vektor kovariancia

mdatriza akkor és csak akkor (szigorian) pozitiv definit, ha e vektor koordindtdi kozétt
k
nincs linedris osszefiiggés, azaz ha x1,...,x, valds szamokra Z x;Z; = K valamilyen
Jj=1
K (determinisztikus) valos szamra egy valdsziniiséggel, akkor x1 = --- =z = 0.

Megjegyzés: Ez az allitas annak a valdszintiségi valtozokrol szl egyszerii eredménynek
tobb-dimenziés megfelel6je, amely szerint egy valdsziniiségi valtozd szordsnégyzete nem
negativ szam. Tovabba azt is tudjuk, hogy egy valdszinliségi valtozd szérasnégyzete
szigoruan pozitiv, ha ez a valdsziniiségi valtozé nem egyenlo egy konstanssal egy va-
16szintiséggel. Ennek a ténynek a megfeleloje a tétel végén kimondott allitas, amely
szerint egy véletlen vektor kovariancia matrixa pozitiv definit, ha nincs a véletlen vek-
tor koordinatdinak olyan linedris kombinaciéja, amelyik egy valdszinliséggel megegyezik
egy szammal. Ugyanis a nem negativ szamoknak a pozitiv szemidefinit matrixok a
pozitiv szamoknak pedig a pozitiv definit matrixok felelnek meg magasabb dimenziéban.
Maganak a tételnek a bizonyitdasa egy alabb megfogalmazandé nem trivialis linetidaris
algebrai eredményen alapul, amelyik azt mondja ki, hogy egy pozitiv szemidefinit matrix
felirhaté, mint egy alkalmas matrix nényzete. Ez az allitds annnak a ténynek a tobb-
dimenzids megfelelGje, amely szerint pozitiv szamokbdl lehet négyzetgyokot vonni. Je-
gyezzilk meg, hogy a pozitiv szemidefinit matrixokbdl vont négyzetgydk nem egyértel-
miien meghatarozott, mint ahogy a valds szamok kozott is csak akkor egyértelmii a
gyokvonas, ha csak a pozitiv gyokot tekintjiik. lefrni.

Tétel a linearis algebrabdl. Legyen D pozitiv szemidefinit mdtrix. Ekkor létezik olyan
A matriz, amelyre érvényes a D = A*A azonossdg, ahol A* az A madatrix transzpondlt-
jat jgeloli. Sét, olyan A mdtrizot is vdlaszthatunk, amelyre az A mdtriz énadjungdlt és
szemidefinit, és D = A?. Eme megszoritds esetén az D = A*A = AA egyenlet megolddsa
egyértelmi. (Egy A = (a;,;1) k x k méretd mdtriz transzpondltja az A* = (a;,5), illetve az
dltaldnos komplex szamokat is tartalmazo mdtrizok esetében az A* = (a;,;) k x k méretd
mdtriz, ahol Z a z komplex szdm konjugdltja.)

A tétel bizonyitdsa a linedris algebrdrdl kimondott tétel segitségével. Tekintsiink el6szor
egy Z = (Z1,...,2Zy) egy k-dimenzids véletlen vektort és annak D = (d;;), d;; =
Cov(Z;,2Z1), 1 < j,l <k, kovariancia matrixat. Ekkor D szimmetrikus mdatrix, mert
d;; = dyj, azaz Cov(Z;,7;) = Cov(Z;,Z;). Masrészt tetszbleges v = (x1,...,2x)
k-dimenziés vektorra

k k k k k
d w;Zi | =) ) E(xjx(Z;% — EZ;EZ)) =Y Y x;wCov(Z;, Z)
j=1

j=11=1 J=11=1



= Z ijxldj’l = xDz",

j=11=1

k
és Var | > x;Z; | > 0. Innen kovetkezik, hogy xDx* > 0 tetszéleges x = (x1,...,2)
j=1

k-dimenziés vektorra, azaz D szimmetrikus pozitiv szemidefinit matrix.

Megforditva, legyen D pozitiv szemidefinit métrix, és ¥ = (Y7,...,Y%) olyan
véletlen vektor, amelynek a kovariancia métrixa az identitds matrix, azaz VarY; = 1,
1 <j<k Cov(Y;,V;) =0, hal<jl <k, ésj+#I1 A kimondott linedris algebrai
eredmény szerint létezik olyan A = (a;;), 1 < 7,1 < k k x k méretli matrix, amelyre
D = A*A. Azt allitom, hogy a Z = (Z1,...,Zy) =Y A, azaz a Z = (44,...,Zy), Z; =

k
Yo apYy, 1 <j <k, véletlen vektor kovariancia matrixa a D matrix. Innen kévetkezik
p=1

k k
a feladat mésodik &llitasa is. Viszont Cov (Z}, Z;) = Cov (Z apiYp, Y. anYq), ezért
p=1 q=1

ko k
Cov(Z;,Z1) = > > apjaq1Cov(Y,,Y,), ahonnan mivel Cov (Y),,Y,) = 0, ha p # q,
p=1q=1

k
és Cov (Yp,Yp) =1, Cov(Z;,72;) = > apjap; = dj;, ahol d;; a D = A*A matrix j-ik
p=1
soraban és [-ik oszlopaban szereplo konstans.

Végiil a D kovariancia métrix akkor és csak akkor (szigorian pozitiv definit, ha

k k
xDx* > 0, azaz Var | > z;& | >0, azaz ) x;&; # K valamilyen konstanssal minden
j=1 j=1
nem azonosan nulla (x1,...,z) # 0 vektorra.

Ezutan be tudjuk vezetni a tobb-dimenziés normélis eloszlasfiiggvények fogalmat,
és meg tudjuk fogalmazni a tobb-dimenzids centralis hatareloszlastételt.

Tobb-dimenzidés normalis eloszlasok definiciéja. Definidljuk elészor a tobb-di-

menzios standard normdlis eloszldst. Azt mondjuk, hogy egy (&1, ...,&k) véletlen vek-
tor eloszlasa a k-dimenzios standard normdlis eloszlas, ha a &1, ...,& valosziniségi
vdltozok fiiggetlenek, és mindegyik &; valdsziniségi valtozo, 1 < j < k, standard normdlis
eloszlasiu. FEkvivalens megfogalmazdsban azt mondhatjuk, hogy egy (&1, ..., &) véletlen

vektor eloszldsa a k-dimenzios standard normdlis eloszlds, ha e véletlen vektornak létezik
1 k
71 Ve .o Ve Ve 2 .. ,
sturiségfigguénye, és az az f(uy,...,ux) = ———= €xXp < —= > us p fligguény.
gfiigguény f(ua k) 2m)2 p{ 232 J}fgg y
Egy (m,...,nx) k dimenzids véletlen vektor k dimenzids normdlis eloszlasi vektor
nulla vdrhatd értékkel, ha e véletlen vektor eloszldsa megegyezik valamely (71, ...,7Mk) =
(&1, .., &) A k-dimenzids vektor eloszldsdval, ahol A egqy k X k méretd mdtrix, tovabbd
(&1,...,&k) eqy k-dimenzios standard normdlis eloszldsi véletlen vektor.
Egy (C1,-..,Ck) véletlen vektor k-dimenzids normdlis eloszldasu vektor, ha eloszldsa
megegyezik eqy (N1, ...,Mk) + (M1, ..., mg) véletlen vektor eloszldsdval, ahol (n1,...,Mk)
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eqy k-dimenzios normalis eloszldsu véletlen vektor, amelynek a vdarhato értéke nulla, és
(my,...,my) k-dimenzids determinisztikus vektor.

Késobb meg fogjuk adni a tobb-dimenzids normalis eloszlas mas ekvivalens jellem-
zését. ElGszor azonban megfogalmazunk egy a tobb-dimenzids centrélis eloszldstétel
kimondasahoz sziikséges késobb bizonyitandé eredményt.

Tétel a tobb-dimenzidés normalis eloszlas tulajdonsagairdl. Tekintsink eqy k-
dimenzios (n1,...,mk) = (&1, &) A+ (my, ..., my) normdlis eloszldsi valdszintiségi
vdltozot, ahol A egy k x k méretdi mdtriz, m = (mq,...,my) k-dimenzids (véletlentél
nem fiiggd) vektor és (&1,...,&k) egy k-dimenzids standard normdlis eloszldst véletlen
vektor. Akkor (ni,...,mk) m = (mq,...,my) vdrhatd értéki és D = A*A kovarian-
cta matrizu véletlen vektor. Tovabbd eqy k-dimenzids normdlis eloszldsu valdsziniiségi
vdltozo eloszlasdat meghatdrozza annak m varhato értéke és D kovariancia mdtriza.

Jegyezziik meg, hogy rogzitett D (szimmetrikus és pozitiv szemidefinit) métrixra
az A*A = D egyenletnek nem egyértelmi a megoldasa. Tekintsiink két kiilonb6zé
A és B métrixot, amelyre A*A = B*B. A fenti tétel szerint, ha tekintiink egy k-
dimenzids standard normélis eloszlasu (€1, . . ., &) vektort, illetve a segitségével definiélt
(€1,...,&)A és (&1,...,&)B véletlen vektorokat, akkor bar ez az utébbi két véletlen
vektor kiillonbozé, eloszldsuk megegyezik. Ugyanis mind a két (normélis eloszlasi) vek-
tor nulla varhato értékii és A* A = B* B kovariancia matrixi. Ez a tulajdonsag erésen ki-
hasznalja azt, hogy normalis eloszlast valészintliségi valtozokrdl van szé. Ennek tovabbi
fontos kovetkezményei vannak, amelyeket késébb targyalni fogunk.

A tobb-dimenzids normaélis eloszlas tulajdonsagairdl szolé valamint a kovarian-
cia métrixok jellemzésérol szolo tételekbdl kovetkezik, hogy béarmely (&q,...,&k) k-
dimenzids valésziniiségi valtozo esetén létezik olyan k-dimenziés normalis eloszlasu va-
16szintiségi valtozo, amelynek kovariancia métrixa és varhaté értéke megegyezik ennek
a (&1,...,&) valdszintliségi véltozonak a kovariancia matrixaval és varhaté értékével.
Tovabba ennek a k-dimenziés normalis eloszldsu valdszintiségi valtozonak az eloszlaséat
meghatdrozza a (&1, . .., &) valdsziniiségi valtozé kovariancia métrixa és varhaté értéke.
Erre az észrevételre sziikséglink van ahhoz, hogy lassuk: Az alabb megfogalmazott tobb-
dimenzids centrélis hatareloszlas értelmes allitas.

A t5bb-dimenziés centrilis hatdreloszlastétel. Legyenek £0) = (5@,..., @)

1 =1,2,..., fliggetlen, egyforma eloszlasu k-dimenzios valosziniiségi valtozok, amelyekre
2
teljesiil az Eﬁl(l) < 00,1 <1<k feltétel. Legyen a € = <§§1), ceey ,i”) vektor vdrhato

értéke BED) = (E&fl), . ,Eg,ﬁ”) , kovariancia matrixa pedig eqy D kxk méretd mdtriz.

Definidljuk az S = (Sgn), ey S,(cn)> =S¢l =¥ fgj), . 5,(5)) osszegeket,
j=1 j=1 j=1

n=1,2,.... Ekkor minden (z1,...,x) k-dimenzids vektorra érvényes a

n—oo

. 1 n n 1 n n
lim P(% (5§ ) _ BS! )> <x1,...,%<5’,{€ )~ BS¢ )> <xk) — ®p(a1,... 1)
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azonossdg, ahol ®p(xy,...,xx) a k-dimenzids nulla vdarhato értéki D kovariancia mdt-
rizd normdlis eloszldsfiigguény értéke az (x1,...,xx) pontban.

Megjegyezziik, hogy az egydimenzios esethez hasonléan, a tobb-dimenzids centralis
hatareloszlastételnek is létezik altalanositasa fiiggetlen nem feltétleniil egyforma eloszla-
st véletlen vektorok normalizalt 6sszegeinek hatareloszlasara nagyon altaldnos feltételek
mellett. Ezzel a kérdéssel azonban itt nem foglalkozunk.

A tobb-dimenzids centralis hatareloszlastétel bizonyitasa hasonld a klasszikus egy-
dimenzids esethez. Az ott bevezetett fogalmaknak és eredményeknek megadhatéak a
tobb-dimenziés altaldnositasaik, és a megfelel6 eredmények hasonléan bizonyithatéak.
Ezért csak a fogalmakat és az eredményeket fogom ismertetni. Kiilon érdemes hangsi-
lyozni, hogy a vizsgalatok soran bevezetjiik a tobb-dimenziés karakterisztikus fiiggvény
fogalmat, és a tobb-dimenzids karakterisztikus fliggvények vizsgdlata nagy segitséget
jelent a tobb-dimenzids normaélis eloszlasok viselkedésének megértésében is.

Tobb-dimenzids eloszlasfiiggvények eloszlasban valé konvergenciajanak a de-
finicidja. Legyen F, (x1,...,x), n = 1,2,..., k-dimenzids eloszldsfiggvények sorozata.
Azt mondjuk, hogy az Fy(x1,...,xk) eloszldsfigguények eloszlasban konvergadlnak egy k-
dimenzios F(x1,...,xr) eloszldsfiggvényhez, ha nh_)rr;o Fo(z1,...,21) = F(x1,...,7%) az

F(-) (hatdr)eloszldsfiggvény minden (z1,...,xy) folytonossdgi pontjdban.

Tétel az eloszlasban valé konvergencia jellemzésérol folytonos fiiggvények
segitségével. F,(uy,...,ux), n = 1,2,... k-dimenzids eloszldsfiigguények sorozata
akkor és csak akkor konvergdl eloszldisban egy F(uq,...,ux) k-dimenzids eloszldsfiigg-
vényhez, ha minden a k-dimenzids téren értelmezett folytonos, korldtos g(ui,...,ux)
fuggvényre teljesiil a

n—oo

lim [ g(uy,...,ux) Fp(dus,..., dug) = /g(ul,...,uk)F(dul,..., dug)

az0nossdg.

Megjegyzés: Mivel minden tobb-dimenzids normaélis eloszlas eloszlasfiiggvénye folytonos,
(bar nem feltétleniil van stirtiségfliggvénye) ezért a tobb-dimenzids centralis hatéarelosz-
lastétel azt mondja ki, hogy az ott tekintett normalizalt Osszegek eloszlasban kon-
vergalnak egy nulla varhaté értékii és megfelelé kovariancia matrixd normalis elosz-
lashoz. Jegyezziikk meg, hogy a tekintett normalizalt osszegek varhatd értéke és ko-
varianciamatrixa megegyezik egy a hatareloszlassal rendelkez6 véletlen vektor varhato
értékével és kovariancia matrixaval.

Az egydimenzids esethez hasonléan a fenti tétel és Weierstrass méasodik approximéa-
cids tétele (pontosabban annak to6bb-dimenzids altalanositdsa) segitségével eloszlasfiigg-
vények konvergenciajat jél lehet vizsgalni a karakterisztikus fiiggvények alabb bevezetett
tobb-dimenzids altaldanositasdnak a segitségével.

Tobb-dimenzios valdszintliségi valtozok karakterisztikus fiiggvényének a de-
finicidja. Legyen & = (&1,...,&;) k-dimenzids valdszindiségi valtozd valamely (2, A, P)
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valdsziniségi mezdn, és jelolje F(uq,...,ug) = P& < ui,..., & < ug), —00 < uj <
00, 1 <j<k,a&=(&,...,&) véletlen vektor eloszldsfigguényét. A € = (&1,...,&k)
k-dimenzios & valoszinidségi valtozonak a karakterisztikus fiigguénye a

o0 o0
o(ty, ... tp) = Eeitiéit+tnée) — / / ei(t1u1+~-~+tkuk)F(dul’___7duk)’
—o0 —00
—oo<tj<oo, 1<j<k,

fliggvény. Adva egy F(uq,...,u) k-dimenzids eloszldsfiggvény az F eloszlasfigguény
karakterisztikus fiigguényét is definidlni fogjuk mint eqy F' eloszldsu & = (&1, ...,&k) k-
dimenzids valdsziniségi vdltozé karakterisztikus fiigguényét. (Mivel a karakterisztikus
fliggvényt a (&1, ..., &) valdsziniségi valtozo eloszldsfigguényének a segitségével ki lehet
szamolni, ezért jogunk van egqy eloszlasfigguény karakterisztikus fligguényérdl beszélni.)

Tétel. Legyen F(xq,...,x) és G(x1,...,x) két eloszlasfigguéy, amelyek karakterisz-
tikus fligguényei megegyeznek. Ekkor F(xy,...,zr) = G(z1,...,xx) minden k-dimen-
2108 (x1,. ..,z ) vektorra.

Megfogalmazzuk az eloszlasfliiggvények és azok karakterisztikus fiiggvényei konver-
gencidja kozotti kapcsolatot leiré Alaptételnek nevezett allitas tobb-dimenzids valtoza-
tat.

Az eloszlasok konvergenciajardl szoléo Alaptétel tobb-dimenzios valtozata.
Legyen Fy(ui,...,ux), —0o < wu; < oo, 1 < j < k, k-dimenzios eloszldsfiiggvé-
nyek egy sorozata o, (ti,...,tx) = [ettimt -t B (quy ... duy) karakterisztikus
fiigguényekkel, n =1,2,.... Ha a @o(t1,...,tx) = nlirgo On(t1, ..., tx) hatdrérték létezik

minden —oo < t; < 0o, 1 < j <k, szamra, és a po(ti,...,ty) limeszfiggvény folytonos
az origoéban, akkor létezik olyan Fy(uq,...,uy) eloszlasfigguény a k-dimenzids térben,
amelynek a o(t1,...,tx) figguény a karakterisztikus fiiggvénye. Tovdbbd e feltétel tel-
jesilése esetén az Fp(uy,...,ux) eloszldsfigguények eloszlasban konvergdlnak ehhez az
Fo(uy, ..., ug) eloszldsfiggvényhez.

Megforditva, ha Fy(uy,...,ux), n=1,2,..., eloszldsfigguvényeknek egy olyan soro-
zata, amely eqy Fo(uq,...,uy) eloszldsfigguényhez konvergdl eloszlasban, o, (t1,. .., tk),
n = 1,2,..., jeloli az F(uy,...,ux), o(ti,...,tx) pedig az Fo(uy,...,ug) eloszlds-
fliggvény karakterisztikus fliggvényét, akkor po(t1,...,tg) = nILH;O On(ty, ... t,) minden
—o00 < t; < o0, 1< j <k, szamra. Tovabbd, ez a konvergencia egyenletes minden véges
intervallumban.

Ahhoz, hogy a fenti eredményeket hasznalni tudjuk a tobb-dimenzids centrélis
hatéareloszlastétel bizonyitdsaban ismerniink kell a tobb-dimenziés normalis eloszlasok
karakterisztikus fliggvényeit. Errol szol a kovetkezo eredmény.

Tétel a tobb-dimenziés normalis eloszasi valdszintiségi valtozék karakte-
risztikus fiiggvényérol. Legyen n = (n1,...,mx) = (&1,-..,&)A + (m,...,myg)
eqy k-dimenzids normdlis eloszldsi valdsziniségi vdltozé, ahol m = (mq,...,my) k-
dimenzios (determinisztikus) vektor, A = (a;;), 1 < j,1 < k, k x k méretd mdtriz,
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tovabba & = (&1, ...,&k) k-dimenzids standard normdlis eloszldsi véletlen vektor. Ekkor
az (N1, ...,nk) véletlen vektor karakterisztikus fligguénye a

k k k
. . , . g 1
i(tn) — peitinit+tene) — pi(t,m)—tA"At™/2 _ ; E . — = E E —y
FEe = Fe"\"t Kik) = e = exp z' 1tjmj P 2 1d’ltjtl
J: J: =

fliggvény, ahol (x,y) jeloli az x = (x1,...,x;) ésy = (Y1,...,yx) vektorok (z,y) =
k

> x;y; skaldrszorzatdt, t = (t1,...,t;), d;j1 az A*A kovariancia mdtrizdnak j-ik so-
j=1

raban, és l-ik oszlopdaban szerepld konstans. A D = A*A mdtriz megegyezik az n =
(M, ...,mk) véletlen vektor kovariancia mdtrizdval.

Bizonyitds:

Eeitn) — ReiltAGtm) _ iltm) poi(tA™€) _ giltim) o —tAT AL /2 _ (ilt,m)—tA"AL" /2,

s . _ k .
mert, ha tA* = = (f1,...,%), akkor Fe!tA"8) = Eeilhi&it+hle) — ] Feti& =

Jj=1

k 72 I * *
H e—tj/2 — e~ (H1)/2 — —tATALT/2
Jj=1

Az 7 véletlen vektor D = (d;;) kovariancia matrixdban a j-ik sor I-ik eleme d;; =

k k k k
Cov (n;,m) = Cov (Z ap,j&pr D Aqilq | = 2 ap,jap,lEg;% = 2 apjap, ésezaz ATA
p=1 g=1 p=1 p=1
matrix j-ik soraban és [-ik oszlopdban all6 elem. Ezért az n véletlen vektor kovariancia
matrixa a D = A* A matrix. Az nyilvanvald, hogy az 7 véletlen vektor varhaté értéke m.

Annak, hogy a tobb-dimenziés normalis eloszlasfiiggvény karakterisztikus fuggvé-
nyének ilyen az alakja van néhdny mind a valészinliségszamitasban mind a matematikai
statisztikdban nagyon fontos kovetkezménye. Ennek kifejtése az utolsé eloadas témaja
lesz.

Végiil leirjuk egy toébb-dimenzids normalis eloszlasu valdszinliségi valtozo siirtiség-
fliggvényét, illetve megadjuk, hogy mikor 1étezik ilyen striiségfiiggvény.

Tétel a tobb-dimenziés normalis eloszlasfiiggvények alakjardl. Legyen adva
eqy 1 = (M,...,nk) k-dimenzids normdlis eloszlasi valdszindiségi vdltozé, amelynek
m = (my,...,mg) = (En,...,Eng) a vdarhato értéke és D = (d;;), d;; = Cov (n;,m),
1 < 4,1 <k, akovariancia mdtriza. Az n k-dimenzios valdosziniségi valtozonak akkor és
csak akkor van sturiségfiuggvénye, ha a D kovariancia mdtrix invertdlhato. Ha a D ko-
variancia mdtriz invertdlhato, akkor azm = (n1,...,nx) véletlen vektor siriségfigguénye
az a kovetkezo alakii:

1 ~ *
f($):f($1,,$k): (27r)k/2detD1/2 exp{—(a:—m)D l(x_m) /2}7
ahol x = (z1,...,71) € RF k-dimenzids vektor.

9



Bizonyitds: Az n = (n1,...,m) véletlen vektor eloszldsa megegyezik egy olyan 7 =
(M, osmi) = (&1, -+ E) A+ (M, ..., my) véletlen vektornak az eloszldsaval, amelyikre
&5, 1 < j <k, fiiggetlen standard normalis eloszlast valészintiségi valtozdk, és D = A* A.
Jegyezziik meg, hogy a linearis algebra standard eredményei szerint az A és A* métrixok
egyszerre invertalhatéak vagy nem invertalhatoak, és a D = A* A matrix akkor és csak
akkor invertalhatd, ha az A matrix invertalhaté. Ezért, ha a D matrix nem invertalhato,
akkor az n vektornak nincs stirtiségfiiggvénye, ha pedig a D matrix invertalhato, akkor
a kovetkezé moédon szamolhatunk:

Alkalmazva az * = yA + m transzforméciét & = (&1,...,8k), © = (1,...,Tk),

, 1 o, )
y=(Y1,---,Uk) éso(y) = (Y1, ..., Yk) = We_(y%Jr"'”z)/? jeloléssel kapjuk, hogy

tetsz6leges mérheté B C R* halmazra

P(feB)=PneB)=P(e(B-m)A™!) = (y) dy

/ ;
(y17"'ayk)€(B_m)A_1

! ¢ ((z—M)A™) da

N |detA| (a:l,...,wk)EB

alaku, ahol | det A| az z = yA + M leképezés Jacobian-ja.
E formulabdl kiolvashatd, hogy a vizsgalt normalis eloszlasu valdszinliségi valtozd

stirtiségfiiggvénye a ((x — m)A‘l) fiiggvény. Annak érdekében, hogy bebizo-

¥
| det A|
nyitsuk a tételt vegyiik észre, hogy mivel D = A* A, ezért det D = det A* det A = det A2,
ezért | det A| = det DV/2, és

1 r—m)A~ (x —m)A!
© ((ZC - m)A ) — (27T1)k/2 exp {_(( ) 2( ) )}
1 {_(:/U—m)A_1 (A_l)*(x—m)*}
= @ exp 5
1 (x —m)(A*A) " (x — m)*
ICORCR {‘ 2 }
1 (x —m)D~ Yz —m)*

G R { 2 2

mert A~! (A_l)* = A1 (A*)"" = (A*A)"". Innen kovetkezik a Tétel sllitésa.

Megjegyzés: Egy tobb-dimenzidés normaélis eloszlasu valdszintiségi valtozé karakterisz-
tikus fliggvényét megado képletben a kovariancia matrix szerepel, mig a stirtiségfiigg-
vényét megado képletben a kovariancia matrix inverze. Mivel a karakterisztikus fligg-
vény kiszamolasaban nem kell invertalni a kovariancia matrixot, ezért a karakterisztikus
fliggvény segitségével konnyebb vizsgalni a normalis eloszlasfiiggvények tulajdonsdgait.
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