Az aprilis 8.-i el6adashoz kapcsolodd gyakorlat feladatai
Feladatok:

1. Ha & standard normalis eloszlasu valészintiségi valtozo, m, o valds szamok, akkor az
o€ +m valésziniiségi valtozé varhaté értéke m szérasnégyzete o2, siirtiségfiiggvénye
pedig g(u) = ! e~ (u=—m)*/20%

V2r|o]|
Megoldds: E(c&é +m) = ocE+m =m, és Var (0€ +m) = 0?Var¢ = 2. Tovabb4,
az elozo feladat eredménye alapjan a o€ +m valdszintiségi valtozo siriségfiiggvénye
1 r—m 1 2
az f(z) = — — |, ahol ¢p(x) = —x7/2
) = oo (). o o) =

fliggvény. Innen kovetkezik a feladat allitasa.

e , a standard normalis stiriiség-

Hazi feladat:

Szamitsuk ki egy A paraméterii exponencidlis eloszlasu valdszintiségi valtozd mo-
mentumait, azaz egy olyam valdszinliségi valtozé6 momentumait adjuk meg, mely-
nek stirtiségfiiggvénye f(z) = e ™, ha z >0, és f(z) =0, haz < 0.

2. Mutassuk meg, hogy egy exponencidlis eloszlasi & valdszintiségi valtozé teljesiti a
kovetkez6 tigynevezett orokifju tulajdonsagot:

P >z+yl>y) =PE>x)

minden x > 0 és y > 0 szamra.

Megoldds: Mivel P(¢ > u) = e~** minden u > 0 szdmra, ezért P(¢ > x + y|¢ >
—A(z+y)
e

y) = — =e M =P(£>2).

Nem kételezé hazi feladat:

Ha egy £ valdszintiségi valtozo teljestiti az orokifja tulajdonsagot, akkor az expo-
nencialis eloszlasu.

Segitség: Azt kell beldtni, hogy amennyiben P(¢ > z +y) = P(§ > z)P(£ > y)
minden x > 0 és y > 0 szdmra, akkor P(¢ > x) = e~ minden = > 0 szémra.
P

Legyen P(¢ > ) = e M®? valamely > 0 szdmra. Lassuk be elészor az y = g

alaki szamokra, ahol p és ¢ pozitiv egész szamok, hogy P(€ > y) = e @)Y, Vigiil,
mivel P(£ > x) monoton csékkend fliggvény, ezért A\(z) = A.

3. Mutassuk meg, hogy létezik olyan & valészintiségi valtozé teljesiti a kovetkezo szu-
per orokifju tulajdonsagot:

P>z +yl¢>y) > P> )
minden z > 0 és y > 0 szamra.
Megoldds: Legyen a & valésziniiségi valtozé olyan, hogy P({ > z) = e V% ha
r>0¢é P >2) =1, hax <0. Ekkor P(( > o+ ylx > y) = e VZTVTVY,

1



ha z > 0, y > 0. Ezért elég megmuatatni, hogy e V*H¥+Hv¥ > e=V¥ illetve hogy

Vr+y <o+ /Yy, hax>06é y > 0. Ez az egyenlStlenség viszont (négyzetre
emelés utdn) konnyen lathato.

Adjuk meg a [0,1 X --- x [0, 1] k-dimenziés egységkockan egyenletes eloszlas elosz-
lasfliiggvényét.

Tekintsiik a sikon a (0,0), (0,1) és (1,0) csucspontok altal meghatarozott K héa-
romszogon az egyenletes eloszlast. Adjuk meg ennek eloszlasfliiggvényét.
Megoldds: A [0,1]x---x]0, 1] k-dimenzids egységkockéan egyenletes eloszlasi val6szi-
niiségi véltozé eloszlasa az F(x1,...,x) = G(x1) - - - G(zy) fiiggvény, ahol G(z) =
0,haz<0,G(z)=2z,ha0<z<1,éG(x)=1hax>1.

A tekintett haromszogoén definidlt egyenletes eloszlas H(z,y) eloszlasfiiggvénye,
H(z,y) =0, hax < 0vagy y < 0. H(z,y) =1, ha > 1és y > 1. Definidlni
kell még a H(x,y) eloszlasfiiggvényt abban az esetben, ha 0 <z <1és0<y < 1.
Ebben az esetben H(z,y) = 2A([0, 2] x [0, y]NK). innen H(x,y) =2y, ha0 <z <1
és0<y<l,ésax+y<1. HO0<z2z<1é&0<y<1,éx+y >1, akkor

1
H(z,y) =2y — 5@ +y—1)%

Legyenek &1, ...,&n, &ntts - - - Enrm fUggetlen valdsziniiségi valtozok, g(xq, ..., xy)
n-véaltozds (mérhetd) fliggvény, n = g(&1,...,&,). Mutassuk meg a Fubini tétel
segitségével, hogy 1,&n41, - -, Entm fliggetlen valdszintiségi valtozok.

Megoldas: Rogzitsiink valamilyen zg, x1,...,x,, szdmokat. Definidljuk ezek segit-
ségével a hj(u) =1, ha u < z;, hj(u) =0, ha u > z, 1 < j < m, fliggvényeket,
valamint legyen ho(ui,...,u,) = 1, ha g(u,...,u,) < o, ho(u1,...,u,) = 0,
ha g(ui,...,up) > xo. Jelolje Fj(-) a &; valdszintiségi valtozé eloszlastiiggvényét.
Ekkor a Fubini tétel alapjan

P(n < x0,&nt1 < Tntts- - &ntm < Tontm)

= /ho(ul, . ,un)hl (un+1) . hn+m(un+m)F1(du1) . Fn+m( dun+m)

/ho(ul, . ,un)Fl(dul) .. Fn(dun)

/hl(un—i—l)Fn—i—l(dun—l—l) e / hm(un—i—m)Fn—i—m( dun+m)

P(n <0)P(&nt1 < Tng1) -+ Pl&ngm < Tngm),

ahonnan kovetkezik a feladat allitasa.

Legyenek &1, ...,¢&, fliggetlen valdszinliségi véltozok, és legyen a £;, 1 < j < n,
valoszintiségi véltozonak stirtiségfiiggvénye, és jeloljitk az f;(-)-vel. Lassuk be a
Fubini tétel segitségével, hogy a (&1, ...,&,) véletlen vektornak is van siiriiségfligg-
vénye, és az az f(uy,...,up) = f1(u1) -+ fn(u,) fiiggvény.

Megoldas: Rogzitsiink valamilyen xg,x1,...,z, szamokat, és definidljuk ezek se-
gitségével a hj(u) =1, ha u < zj, hj(u) =0, ha u > 2 1 < j < n, fliggvényeket.
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Ekkor
P& <y, & <my) =P <xp)--- P& < y)

:/hl(u)fl(u) du-~-/hn(u)fn(u) du

=/---/h1<ul>fl<u1>---hn<un>fn<un>du1.-- du,

:/_:.../_Zfl(ul)...fn(un)dul...dun

ahonnan kovetkezik a feladat dllitdsa.

1
. Legyen & és n két fiiggetlen, a {—5, 51 intervallumban egyenletes eloszldsi valoszi-

1
niiségi valtozd, azaz legyen & és n siirliségfiiggvénye f(z) = 1, ha ~3 <z< o és
f(x) = 0 egyébként. Szamoljuk ki £ 4 7 siiriiségfliggvényét.

Megoldds: A £+ valészintiségi véaltozo stirliségfiiggvénye a g(z) = [ f(y)f(z—y) dy

11
fiiggvény, ahol f(x) a {—5, 5} intervallumban egyenletes eloszlas sﬁrﬁségfiiggvénye.
. 1 1, 1 1 1
Ezért f(y)f(z —y) =1, ha—§ <y< 56 35 <z-—y< 5 828z —5 +rx<y<
1
3 +x, és nulla egyébként. Ez azt jelenti, hogy a £ +n Osszeg g(x) siirliségfiiggvénye
‘ 11 1 1 , .
az x pontban megegyezik a |—=, = | N |—= + 2, < 3 + x| intervallum hosszaval.

272 2
Ha |z| > 1, akkor a fenti metszet iires, ezért ebben az esetben g(z) =. Ha0 <z <1,

1
akkor ez a metszet a [—5 + x, 5} intervallum, és ennek hossza 1 — x, azaz ebben
272
intervallum amelynek hossza 1 +x =1 — |z|, azaz g(x) = 1 +x = 1 — |z| ebben az
esetben. Ez azt jelenti, hogy g(x) =1 — |z|, ha |z| <1, és g(z) =0, ha = > 1.

11
az esetben g(z) = 1 —2z. Ha —1 < x < 0, akkor ez a metszet a {—— = +m]

Megadunk egy masik geometriai érvelésen alapulé megoldast is, amelyik a korabban
targyalt geometriai érvelésen alapul.
Szamitsuk ki el6szor a & + n valésziniliségi valtozé G(x) eloszlasfliiggvényét. De-
11 11
finidljuk a K = {—5 2} [—5, 5} négyzetet, és jelolje A a Lebesgue mértéket,
azaz a teriiletet a sikon. Ekkor a sik tetszdleges A C R? mérhetd részhalmazdra
igaz az, hogy P(({,n) € A) = A(AN K). Specidlisan, G(z) = P({ +n < z) =
MK N {(u,v): u+v < z}). Ha z < —1, akkor G(x) = 0, ha —1 < z < 0,
akkor G(x) a (—%, —%), (—%, % + 93) ( + x, ——) pontok altal meghatdrozott
héromszog teriilete 1 (1+z)2. Hasonléan haz > 1, akkor G(z) =1. Ha0 <z <1,
akkor a G(x) eloszlasfuggveny megegyezik annak a poligonnak tertiletével, amelyet
ugy kapunk, hogy a K négyzetbdl kihagyjuk a (%, %), (%, —% + x) és (—% + x, %)
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pontok dltal meghatarozott hdromszoget. Ezért G(x) = 1—1(1—z)? ebben az eset-
ben. A G(x) fiiggvényt derivalva kapjuk, hogy g(z) =0, ha |z| <1, g(x) =1+ =z,
ha -1 <2 <0,ésg(x)=1—x,ha0<z<1.

. Legyenek & és & fiiggetlen exponencialis eloszlast valdszintiségi valtozok, azaz
legyen stirtiségfiiggvényiik f(z) = e ™™ ha = > 0, és f(x) = 0, ha = > 0.
Szamitsuk ki & + & stirtiségfiiggvényét.
Altaldnosabban, legyenek &1, ...&,, fiiggetlen exponencidlis eloszlasu valdszinliségi
valtozok A > 0 paraméterrel. Szamitsuk ki & + - - - + &, slirliségfiiggvényét.
Megoldds: Ki kell szdmolnunk az f x f(z) illetve f - -- % f(z) konvolucidkat a fenti
——

m—szer
f(x) strtiségfiiggvénnyel. Mivel f(x) = 0, ha < 0, a konvoluciét meghatérozé
integralban szereplé f(y)f(x — y) integrandus nulla, ha y < 0 vagy x —y < 0.
Innen a konvoluciot definidlé integral csak x > 0 esetén lehet nulla, az z < 0
esetben f(y)f(x —y) > 0 minden y-ra nulla, és x > 0 esetén az f(y)f(z —y) >0
integrandus csak 0 < y < x esetén nem nulla. Innen a &; + & valdszinliségi valtozo
stirtiségfiiggvénye fo(x) = f x f(z) x < O-ra fo(z) =0, és

fola) = f + f(z) = / F) f (@ — ) dy = / Ae M AED) gy

0

= / A AT dy = )\2236_)\x, ha x > 0.

0

Hasonléan, ha f,,(z) = f*---x f(z) jeloli & + --- &, slrliségfiiggvényét, akkor
—_—

fm(z) = 0 minden m > 1 szdmra, ha = < 0. Azt allitjuk, hogy fn(x) =
)\mxm—l

(m —1)! °
azt, hogy fi—1* f(z) = fin(x) a fent definidlt f,, fliggvényekkel. Viszont

A ha x > 0. Ezen 4llitds bizonyitdsihoz elég belatni teljes indukciéval

Ae e Mz—y) dy

s 5@ = [ huafe =gy = [

x m—2 A m—1
:/\me)‘m/ yidyze*’\xxi, ha z > 0.
o (m—2)! (m—1)!

Masrészt f,(z) =0, ha z <0.

. Legyen & exponencidlis eloszlasu valészintiségi valtozé A = 1 paraméterrel, azaz
Fz)=P¢<x)=1—e* hax >0, F(z)=P({ <) =0, ha z <0. Szdmitsuk
ki a & + &2 valdszintiségi véaltozoé eloszlds és siirtiségfiiggvényét.

Megoldds: Jelolje G(x) a & + &2 valészinfiségi valtozé eloszlasfiiggvényét. Ekkor
a G(z) = P({w: £(w) + €2 (w) < x}) eloszlasfiiggvényt kell kiszdmolni az F(z)
eloszlasfiiggvény ismeretében. Viszont, ha ismerjik egy & valdszintliségi valtozéd
eloszlasfiiggvényét, akkor az meghatarozza a P(w: {(w) € B) halmazok valdszi-
niiségét minden ,,szép”, azaz Borel mérheté B halmazra. Vegyilk észre, hogy
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10.

11.

jelen feladatban is ilyen jellegli problémat kell megoldani. Az ebben a feladat-
ban megjelené B halmaz egyszerli szerkezetii, és ezért ez a feladat kénnyebben
megoldhaté. Tekintsiik az A(w,r) = {w: {(w) + £(w)? < z} halmazokat. Ezek
valésziniiségét kell kiszdmitanunk. Ennek érdekében tekintsiik az B(x) = {y: y +
y? < z} hamazt. Vegyiik észre, hogy B(z) = {y: y1(z) < y < w2(z)}, ahol

—-1—-v1+4x , —1+V1+4x
2

és yo(z) = 5 az y?> +y = x egyenlet kisebb

yi(z) =
és nagyobb megoldésa, és A(w,z) = {w: y1(x) < {(w) < y2(z)}. Innen G(x) =

P ({w: y1(z) < &(w) <ya(2)}) = F(y2(2)) — F(yi(x)). Ezért a £ +¢2 valdszintiségi
valtozé eloszlasfiiggvénye a G(z) = P (y1(x) < € <wya(x)) = P({ <y2(z)) =1 —

1—+v14+4
e ¥2(®) =1 — exp{#}, ha x > 0, és G(x) = 0, ha z < 0 fiiggvény. A
€ + €2 valészinfiségi valtozé g(-) stirliségfiiggvénye ennek derivéltja, azaz g(z) = 0,

1 1—+v1+4x n >0
————expy ——— ¢, hax > 0.
v1+4x 2

Tekintstink két a méasodik eléadason targyalt feladatot, amelyet annak idején ge-
ometriai meggondolasok alapjan oldottunk meg. Megmutatjuk, hogy ezek a felada-
tok megoldhatdak a most targyalt konvolucié segitségével is.

haz <0, és g(z) =

Két ember 8 és 9 6ra kozott megjelenik egy téren egymastol fliggetleniil és egyenletes
eloszlasal. Mind a kettd félorat var a masikra, és ha az addig nem jon, akkor
hazamegy. Mi a valészinlisége annak, hogy talalkoznak?
Megoldds: Jelolje &;, j = 1,2, azt a valdsziniliségi véltozot, amely azt adja meg, hogy
hany (0 és 1 kozotti szammal kifejezhetd) 6raval 8 6ra utén jelent meg a j-ik ember
a helyszinen. Ekkor &; és &, fliggetlen a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszlasi
valoszinliségi valtozok. Minket a —% < & —& < % események valdszinlisége
érdekel. Az F(u) = P(& — & < u) eloszlas stirliségfiiggvénye a g(u) = f1 * fa(u)
konvolicié, ahol fi(u) = 1, ha 0 < u < 1, fi(u) = 0, kiilénben, fa(u) = 1,
ha —1 < u < 0, fa(u) = 0 kiilénben. Ekkor a minket érdeklé mennyiség az
1/2
F(3)-F(-3)= / g(u) du integral. Tovabba,
—-1/2

g(x) = fi* fo(z / fi(u)fo(x —u du—/ fu)f(x—u)du, —oco <z < o0,

aholf(u)zl,ha%gugé,f(u):O,hauz

1
5.
Az 6t6dik feladat megoldasdban lattuk, hogy g(

u)=1—u,ha0<u<lg(u) =
1/2 3
1+u, ha =1 <u<0. Innen F (35) — F(—3) :/ (1= ful) du = 7.
—-1/2
Két botot véletlenszeriien, egyenletes eloszlassal eltoriink. A két rovidebb darabot
Osszeragasztjuk. Mi az igy kapott 4j bot hosszanak az F'(u) eloszldsfliggvénye?

Negoldds: Jelolje §;, j = 1,2, azt a valoszinliségi valtozot, amely azt adja meg, hogy
a j-ik bot révidebb végének mi a hossza. Ekkor &7, és & fliggetlen valdszintiségi
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véltozok, melyek siirliségfiiggvénye az az f(-) fiiggvény, amelyre f(z) = 2, ha 0 <
x < %, és f(z) = 0 egyébként. Minket a & + & valdszinliségi valtozé eloszlasa
érdekel. Viszont &; + & siirliségfiiggvénye g(x) = f* f(x), ahonnan g(z) =2 — |2 —
4z|, ha 0 < z < 1, g(z) = 0 kiillénben. Ezt kiintegrdlva megkapjuk az eredményt,
amelyet a a kovetkez6 képletek adnak meg: F(u) = 0, ha u < 0, F(u) = 1 — 2u?,
ha0<u< %, Fu)=1-2(1-u)? =4u—2u?—1, ha % <wu<1. Hawu>1, akkor
F(u) =1.



