Az aprilis 1-i el6adashoz kapcsolédo gyakorlat feladatai
Feladatok:

1. Altalanos valészintiségi valtozdk esetében is érvényes a

inf  E(¢— M)* = Var¢

—oco< M < oo

azZonossag.
Megoldas: A diszkrét valészinliségi véaltozok esetéhez hasonléan érvelhetiink.

E(§ — M)* = E(§ - B¢ + (Bém))? = B(§ — E€)? + (B — M)? > Varg,

és M = F¢ esetében azonossig érvényes.

2. Legyen & valészintiségi valtozd f(u) strliségfiiggvénnyel, a és b valés szamok. Ha-
tarozzuk meg az n = aé + b és ( = €2 val(’)szin{iségi valtozok stlirtiségfiiggvényét.
Megoldds: Legyen F(z) = P({ < x) f f(u)du a & valdsziniiségi valtozd
eloszlasfiiggvénye. Ekkor az n = a& + b Valoszmusegl valtozd eloszlasfiiggvénye a

G(z)=Pn<z)= P< xa—b) =F (x;b) fiiggvény, ha a > 0, és G(x) =

b b
Pn<x)=P (§ > 7 ) =1-F (m ), ha a < 0. Innen 7 stirtiségfiiggvénye
a a

o) d(;ix) _ \ai|f (xa—b>

A ¢ = €2 valészintiségi valtozé eloszlasfiiggvénye

G(r) = P& <z) =P (Vo <&< V) =F (Vz) - F (—Vx),
ha x > 0, és G(x) = 0, ha = < 0. Innen derivélassal ( stirliségfiiggvénye g(z) =

1
Oz (f (Vz) + f(=V7)).

Hadzi feladat:

Legyen egy & valdszintiségi valtozénak f(z) sliriségfiiggvénye. Szamitsuk ki &3 és
&4 stirliségfiiggvényét.

3. Ha ¢ standard normalis eloszlasi valoszinliségi valtozé, m, o valds szamok, akkor az
o€ +m valésziniiségi valtozé varhaté értéke m szérasnégyzete o2, stirliségfiiggvénye

]_ 2 2

edi u) = ——e(umm)7/ 207
Megoldds: E(c&+m) = ocE+m =m, és Var (6€ +m) = o0?Var{ = 2. Tovabb4,
az el6zo feladat eredménye alapjan a o€ +m valdszintiségi valtozo stirtiségfiiggvénye

oz f(z) = H (x_am>,ahol<p(x):\/12_7r

fliggvény. Innen kovetkezik a feladat allitasa.

4. Ha ¢ standard normalis eloszlast valészintiségi valtozé, akkorEE2F—1 = 0, E¢?F =
1-3---(2k —1) minden k£ =1,2,... szdmra.

—2?/2

e , a standard normalis stiriiség-



Szamitsuk ki egy A paraméterii exponencidlis eloszlasu valészintiségi véaltozé mo-
mentumait.
Megoldas:

oo 1 2
Fe2k—1 _ / p2k—1 e~ /2 dg = 0,
¢ U

mert az integrandus paratlan fiiggvény. Masrészt parcidlis integralassal f(x) =

1 2 d 1 2
me*“ /2 = e (—\/ﬁex /2> kapjuk, hogy

22kl és g(a) =

e 1 2 & 1 2
E&? = 22k —_zﬁe_m 12 dy = / (2k — 1)x2k_2—_27re_x /2 dx

= (2k — 1)E€*+ 2,

Innen k szerinti indukciéval kapjuk a feladat masodik allitasat.
Hazi feladat:

Szamitsuk ki egy A paraméterii exponencialis eloszldsi valészintiségi véaltozé mo-
mentumait, azaz egy olyam valdszintiségi valtozé momentumait adjuk meg, mely-
nek sfirtiségfiiggvénye f(x) = Ae™*, ha z >0, és f(x) =0, ha = < 0.

. Mutassuk meg, hogy egy exponencidlis eloszlasi & valdszintiségi valtozé teljesiti a
kovetkez6 tigynevezett orokifju tulajdonsagot:

P >x+yl>y)=PE>m)

minden x > 0 és y > 0 szamra.

Megoldds: Mivel P(¢ > u) = e~** minden u > 0 szdmra, ezért P(¢ > x + y|¢ >
6_>‘(5E+y)
Y) = ——— = = P(£ > 2).

e~
Nem kotelezé hdzi feladat:
Ha egy & valdszinliségi valtozo teljestiti az orokifju tulajdonsagot, akkor az expo-
nencialis eloszlasu.

Segitség: Azt kell belatni, hogy amennyiben P({ > z + y) = P(§ > z)P(§ > y)
minden = > 0 és y > 0 szdmra, akkor P(¢ > z) = e~ minden x > 0 szdmra.
Legyen P(¢ > ) = e~ ®)% valamely z > 0 szdmra. Léssuk be elészor az y = ga:

alaki szamokra, ahol p és ¢ pozitiv egész szamok, hogy P(§ > y) = e M@V Végiil,
mivel P(§ > x) monoton csékkend fliggvény, ezért \(z) = A.

. Mutassuk meg, hogy létezik olyan & valészintliségi valtozé teljesiti a kovetkezo szu-
per orokifju tulajdonsagot:

P>z +yll>y) > P> x)
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minden z > 0 és y > 0 szamra.

Megoldas: Legyen a & valészinliségi valtozé olyan, hogy P(§ > x) = e V7 ha
x>06s P(¢€ >x) =1, haxz < 0. Ekkor P(§ > x4 ylz > y) = e VoTIHVY,
ha z > 0, y > 0. Ezért elég megmuatatni, hogy e~ V*t¥Hv¥ > ¢=V¥ illetve hogy
VZF+y <+Vzr+./y,haz>0¢éy >0 EzazegyenlStlenség viszont (négyzetre
emelés utdn) kénnyen lathato.

Adjuk meg a [0,1 x -+ x [0, 1] k-dimenzids egységkockan egyenletes eloszlds elosz-
lasfliggvényét.

Tekintsiik a sikon a (0,0), (0,1) és (1,0) cstucspontok &dltal meghatarozott K ha-
romszogon az egyenletes eloszlast. Adjuk meg ennek eloszlasfiggvényét.
Megoldds: A [0,1x---x[0,1] k-dimenzids egységkockan egyenletes eloszlasi val6szi-
niiségi véltozo eloszlasa az F'(x1,...,xx) = G(x1) - - - G(z, figgvény, ahol G(z) = 0,
haz <0,G(z)=x,ha0<z<1,éG(z)=1 hax>1.

A tekintett haromszogoén definidlt egyenletes eloszlas H(z,y) eloszlasfiiggvénye,
H(z,y) =0, haz < 0vagy y < 0. H(x,y) =1, ha > 1 és y > 1. Definidlni
kell még a H(z,y) eloszlasfiiggvényt abban az esetben, ha 0 <z <1és0<y < 1.
Ebben az esetben H (z,y) = 2A([0, 2] x [0, y]NK). innen H(x,y) =2y, ha0 <z <1
és0<y<l,ésax+y<1 HO0<z2z<1é0<y<1 éx+y >1, akkor

H(z,y) =2y — %(%Ly— 1)%.

Legyen egy (£1,&2) véletlen vektor eloszldsa az F(xi,x9) = P(& < x1,& < 2)
fliggvény, —o0 < a1 < by < 00, —00 < ay < by < oo valés szamok. Fejezziik
ki az F(x1,z2) eloszlasfiiggvény segitségével a P(a; < & < by,as < & < by),
Pay <& <bj,as <& < by) és Pla; < & < by,as < & < by) valdsziniiségeket.
Megoldds: Elészor azt megmutatjuk meg, hogy P(a; < & < bi,as < & < by) =
F(bl, bz)—F(bl, ag)—F(al, b2)+F(a1, ag). Valéban, F(bl, bz)—F(bl, ag) = P(fl <
bl,ag < 52 < bg), és F(al,bg) — F(al,ag) = P(fl < ay,a0 < 52 < bg) Ezt a két
azonossagot kivonva egymasbol megkapjuk a kivant allitast.

1 1
Pla; <& <bj,az <& <by) = lim P(a1§§1<b1+ﬁ,a2§§2<bz+g)

1 1 1 1
= lim (F (bl+—,b2+—) —F<b1+—,a2> —F(al,b2+—) —|—F(a1,a2))
n— oo n n n n

1 1 1
= lim F(bl+—,b2+—> — lim F(b1+—,a2)
n n n

n—oo n—oo

1
— lim F (al,b2—|— —) —|—F(CL1,CL2).
n

n—oo

Jegyezziik meg, hogy az eloszlasfiiggvény tulajdonsigaibdl kovetkezik, hogy a felirt
hatarértékek, példaul a lim F (b1 + %, bs + %) kifejezés valoban létezik.
n—oo

Hasonléan,
) 1 1
Pla; <& <biyas <& <by) = lim P(a1+ﬁ§€1<bl,a2+5§fz<bz)
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1
= lim F(bl,bg)—F<b1,a2+—>
n

n—oo

1 1 1
— lim F (al + —,bz) + lim F (al + —, a9 + —).
n— 00 n n— o0 n n

9. Legyen az F(x1,...,x) = P(§& < x1,...,& < zi) fuggvény a (&1, ...,&k) véletlen

vektor eloszlasfiiggvénye. Mutassuk meg a varhaté érték additivitasanak felhasz-
nalasdval (és alkalmas halmazok indikéatorfiiggvényének a bevezetésével), hogy

P((a; <& <bj, 1<j<k)= > (=) F(uy,. .. u),
u;= a; vagy b;
G=1,....k
ahol ¥ (u1,...,u) jeloli az a;-k szdmat az uq, ..., uy sorozatban.
Megoldds: Adva valamely wuq,...,ux szamok, definidljuk a

Blur, .. ug) = {(try- o ta): b < sy 1< j < k)

halmazt, és legyen X p(u,,....us) (W) az {w: (&1(w), ..., & (w)) € B(uy,...,ux)} hal-
maz indikatorfiiggvénye. Legyen tovabba xk(w) az {w:a; <& <b;, 1 < j <k}
halmaz indikatorfiiggvénye. Elég megmutatni, hogy

XK(W) = Z (_l)w(U1’W’Uk)XB(ul,...,uk)(w)a

u;= a; vagy b;
j=1,...,k

mert véve ezutan mind a két oldal varhato értékét megkapjuk a kivant azonossagot.
Az is vildgos, hogy {w: a; < §&; <bj;, 1 < j <k} esetében a bizonyitand6 azonossag
mind a két oldala 1-gyel egyenl6. Azt kell észrevenni, hogy ekkor a jobboldalon a
XB(bs,...br) (W) tag 1, és az Osszes tobbi tag a jobboldalon nulla.

Ha w € Q olyan, hogy az a; < & < b; egyenl6tlenségek nem teljesiilnek min-
den 1 < j < k indexre, akkor a baloldal nulla. Azt kell belatni, hogy ugyanez
érvényes a jobboldalon. Vildgos, hogy a jobboldal nulla, ha §;(w) > b; valamilyen
j indexre. Azt az esetet kell még nézni, amikor {;(w) < b; minden 1 < j < k
indexre, bizonyos j indexekre a; < & < b;, de létezik legaldbb egy olyan [ in-
dex, melyre {; < a;. Legyen L a legkisebb ilyen index. Ha parositjuk az olyan
(—1)1/’(“1""7“k)x3(u1VWM)(w) kifejezéseket, melyeknek az wu; koordinatatai mege-
gyeznek j # L esetben, de u; = ap a par egyik és u; = by a par masik tagjara,
akkor az 0sszes ilyen par hozadéka zéréd. Ezért az azonossag ekkor is érvényes, mert
mind a bal mind a jobboldal zér6 ebben az esetben.



