A szeptember 24.-i el6adashoz kapcsol6do gyakorlat feladatai

1. Legyen £ és n két fliggetlen valészintiiségi valtozo, & standard normalis eloszlasfiigg-
—22/2

vénnyel, azaz ¢(x) = e sturliségfiiggvénnyel, n pedig legyen egyenletes

eloszlasu a [0, 1] intervallumon. Szdmitsuk ki £ 4 7 stirliségfliggvényét.

Megoldds: Jeldlje f(z) = 1, ha 0 <z < 1, f(x) =0, haz > 1 vagy x < 0
az egyenletes eloszlas sirtiségfiiggvényét, g(x) £ + n keresett siiriiségfiiggvényét.
Ekkor
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ahol ®(x) a standard normalis eloszlasfiiggény. (Ezt az integralt nem lehet zart
alakban kiintegralni, ezért ezt a kifejezést tekinthetjiik végeredménynek is.

2. Mutassunk példat F,,(z) eloszlasfiiggvények olyan sorozatéra, melyek eloszdsban
konvergalnak a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszls eloszlasfliggvényéhez, mind-
egyik F,,(x) eloszlasfiiggvénynek van f, (x) stirtiségfiiggvénye, és ezek a slirtiségfligg-
vények majdnem minden x pontban a nulldhoz tartanak. (A feladat mondanivaldja
az, hogy az eloszlasfliiggvények konvergenciajabol nem kovetkezik a stirtiségfiiggvé-
nyek konvergencidja. Azt, hogy az ellenkez6 irdnyban mas a helyzet a feladatot
kovet6 nem kotelez6 hazi feladat mondja ki.)

Megoldds: Definidljuk az F,(z) eloszlusfiiggvényt a kovetkezd§ médon: Legyen
Fo(r) = k27" a [k27", (k + 1)27" — 27197] intervallumokon, k = 0,1,...,2" — 1,
F(z) =1, hax > 1, F(z) =0, ha x < 0, és legyen az F(x) fiiggvény linedris a
(k+1)27"—2710n (k4+1)27"] k = 0,1, ...,2" = 1 intervallumokon. Ekkor az F,,(x)
eloszlassiiggvények nyilvan konvergélnak az [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlas
eloszlasfiiggvényéhez. Mésrészt az F),(x) eloszlasfiiggvény stirtiségfiiggvénye a [0, 1]
intervallum egy 1—2°" mértékfi részhalmazan nulla, (a maradék 272" mértékfi hal-
oo
mazon 29".) Mivel Y 279" < oo, ezért a Borel-Cantelli lemma szerint a (Lebesgue
n=1
mérték szerint) majdnem minden z szamra az f,(z) siiriiségfliggvény véges sok n
indexet kivéve nulla, és az ilyen x szamokra nlg]go fn(z) = 0. Innen kovetkezik a

feladat allitasa.
Nem kételezé hazi feladat:

Tegyiik fel, hogy g, (x) stirtisségfliggvények egy sorozata majdnem minden x pont-
ban konvergdl egy g(x) striiségfiiggvényhez. Léssuk be, hogy ekkor a G, (z) =
I o 2gn(u) du eloszlésfiiggvények konvergdlnak a G(x) = [ _ zg(u)du eloszlis-
fliggvényhez.

3. Legyen ¢ standard normadlis eloszlasu valdszinliségi valtozd, azaz legyen slirliség-

1
fiiggvénye a () = me‘“ﬁ/ 2 fiiggvény, és legyen t valés szdm. Szamoljuk ki az



e'€ valészintiségi valtozé Fe' varhaté értékét.

Megoldas: Ha & f(x) sﬁrﬁségfﬁggvénnyel rendelkez()' Valészim'iségi valtozé h(z) valés
értékli (mérhetd) fiiggvény, akkor Eh(§) = [ h(z)f(z)dx. Esetiinkben ez azt je-
lenti, hogy ha & standard normadlis eloszlasu Valoszmusegl valtozo, akkor
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Eett = / eme dz.
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Eett = ———dx = ——dx = et2/2 £ dr = et2/2.
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. Egy szabdlyos dobdkockat feldobunk egymas utdan 10-szer egymastol fiiggetleniil.
Tekintsiik a paros eredményti dobasok Osszegének a harmadik hatvanyat, és sza-
moljuk ki annak varhato6 értékét.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd 5, 1 < j < 10, valészinliségi valtozokat: &; = 2,
ha a j-ik dobds eredménye 2, {; = 4, ha a j-ik dobds eredménye 4, {; = 6, ha
a j-ik dobds eredménye 6, és §; = 0, ha a j-ik dobds eredménye 1, 3, vagy 5.
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Legyen S = > &;. Ekkor minket az E£S® mennyiség érdekel. ES® = E (Z §j> .

j=1 i=1
28
Tovébbéd, Ef; = 2, B} = —, B¢} = 48 minden 1 < j < 10 szdmra, és a &;

valészintliségi valtozok fiiggetlenek. Ezért
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ES° = E E&EGGES + E Efj B¢, + E Efj
1<4,k,1<10 1<4,k<100 j=1
a j.k,l indexek kiilsnbdzéek a j,k indexek kiilonbézdek
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. Legyenek & és n fﬁggetlen valoszinliségi valtozok, a & valdszintiségi valtozd stri-
ségfiiggvénye f(x) = e —I2l) —00 < & < o0, az n valészintiségi valtozé egyenletes
eloszlasi a 0 < = § 1 mtervallumban, azaz 1 strtségfiiggvénye g(x) = 1, ha
0 <z <1, glx) = 0 egyébként. Szamitsuk ki a £ — n valdsziniiségi valtozo
surusegfuggvenyet

Megoldds: Jelolje g~ () a —n valdsziniiségi valtozé stlirtiségfiiggvényét. Ekkor fel-
frhatjuk, hogy ¢ (z) = 1, ha =1 < z < 0, g~ () = 0 egyébként, és a £ —n =
£ + (—n) valdszintiségi valtozé siirliségfiiggvénye a h(x) = f * g~ (x) fiiggvény, ahol
* konvoliciét jelol. Masrészt, mivel g~ (z—y) =1, hax <y < z+1,ésg (x—y) =0
kiilonben, ezért

= / O:O fW)g™ (w —y) dy = / "y - / ey,

2



Vélasszuk szét a kovetkez6 harom esetet: a.) z < —1,b.) =1 <2 <0, c.) = > 0.
Az a.) esetben, ha r < —1 h(z) = f;“ e~ lWldy = ff“ eVdy = et — e a
b.) esetben, ha —1 < z < 0 h(z) = f;”rl e~ Wldy = fa? ev dy + foerl e Vdy =
l—e®+1—e @1 =2—e""1_¢% ac.) esetben, hax >0 h(z) = f;“ e 1 dy =

1 _ _ e
fm+ e Vdy=e%—e %71,
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