A szeptember 17.-i el6adashoz kapcsol6do gyakorlat feladatai

1. Jellemezziik az olyan valdészintiségi valtozok eloszlasfliiggvényeit, melyek egy valdszi-
niséggel csak véges sok érték valamelyikét vehetik fel. Mutassunk példat olyan disz-
krét eloszlasi valdszinliségi valtozora, amelyik minden intervallumban szigorian
monoton no.

Megoldads: Konnyt belatni, hogy egy F(x) fliggvény akkor és csak akkor egy véges
sok értéket felvevd valdszintiségi valtozé eloszlasfiiggvénye, ha F(x) monoton, és
létezik véges sok x1 < -+ < x,, pont gy, hogy az F'(x) fiiggvény konstans (—oo, z1),
[€1,22), [x2,23), ... [Tn,00) intervallumon, a (—oo, z1) félegyenes értéke nulla és az
[, 00) félegyenesen 1. Ez olyan valésziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye, amelyik
az Ti,...,T, értékek valamelyikét veszi fel, és az x; értékét akkora valoszinliséggel,
amennyi az F(-) fliggvény ugrédsa az x; pontban.

Ha a valészintiségi valtozé megszamlalhato értéket vehet fel, akkor eloszlasfliiggvé-
nyének nem feltételniil van ilyen egyszeri geometriai szerkezete. Egy példa erre:
Soroljuk fel a raciondlis szdmokat valamilyen r1,7s,... sorrendben. Tekintsiink
olyan valdszintiségi valtozot, amelyik az r, értéket 27" valdszinliséggel veszi fel.
Egy ilyen valdsziniliségi valtozé diszkrét eloszlasu F'(x) eloszlasfiiggvénye pedig
szigorian monoton, azaz F'(x1) < F(z2), ha x1 < x2, mert minden (z1,z2) in-
tervallum tartalmaz a belsejében racionalis pontot.

2. Az egységintervallumra egyenletes eloszlassal ledobunk egy pontot, azaz annak va-

16szintiisége, hogy a pont egy [a,b] C [0,1] intervallumba esik b — a, valamint ettél
fliggetleniil egy szabalyos pénzdarabot. Ha fej a pénzdobas eredménye, akkor legyen
a nyereményiink a leesési hely értékével egyenld, ha pedig irast dobunk, akkor
legyen a nyereménytlink a dobés értékétdl fliggetleniil % Szamoljuk ki nyeremé-
nyink varhaté értékét és szorasnégyzetét.
Megoldds: Nyereményiink eloszlasfiiggvénye F(z) = 1 Fy(z) + 3 F>(x), ahol Fy(z)
az egyenletes eloszlasfiiggvény, és Fy(z) egy olyan (elfajult) valdszintiségi valtozo
eloszlasfiiggvénye, amelyik 1 valdszintiséggel az % értéket veszi fel. Ugyanis %Fl (z)
annak a valdsziniisége, hogy fej a pénzdobds eredménye, és nyereményiink kisebb,
mint z, mig %Fg(:z:) annak a valdszinlisége, hogy iras a pénzdobas eredménye, és
nyereményiink értéke kisebb, mint x. Jelolje n nyereményiink értékét. Ekkor
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Hazi feladat.

Az egységintervallumra ledobunk egymastdl fiiggetleniil egyenletes eloszlassal két
pontot, és legyen a két dobds eredménye &; és &. Ezenkiviil feldobunk (a tébbi
kisérlettdl fliggetleniil) egy szabédlyos dobdkockét. Ha hatost dobunk legyen nyere-
ményiink értéke max(&1,&2), ha nem hatost, akkor pedig min(&y, £2). Szamitsuk ki
nyereményiink varhaté értékét és szordsnégyzetét.

Ha az Fy(z),..., Fx(x) fliggvények egyvaltozds eloszlasfiiggvények, akkor szorza-
tuk, az F(z1,...,2x) = Fi(x1) - F(x) fliggvény k-valtozds eloszlasfiiggvény.
Megoldds: Eloszor értsiik meg a feladatot. Az elsé eldadason megfogalmaztuk
azokat a tulajdonsagokat, melyek jellemzik az eloszlasfiiggvényeket. Azt kell meg-
mutatni, hogy ha az Fy(z),..., Fi(x) figgvények kielégitik az egyvéltozds elosz-
lasfiiggvényekre el6irt tulajdonsagokat, akkor az F(x1,...,zr) = Fi(z1) -+ - Fr(xk)
fliggvény teljesiti a k-valtozos eloszlasfiiggvényekre el6irt tulajdonsagokat. Ezek
egyszertien ellendrizhetoek, az egyetlen tulajdonsag, melynek indoklasan kissé el
kell gondolkozni a kévetkezd (iv) feltételnek nevezett tulajdonsédg:

Definidljuk egy az R* téren definidlt F fiiggvényre és egy K = [a1,b1) X - - - X [ay, by)
téglatestre a

n(K) = pr(K) = > (X Pluy )
u;= a; vagy b
§=1,....k
mennyiséget, ahol x(ui,...,ux) jeloli az aj-k szaméat az wuq,...,u; sorozatban.

Ekkor
pr(K) > 0 minden K téglatestre.

Azt kell észrevenni, hogy jelen esetben a g (K) kifejezés egyszetien felirhat6. Neve-

k
zetesen, a bevezetett jeloléseket alkalmazva: pp(K) = [] (F;(b;) — Fj(a;)), ahon-
j=1
nan kovetkezik a kivant tulajdonsag.

Egy mas lehetséges megoldas: Elegendé megmutatni, hogy az adott feltételek mel-
lett 1étezik egy (€2, A, P) valészin{iségi mezd, és rajta olyan (&1, .. ., &) valdszinliségi
(&1,. .., &) valtozdk, melyeknek eloszlasfiiggvénye az Fy(xq1)--- Fi(xy) fliggvény.
Tekintsiink minden j = 1,...,k szamra (§;, A;, P;) egy valdszinliségi mezét és
rajta egy &;(w;) valoszintiségi valtozét, melynek az eloszlasfiiggvénye Fj(x). Te-
kintsiik ezen valdssziniiségi mezék (21 X -+ X Qp, Ay X -+ X Ag, pu1 X -+ X pig)
szorzatét, és azon az n;(wi,...,wk) = §;(w;), 1 < j < k, valdsziniiségi véltozdkat.
Nem nehéz belatni, hogy ezen valdsziniiségi valtozoknak az eloszlasfiiggvénye az
F(zy,...,x,) = Fi(x1) - - - Fi(x) fliggvény. Viszont ez a megoldas felhasznélt egy
nem trividlis mértékelméleti eredményt arrél, hogy lehet tekinteni valdsziniiségi
mezok szorzatat, mint 1j valdszinliségi mezot.

Szerepelt az eldadason a kovetkezd két eredmény:
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Tétel A. Legyenek &q,...,&, flggetlen valosziniiségi vdltozok, By, ..., B, a szamegye-
nes Borel mérhetd részhalmazai. FEkkor

P(fleBla--wgneBn):P(£1eBl)"'P(fnGBn)'

Tétel B. Legyenek &1, ..., &, figgetlen k-dimenzios) valdsziniiségi vdltozok, (k tetszd-
leges pozitiv egész szdm, €s g1,...,gn valos értéki fliigguvények a k-dimenzios euklidészi
téren. Ekkor

E(g1(&1(w) -+ gn(én(w))) = Eg1(&1(w)) - - - Egn(&n(w)).

A fenti azonossdg gy értendd, hogy amennyiben az eqyik oldalon szerepld kifejezés
értelmes, akkor a masik oldalon szereplo kifejezés is értelmes, és eqyenlo vele.

4. Mutassuk meg, hogy a Tétel A. kovetkezik a Tétel B.-bdl.
Megoldds: Definialjuk a g;(x) fliggvényt, mint az B; halmaz indikatorfiigggvényét,
1 < j <k, azaz legyen g;(z) = 1, ha x € Bj, és gj(z) = 0, hax ¢ B;, 1 <
j < k. Tlyen vélasztassal FE (¢1(1(w) -+ gn(€n(w))) = P(&1 € By,...,&, € By), és

Egi(§&(w)) - Egn(én(w)) = P(& € By)--- P(&, € B,). Ezért a Tétel B-ben felirt
azonossagbol kovetkezik a Tétel A-ban szereplé azonossag.

5. Bizonyitsuk be az aldbbi az el6adason szerepelt tételt a Fubini tétel segitségével:

Tétel. Legyenek &1,. .. &nyEntts - - - Entrk flggetlen valdsziniiségi vdltozok egy 2, A, P)
valoszintiségi mezdn, f(x1,...,xx) tetszéleges (mérhetd) k-vdltozds fiiggvény. Definidl-
Juk azn = f(&nt,-- -, Ensr) valdszinidségi valtozot, amelyik nem figg az elsén &y, ..., &,
valosziniségi valtozotol. Ekkor a &1, ..., &y, n valdszindségi valtozok fuggetlenek.

Megoldas: Rogzitve valamely x1,...,x,,x,+1 szamokat vezessiik be a kovetkezd
figgvényeket: ¢;(u) = 1, ha u < zj, és gj(u) = 0, ha u > z;, 1 < j < n;
h(Ul,...,'Uk) = 17 ha f(vla"',vk> < Tn+i1, és h(vlw“vvk) = 07 ha f(vlw“vvk) >
Tn41. Ekkor a Fubini tétel alapjan felirhatjuk, hogy

R(& <1y &0 < Tpyl < Tpg1)

- / G1(t1) - - G )ttt s g ) Fr (dtn) -+ P (i)
= /gl(U1)F1(dU1) e /gn(un)Fn(dun)

/h(un—i—b ey un—i—k)Fn—l—l(dun—l—l) T Fn+k (dun+k)
=P(§ <x1) - P(§ <xn)P(n < Tpya),
ahol Fj jeloli a &; valosziniiségi valtozo eloszlasfiiggvényét, és ezt kellett beldtni.

6. Bizonyitsuk be az eléaddson megfogalmazott (E€)* < B2 és |[FEEn| < /EE2En?
egyenlGtlenségeket, melyeket egyébként Schwarz vagy Cauchy—Schwartz egyenlét-
lenségnek is szoktak nevezni.



Megoldas: Az itteni feladat tulajdonképpen az analizisben tanultak ismétlése. Az
alabbiakban a valdszintiségszamitas jelolésrendszerét fogjuk hasznélni, de az ott sze-
replo varhaté értékeket integrdl formaban felirva megkapjuk az analizisban szereplo
bizonyitast. Jegyezziik meg, hogy ezen szdmolasokban sehol nem hasznaljuk ki,
hogy a valdszintiségi (azaz egyre normalt) mérték szerint integralunk.

Felirhatjuk az 0 < E(§ + \n)? = EE2 + 2\E&n + A2 En? azonossigot tetszbleges A
szamra. Természetes ezt a A paramétert ugy valasztani, hogy a leheto legélesebb
egyenlotlenséget kapjuk. Egy masodfoku polinom szélséértékének a meghatarozasa

E&n

azt sugallja, hogy vélasszuk a A = ) szamot. Ilyen valasztassal és En?-vel

beszorozva az egyenlStlenséget kapjuk, hogy EE2En? — 2(E&n)? + (Eén)? > 0, ami
ekvivalens a masodik egyenl6tlenséggel. Ez az egyenl6tlenség a specidlis n = £
valasztassal megadja az els6 egyenlotlenséget is.

. Mutassunk példat olyan &q,...,&, valdszinliségi valtozdkra, melyek nem filigget-
lenek, viszont teljesitik a Cov (§;,£x) = 0 azonossdgot minden 1 < j < k < n
szamparra, ezért

Var (c1&1 + c26a + - -+ + ¢nén) = C%V&I‘ &+ c%Var &+ -+ ciVa,r &n

minden valés ci, ..., ¢, szdmsorozatra.

Megoldds: Tekintsiik példaul a kovetkezé példat: (€2, A, P) = ([0,2m), B, \), ahol
B a Borel o-algebra a [0, 27) intervallumon, és A a Lebesgue mérték osztva 2m-vel.
Definialjuk a & (z) = cos kx valdsziniiségi véltozékat ezen a téren. Ekkor mint azt
analizisb6l tanultuk E€, = 5L [*7 coska dz = 0, E;E, = 5= [ cos ju cos ka da =
0, ha j # k. Ez azt jelenti, hogy Cov (§;,&) = 0, ha j # k. (Ezeket a fiiggvényeket
kiegészithetjiik a sinkx fiiggvényekkel is, és hasonléan konstrualhatunk példat
tetszoleges az azonosan 1 fliggvényt is tartalmazo ortogondlis fiiggvények rend-
szerét is felhaszndlva.) A tekintett valdsziniiségi véaltozdk nem fiiggetlenek. Ez
ldthaté példaul onnan, hogy & = 267 — 1, ami nem mds mint a cos 2z = 2cos? x — 1
azonossag felirdsa ebben a jelolésrendszerben.

. Mutassunk példat harom olyan &;,&,&3 (nem fliggetlen) valdsziniiségi valtozdra,
melyekre E§1§y = EGES, EGE = EGES, ES = EGES, de EG&Es #
E& ESESs.

Megoldas: Tekintve fliggvények egy ortogonalis rendszerét kaphatunk ilyen példat,
mert tipikusan a hdromtagi szorzatra mar nem teljesiil a fliggetlen valdszintiségi
valtozdk szorzatara teljesiilé azonossdg. A kovetkezo példa konnyen ellendrizhetéen
teljesiti a kivant feltételeket: Legyen 71, 12, etas harom fiiggetlen valdszintiségi
valtozd, melyekre n; =, 77? # 0,1 < j < 3. Definidljuk a & = mam3, & = mns,
§3 = mim2 valészinliségi valtozdkat. Ekkor konnyen ellendrizhet6 az n; valészinliségi
valtozok fiiggetlenségét felhaszndlva, hogy F&¢y = Eé = FE&3 = 0, és E&é =
E& &3 = EEEs = 0. Ez azt jelenti, hogy a kivant azonossagok teljesiilnek. Viszont
E&1&83 = Enfngn = Eni EnzEnj > 0, ezért E&16283 # E& E&EEs.



