A szeptember 10.-i el6adashoz kapcsol6do gyakorlat feladatai

Nem kotelezd feladat:

Tekintsiik az r-dimenziés euklidészi térnek azon halmazait, melyek el6allnak, mint
véges sok olyan téglatest unidja, melyek a koordinatatengelyekkel parhuzamos bal-
rél zart jobbrol nyilt intervallumok direkt szorzatai. (Ezek az intervallumok lehet-
nek félegyenesek vagy egyenesek is.) Mutassuk meg, hogy az ilyen halmazok al-
gebrat alkotnak, de nem alkotnak o-algebrat.

Tekintsiik az Osszes végtelen fej—iras sorozatbdl all6 halmaz olyan részhalmazait,
melyek els6 n koordinatdja valamely n szamra eloirt, n = 1,2,..., a tobbi ko-
ordindta pedig tetszoleges. Azon halmazok, melyek el6allnak véges sok ilyen halmaz
uniéjaként algebrat alkotnak alkotnak. Masrészt az 0sszes olyan sorozatbdl allé hal-
maz, melyben a paros helyeken fej van, a paratlan helyeken szereplé dobasok pedig
tetszolegesek nem elemei ennek az algebranak. Ezert ez az algebra nem o-algebra.

Megoldds: (A megoldés sordn a szemléletre hagyatkozunk, nem dolgozunk ki forma-
lis jel6lésrendszert, stb.) Ha adva van véges sok téglatest unidja, akkor vdgjuk szét a
teret az Osszes olyan sikkal, mely valamelyik téglatest lapja. Ekkor lathatjuk, hogy
e téglalatestek unidja gy is el6allithaté, mint téglalatestek diszjunkt unidja. Ennek
felhaszndalasaval ellendrizheto, hogy a vizsgalt halmazrendszer algebra. Az algebra
csupa olyan elembdl all, melynek hatara véges sok valamelyik koordinatatengelyre
merdleges sik része. Masrészt egy gomb nem ilyen halmaz. Viszont egy gomb benne
van az ilyen halmazok altal generalt o-algebraban.

Hasoldéan, konnyti ellenérizni, hogy a masodik példaban azok és csak azok a hal-
mazok jelennek meg, melyekre létezik egy olyan n egész szam, melyre igaz, hogy
egy fej—iras sorozat els6 n tagjanak az ismerétében eldonthetd, hogy a sorozat
beletartozik-e a halmazba. Az ilyen halmazok algebrat alkotnak. Viszont a fel-
adatban megadott halmaz nem tartozik bele ebbe az algebrdba, de beletartozik
ezen algebraba tartozo o-algebraba. Azért tartozik bele ebbe a o-algebraba, mert
megszamlalhaté sok az algebraba tartozo elem metszeteként el6all.

1. Egy szabdlyos dobdkockat végtelen sokszor feldobunk. Adjunk erre egy jo valdszi-
niiségi modellt.

Megoldas: Megtargyaljuk, hogy hogyan lehet ilyen modellt konstrualni a mértékek
szorzatterérol szolo tétel illetve a valdszinliéségszamitas alaptételének nevezett ered-
mény alapjan.

A mértékek szorzatardl szolé eredmény alapjan a kovetkezd konstukciot végez-
hetjiik: Definidljuk minden n = 1,2,... szdmra a kovetkez6 (n-tél fiiggetlen)
(Q, A, P,) valoszintliségi mezot: Q,, = {1,2,3,4,5,6}, A, az 2, halmaz Gsszes
részhalmaza, P, ({1}) = P,({2}) = P,({3}) = P.({4}) = P.({5}) = P,({6}) = %.
Tekintsiik e végtelen sok valdszinliségi mez6 drirekt szorzatat, amelyik a kovetkezo:
Q) az osszes {j1,J2,... } sorozat, ahol j, az 1,2,3,5,6 jelek valamelyike. Adva egy
n hosszusagu ji,jo,...,Jn sorozat jelolje A(ji,...,Jn) az Osszes olyan végtelen
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1—6 jelekbél &allé sozozatot, melynek els6 n jele ji,...,7,. Definidljuk az A o-
algebrat gy mint a legsziikebb o-algebrat, amelyik tartalmazza az 6sszes lehetséges
An (1, .., jn) alaki halmazt, és legyen P(An(j1,-..,jn)) = (£)". A mértékterek
szorzatardl szolo tétel azt allitja, hogy létezik egyetlen P valdszintiségi mérték az
A o-algebran, mely teljesiti a kivant feltételeket. Ezt a modellt tekinthetjiik egy
megfelel6 modellnek, ahol az w = {j1,J2,...} elemi esemény azt jelenti, hogy a
végtelen ji, jo,... dobdassorozat kovetkezik be.

A valdszintiségszamitas alaptétele alapjan a kovetkezé modon érvelhetiink. De-
finidljuk a kovetkez§ F' eloszlasfiggvényt: F(x) = 0, ha = < 1, F(x) = 1, ha
x> 6, F(z) = %, hak <z <k+1,1<k<6. (Ez olyan valészintiségi valtozd
eloszlasfiiggvénye, mely a k értéket % val6szintiséggel veszi fel, 1 < k < 6.) Defi-
nidljuk az F,(x1,...,z,) = F(x1)R(x2) ... F(z,) eloszlasfliggvényt minden n-re.
Célunk egy valoszinliségi mezo6 konstrukcidja, és azon &,, n = 1,2,... valdszinliségi
valtozok definiciéja, melyekre (&1,...,§,) eloszlasa az f,, eloszlasfiiggvény min-
den n-re. Mivel ezek az eloszlasfliiggvények konzisztensek, az alaptétel bizonyitasa
a kovetkez6é konstukciét adja. Legyen 2 = R™, a szamegyenes Oonmagaval vett
végtelen sok példanyanak direkt szorzata, B az ezen a téren értelmezett Borel
o-algebra, amelyiket az A, (x1,...,z,) = {(u1,u2,...,)u; < x;, hal < j <
n} alakd halmazok generdlnak, P(A,(z1,...,2,)) = F(x1,...,z,) minden ilyen
alaki halmazra. Az alaptétel szerint létezik egyetlen ilyen R mérték. Legyen
En(x1,29,...) =Ty, n=1,2,....

Hogy viszonyul a fenti két konstrukcié egymashoz? Vegyiik észre, hogy az alaptétel
alapjan végzett konstrukciéban az Q¢ = {ji,72,..., jn = 1,...,6 minden n =
1,2,... szdmra halmazra P(§y) = 1. Ezért a valészintiségi mez&t moédosithatjuk
ugy, hogy megszoritjuk az )y halmazra, ami azt jelenti, hogy az 2y téren az Ag
o-algebrat tekintjiik, amelyik az A N Qy alakd halmazokbdl all, ahol A € CalA.
Ilyen médon ugyanazt a konstrukciét kapjuk mint az elsé konstrukciéban. A 6
kiilonbség abban all, hogy més mértékelméleti eredmények segitségével adjuk meg
a konstrukcio josaganak bizonyitasaat.

. Egy szabalyos dobdkockat és egy szabalyos pénzdarabot egymas utan egymastol
fliggetleniil feldobunk, egészen addig, mig meg nem jelenik harom fejdobéas. Azutan
a dobéssorozatot abbahagyjuk. Adjunk erre egy j6 valészintiségi modellt.

Megoldas: Az eloz6 feladathoz hasonléan megkonstrualhatjuk egy szabdlyos do-
békocka és érme végtelen sok egymadsi utdn végrehajtott (fiiggetlen) dobédsanak
a modelljét. Tekinthetjiik ezt is a feladat megoldasanak, hiszen ez tartalmazza
az Osszes a harmadik fejdobasig bekovetkezett eseményt. De ha gy kivanjuk re-
dukalhatjuk a modellt, és elhagyhatjuk annak ,.felesleges” részét. Jelolje A, azt
az eseményt, hogy az n-ik dobésnél jelenik meg a harmadik fejdobéas, n =2,2,...,
oo
Qo= U A, afenti (2, A, P) valésziniiségi mez6én. Ekkor P(Qy) = 1. (Miért?)
n=1
Definialjuk az 1j valdszintisdgi mezot, mint a régi valdszinliségi mez6 megszoritasat
az {2y halmazra, azaz legyen Ay az A N )y alakd halmazokbdl allé o-algebra, ahol
A e A. Py a P mérték megszoritasa az Ag o-algebrara. Ekkor tekinthetjiik az

2



(Q0, Ao, Po) valésziniiségi mez6t is, mint megfelelé modellt.

3. Egy pontot véletleniil egyenletesen ledobunk az egységnégyzetre. Adjunk erre
valészintiségi modellt.

Megoldds: A természetes modell a kovetkezd. Legyen Q a [0, 1] x [0, 1] egységnégy-
zet, azaz a pontdobds Osszes lehetséges (x,y) eredménye, A a a ,,sz2ép” halmazokbdl,
ami azt jelenti, hogy a Borel mérheté halmazokbdl all6 o algebra. Ez azt jelenti,
hogy a legkisebb o-algebra a [0,1] x [0, 1] egységnégyzeten, amelyik tartalmazza
az egységnégyzetben 1évé Osszes [a,b] X [c, d] téglalapot. A valdsziniliségi mérték a
Lebesgue mérték, aminek létezése a mértékelmélet eredményei kozé tartozik.

Targyaljuk meg, hogy lényegében ezt a modellt kapjuk akkor is, ha alkalmazzuk
azt az el6aaddson megfogalmazott eredményt (illetve a hozza tartozd konstrukeiot),
amelyik azt adja meg, hogyan lehet egy adott eloszlasfiiggvényhez valdszintiségi
mezbt, és azon az eldirt eloszldsi valdszintliségi valtozdt. Esetiinkben F(z,y) =
G(x)G(y), C(z) =z, ha0 <2z <1, G(r) =0,hax <0, G(z) =1, haz > 1.
Az altalunk ismertetett modellben Q az (z,y) pontparokbdl all, ami azonosithaté a
sikkal, a 4 a Borel o-algebra a stkon, P a G(z,y) dltal meghatarozott pg Lebesgue—
Stieltjes mérték. Ez jelen esetben azt jelenti, hogy egy A halmaz valészintisége az
AN([0,1] x [0,1])) metszet Lebesgue mértéke. Vegyiik észre, hogy amennyiben ezt
a modellt megszoritjuk az 1 mértéki [0, 1] x [0, 1] egységnégyzetre, akkor az el6z6
modellt kapjuk meg.

Hazi feladat:

Egy pontot véletleniil ledobunk az egységnégyzetre. Adjunk ra valésziniiségi mo-
dellt.

4. Van két egy méter hosszi botunk, melyek mindegyikét véletleniil eltoriink egy-
mastol fiiggetleniil ugy, hogy minden toréspont egyforman valdszini. Az els6
bot hosszabb és a masodik bot rovidebb darabjat osszeragasztjuk. Mi annak a
valészintisége, hogy az igy Osszeragasztott bot hossza kisebb, mint 0.9 méter?

Megoldds: A feladatra két természetes megoldas adhatd. Az egyik az, hogy ki-
szamitjuk a két Osszeragasztandd botrész hosszanak az eloszldsat; ezek egyen-
letes eloszlasuak, az [%, 1} illetve a [0, %} intervallumban, fiiggetlenek egymastol,
ezért konvolucioval kiszamithatjuk osszegiiknek, az Osszeragasztott bot hosszanak
a surlségfiggvényét és eloszlasfliiggvényét. A mdsodik megoldas geometriai meg-
gondolasokon alapul.

Elso megoldas: Belatjuk, hogy a két osszeragasztott bot hossza egyenletes eloszldsi

az [%,1} illetva a [0, %} intervallunban. Az els6 bot baloldali vége egyenletes

eloszlasu a [0, 1] intervallumbna. A nagyobb bot hossza mindig nagyobb, mint 1/2,
és akkor akkor nagyobb, mint z, > 1/2, ha a baloldali bot hossza nagyobb, mint
x vagy kisebb mint 1 — x, ennek a valészintisége pedig 2(1 — z). Ez azt jelenti, hogy

az eltort bot hosszabb darabja egyenletes eloszlasi az [%, 1} intervallumban. Ha-
sonléan a rovidebb intervallum hossza egyenletes eloszlasu a [O, %} intervallumban.
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A két fiiggetlen valészintliségi valtozo Osszegének a stlirtiségfiiggvénye kiszamithato,
s6t tulajdonképpen ez kiolvashaté az el6z6 félévben kiszamolt [0, 1] intervallum-
ban egyenletes eloszlas striiségfiiggvényének onmagaval vett konvolucidjanak az
értékébdl. (Annak linedris transzforméciéja.) FEredményként az kapjuk, hogy a
stirtiségfiiggvény 4 (x — %), ha % <r<l4 (% — z), hal <z < % Innen annak

0.9
valészintlisége, hogy az 0sszeg kisebb mint 0.9 f00’59 4 (:B — %) dr = [2 (:1: — %)2] =
’ 0.5
0.32.

Megmutatjuk, hogy a vizsgalt stiriségfiiggvény valéban olyan alakd, mint azt al-
litottuk. Két f(z) és g(x) slirliségfiiggvény konvolucidjat kell kiszamitanunk, ahol
f(x) =2, ha % <z <1, és0egyébként, g(x) =2,ha0 <z < %, és nulla kiilonben.
Ezért rogzitett 1 <z < 1esetén f(y)g(z—y) =4 5 <y < x esetén, ahonnan e két
fiiggvény konvolucidja f * g(z) = [ f(y)g(z —y)dy =4 (z — 3), ha 3 <z < 1. Ha
1<z <2 akkor f(y)g(z —y) =4, hax—1 <y <1, ahonnan fxg(z) =2 —=
ebben az esetben.

Mdsodik megoldds: Legyen az els6 bot baloldali végének a hossza x, a masodik
bot baloldali végének a hossza y. Annak a valdsziniisége, hogy az (x,y) pontpar
a [0,1] x [0,1] négyzet egy [a,b] x [c,d] téglalap alakd részébe esik megegyezik e
téglalap teriiletének (b—a)(d—c) teriiletével, ezért, illetve a mérték kiterjesztésének
egyértelmiisége miatt annak valdsszintisége, hogy az (x,y) pontpér beleesik az egy-
ségnégyzet valamelyik szép tartomanyaba megegyezik a tartomany teriiletével.

Ezek utdan meg kell hatarozni, melyik tartomanyba kell esnie az (x,y) pontparnak
ahhoz, hogy a két Gsszeragasztott bot Osszhossza kisebb legyen, mint 0.9. Az elsé
botnak a hosszabb, a méasodiknak pedig a rovidebb végét kell tekinteni. Taldn a
legegyszer(ibb gy szdmolni, hogy kiilon tekintjik a {0 < z < %, 0<y< %

négyzetet, ahol az {(z,y): 1 — z +y < 0.9} tartomdnyt, a {0 <z < 3,
négyzetet, ahol az {(z,y): v +y < 0.9} tartomanyt, a {% <r<1,0<y
négyzetet, ahol az {(z,y): 1 — 2z +1 —y < 0.9} tartomdnyt, és a {3 <z <1, 1 <
y < 1} négyzetet, ahol az {(x,y): z + 1 —y < 0.9} tartomanyt kell tekinteni.
Felrajzolva a tekintett tartoméanyokat, kapjuk, hogy a kovetkezd két haromszog
egyesitésébol allo tartomany teriiletét kell tekinteni: Az egyik haromsziig cstcsai a
(0, 0.1), (0, 0.9) és (0.5, 0.4) pontok, a mésik haromszogé pedig az (1, 0.1), (1, 0.9)
és (0.5, 0.6) pontok. Innen konnyti kiszamolni, hogy a keresett valdszintiiség 0.32.

A vizsgan sziiletett erre a feladatra egy varatlan megoldas, amelyik kiilon figyelmet
érdemel. Ez a kovetkezo érvelésen alapult: Az elsé Osszeragasztandd bot hossza
0.5 és 1 kozott van. Torjiink le bel6le 0.5-t, akkor annak hossza is 0 és 0.5 kozott
lesz, tehat a keresett valdsziniiség megegyezik annak a valdszinliségével, hogy a
két révidebb Gsszeragasztott bot Gsszhossza kisebb, mint 0.4. Ezutén az (el6bbi
megoldiidashoz, hasonléan, de egyszeriibb és egyszeriibben, attekinthetobb geome-
triai meggondoldssal megmutathatd, hogy ennek valdszintisége 0.32. Mindegyik
fent tekintett négyzet sarkaban egy 0.4 befogdji haromszoget kell tekinteni. Ennek
tertilete 0.08, és négy ilyen haromszog van.

Véletlentil ad-e ez az érvelés helyes eredményt vagy ez egy jé mddszer? A valasz
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az, hogy meg lehet indokolni, hogy ez a mddszer j6 eredményt ad, de az kiilon
érvelést igényel. Ugyanis a hosszabb botbdl letorve 0.5 métert egy mas hosszisagu
botot kapunk, mint akkor, ha a rovidebb botot vennénk. Ez azt sugallja, hogy
ebben az esetben mas megoldast kapunk, hiszen két kiilonb6z6 feladat eredményét
hasonlitjuk ossze.

De ha alaposabban végiggondoljuk a helyzetet rajohetiink arra, hogy mind a rovi-
debb bot hossza, mind a hosszabb bot hossza minusz 0.5 méter mennyiség ugyan-
olyan eloszlast, mind a kett& egyenletes eloszlasu a [0,1/2] intervallumban. Ezen-
kiviil ennek a botnak az eloszlasa filiggetlen attol, hogy mi a mésik bot hossza.
Tehat azért kaptunk helyes megoldast, mert az eredmény attdl fliggott, hogy a két
tekintett bot hosszanak mi volt az eloszlasa. Annak, hogy a vizsgalt adott eloszldsi
valoszinliségi valtozét milyen mdédon kaptuk meg nincs jeletnosége.

5. Adva egy tetszoleges T indexhalmaz meg akarjuk fogalmazni annak a feltételét,
hogy adott el6irt véges—dimenzios eloszllasfiiggvényekhez 1étezzen egy valdszintiségi
mez06 és rajta a T indexhalmaz elemeivel indexelt valdszintiségi valtozok rendszere
ugy, hogy ezek az eloszlasfiiggvények adjak meg e valdszinliségi valtozdk véges
dimenzios eloszlasait. Ehhez sziikséges, hogy a véges—dimenzios eloszlasok tel-
jesitsenek bizonyos konzisztencia feltételt. Prébéljuk megfogalmazni ezt a konzisz-
tencia feltevést.

Megoldas: Eloszor el kell dontentink egy jelolérendszerbeli kérdésre a valaszt. Ho-
gyan jeloljik a véges-dimenzids eloszlasokat. A T halmaz véges részhalmazait kell
tekintentink. Ha két {¢1,...,t,} és{t},...,t+n’} halmaz megegyezik csak mas sor-
rendben soroljuk fel a halmaz elemeit tesziink-e a kett] kozott kiilonbséget? Bér ez
nem kotelezo, kiilonboztessiik meg 6ket. Ekkor fel kell irnunk a kovetkezo feltételt
is. Ftl,...,tn (xtl, s 7Itn) = Fw(tl),...,w(tn)(mﬂ(tl)a s ,ajﬂ(tn))a ahol 7-‘-() a {tla s 7tn}
halmaz tetszoleges perturbaciéja. Ezek utan egyszertibben fogalmazhatjuk meg
a feltételt. Azt kell megkovetelniink, hogy ha az utolsé koordinatat elhagyjuk,
ugyanazt az eloszlasfiiggvény kapjuk, mint akkor, ha annak helyébe végtelent irunk.
Képlettel felirva

Ftl,...,tn,tnﬂ ($t17 <oy Lty OO) = Ftl,...,tn (1Ct1; e ,xtn)
minden {t1,...,t,4+1} C T halmazra és xy,, ... x, valés szamokra.

Ha marad ido, targyaljuk a visszatevéses és visszatevés nélkiili urnahizas valoszinliségi
modelljét és annak bizonyitasat hogy a huzasok eredményei nem fiiggnek attol, hogy
hanyadik huzast tekintjiik.



