A november 12.-i el6adashoz kapcsolodé gyakorlat feladatai

1. Mutassunk példat két korrelalatlan & és n valdszinliségi valtozéra, melyek nem
fliggetlenek.

Megoldas: Sok egyszert példat adhatunk. Tekintsiik példaul a kovetkezd példat:
Legyen £ egyenletes eloszlast valdszintiségi valtozo a [— ;, 2] intervallumban, Ekkor
a & és n = £2 valészintiségi valtozok korreldlatlanok, de nem fiiggetlenek. Valéban,
1

E¢ =0, En = EE = I3’ Eén = E€ = 0, Cov(&,n) = Eén — EEEn = 0.
Masrészt € és 7 nem fliggetlenek, s6t az n valdszintiségi valtozd a & valdszintiségi
valtozo determinisztikus fliggvénye. Egy lehetséges formalis indoklasa annak, hogy
¢ és n nem fiiggetlen a kovetkezd: Legyen 0 < a < 1 tetszOleges szam. Ekkor
{w:in<a?} ={w: |¢| <a}. Ezért P(£ <a,n<a®)=P<a),azaz P(£ <a,n<
a?) # P( < a)P(n < a?).

2. Definidljuk a kovetkezé (2, B, P) valésziniiségi mezét: ©Q = [0,1], B a Borel o-
algebra [0, 1]-en, és P a Lebesgue mérték. Definidljuk a kovetkezé & és n valdszint-
ségi valtozdkat ezen a mezén: &(z) = &1 (x),

wo= {87 o

Léssuk be, hogy £ és n normalis eloszldsi valdszintiségi valtozok, de a (€, n) vektor
nem normélis eloszlasu valdszintiségi vektor.

1
r <3
<1

Megoldas: A & és n valészintiségi véaltozok azonos eloszlasiuak. Tovabba,
P > 2) = A(®(x), 1]) = 1 — D(x) .

Az, hogy (&,n) vektor nem normaélis eloszlasi kévetkezik példaul a P(§+n = 0) =
azonossagbol. Valaban egy normalis eloszlasu valdoszinliségi valtozd nem vehet fe
egy konkrét értéket i 5 valoszintiséggel.
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3. Legyenek &q,...,¢&, fliggetlen a {—5, 5} intervallumban egyenletes eloszlasu va-

n n
16szintiségi valtozék. Mutassuk meg, hogy a > & és > {-“]2- Osszegek normali-
i=1 i=1
. 12 2 ) 180 - 1 .
zaltjainak azaz az \/ — > & és [ — > (sz — —) valdszintiségi valtozoknak
n j=1 n j=1 12
az egyiittes eloszlasa a két-dimenzids standard normalis eloszlashoz konvergal, ha

n — oQ.

1 1 11
Megoldds: E§ =0, BE® = —, Varg = —, Varg® = E¢* — (EE*)? = o —

T80 144

1_20 Tovibbi Cov (5 52) E£3_E’§E£2 = (0. Ezért a (\/ﬁfj, V180 (532 - %))’

j =1,2,..., véletlen vektorok fiiggetlenek, nulla varhaté értékkel és az identitas
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3a.

kovariancia matrix-szal. Innen, és a tobb-dimenzids centralis hatareloszlastételbol
kovetkezik a feladat allitasa.

1
Dobjunk le a ~55 intervallumba egymastdl fiiggetleniil egyenletes eloszlassal

18 000 pontot. Adjunk jé kozelité becslést a tobb-dimenzids centralis hatareloszlas-

tétel segitségével arra, hogy a ledobobott pontok értékének a négyzetosszege kisebb,

mint 1520, a ledobott pontok értékenek az osszege pedig nagyobb, mint 60.

Megoldds: Jelolje &; a j-ik ledobott pont értékét, 1 < j < 18 000, és definidljuk az
18 000 18 000

S = Z §jésT = E §2 osszegeket. Ekkor, mint lattuk a centralis hatarelosz-

18 000 180 18 000 1
lastétel szerint az a 2 _ ) =
18 000 18 000 18 000 3 12

180

18 000
malis eloszlasiak. Ezért a minket érdekld valészintiség

T — 1500 valdszintliségi valtozok kozelitoleg fiiggetlenek és standard nor-

12 6 180
P T < 1520) ~ P - P —T1T -1 2
(S > 60,T < 1520) ( 13 000S> \/T5> ( 13 000 500 < >

(ol

ahol ®(z) a standard normadlis eloszlasfiiggvényt jeloli.

Legyen £ exponencialis eloszlasu valdszintiségi valtozé A\ = 1 paraméterrel, azaz
Fz)=P¢<x)=1—e " hax >0, F(z)=P({ <z)=0, ha z <0. Szdmitsuk
ki a & + &2 valdszinfiségi valtozoé eloszlds és stirtiségfiiggvényét.

Megoldds: Jelolje G(x) a & + &2 valdészinfiségi valtozé eloszlasfiiggvényét. Ekkor
G(x) = P(E+ €% < x). Mivel a £ (exponencidlis eloszlast valészinfiségi) valtozd
csak nem negativ értékeket vesz fel, ezért & 4 £2 valészintiségi valtozé is egy valdszi-
niiséggel nem negativ értéket vesz fel, azaz G(z) = 0, ha x < 0. Ha = > 0, akkor a
€ + &2 < z egyenlStlenség akkor és csak akkor teljesiil, ha a & valésziniiségi valtozé
olyan y értéket vesz fel, melyre y + y? < x, azaz y1(x) < £ < ya(x), ahol yo(x) =

1+VI+4dz | —1—1+4z
€S
2 9

yi(z) = 5 , azaz y2(x) és y1(x)
egyenlet nagyobb illetve kisebb gytke. Mivel y;(x) < 0, y2(x) > 0 minden x > 0
szémra, ezért G(z) = P (y1(x) < € <ya(2)) = P(E <ya(z)) =1 —e 2@ =1 —

{ 1—+1+4x
PV
G(x) eloszlasfiiggvényét. A £+£2 valészintiségi valtozé g(-) stirtiségfiiggvénye ennek

1 1-v1+4zx haz > 0
\/ﬁexp{T}, axr =~ U
Legyen adva k darab urna, és ezekbe dobjunk be véletlen £ szamu golyot, ahol
¢ Poisson eloszlasu valészintiségi valtozd A > 0 paraméterrel. Legyenek az egyes

az y> +y—x =0

}, ha x > 0. Ezzel meghatdroztuk a ¢ + &2 valészintiségi véaltozd

derivaltja, azaz g(x) = 0, hax < 0, g(z) =
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dobéasok eredményei egyméstol és a & valoszintliségi valtozotol fiiggetlenek. Tegyiik

fel tovdbba, hogy minden egyes dobasnal a golyé az j-ik urndba p; > 0 valdszinii-
k

séggel esik, j = 1,...,k, > p; = 1. Jelolje n; a j-ik urndba es6 golydk szamét.
j=1

Ekkor az n;, j = 1,..., k valészinliségi valtozok fliggetlenek, és n; Poisson eloszlast

Ap; paraméterrel, j =1,... k.

Megoldas:

A+ )y,
-1, Py Py

Pmp=lb,....;m=Ul) =PE=L+-+1)

Allttly) z
= phiplkeA
= l1|lk' D1 pke
)\ll...)\lk ! ! k ()\p)l]
2 A b ko= APt tpR) J —Ap;
AR ECREC =1
j=1
tetszoleges [1 > 0, ..., I > 0 egész szdmokra. Innen adddik az allitas.

6. Lassuk be az el6z6 feladat segitségével a kovetkezd allitast:

Legyen adva £ Poisson eloszldsi valdszintiségi valtozo A paraméterrel. Dobjunk
le egymastol és a £ valdszintiségi valtozotdl fiiggetleniil véletleniil egyenletesen &
darab pontot az egységintervallumra, azaz tegyilik fel, hogy minden pont b — a
valdszintiséggel esik valamely [a, b] C [0, 1] intervallumba. Ekkor a [0, 1] intervallum
tetsz6leges felbontasara [so, s1], [s1,S2], ..., [Sk—1, S| intervallumokra, 0 = sg <
51 < --- < s =1, az egyes intervallumokba es6 pontok szama egymastél fliggetlen
Poisson eloszlasu valoszinliségi valtozd s; — s;-1, 1 < j < k, paraméterrel.

Megoldas: Tekintsiik a kovetkezo urnamodellt. Tekintiink & szamu golyot, tehat
annyit, ahany ledobott pontot tekintettiink az el6z6 feladatban. Tegyilik az [-ik
golyét a j-ik urndba, ha a Il-ik pont az [s;_1,s;] intervallumba esett, 1 < j <
k. Akkor az eloz6 feladat eredménye alapjan az egyes urnakba es6 golydk szama
egymastol fiiggetetlen Poisson eloszlasi valdszintiségi valtozé s; —s;_1, 1 < j <k,
paraméterrel. Innen kovetkezik a feladat allitasa.

7. Legyen

51,1 A 7&1,711

ék,l SR 7£k,nk

szériasorozat, azaz tegylk fel, hogy az egy sorban allé valészintiségi valtozok fiig-
getlenek. Tegyiik fel tovabba, hogy e valdszintiségi valtozok teljesitik a kovetkezd
feltételeket:



1.) A & ; valdsziniiségi véltozok nem negativ egész értékeket vesznek fel.

ny
2) P(gk,j = 1) = )\hj, leII;O Z )\kz,j =A>0.

3.) sup Ap; — 0, hak — oo, és ZP(&”ZQ)%O ha k — oo.
1<5j<ny j=1

Ekkor az S = Z &k,j valoszinliségi valtozok eloszldsban konvergdlnak a A para-

j=1

)\l
méteri Poisson eloszlashoz, ha k — oo, azaz khm P(S;, =1) = l—le_A minden
[=0,1,2,... szamra. .

Megoldds: A feladat éllitasa ekvivalens azzal, hogy az S} valdsziniiségi valtozok
karakterisztikus fiiggvényei konvergalnak egy A paraméterti Poisson eloszlasu valo-
szinliségi valtozé karakterisztikus fliggvényéhez. Egy A paraméterti Poisson elosz-
lasu valdszintiségi valtozd karakterisztikus fliggvénye

oo)\ g
kgk_ ikt

=exp {A(e" —1)}.

Vegyiik észre, hogy rogzitett rogzitett ¢t szamra Fe'fsi = 1 — Aej + Ak jet +

ng
e(k,j), ahol az ek, j) hibatag teljesiti az |g(k,j)| < const. D P(&; > 2). Ezt
j=1

a becslést kapjuk, ha az Ee®ri = P(&; = 0) + Mg e + Y e¥'P(&; = j)
j=2
Osszegben a Z et P (& ; = j) kifejezést a Z P(&; =7) = P(&k,; > 2) kifejezéssel
Jj=2 J=2

hegyettesitjik, és figyelembe vessziik az elkovetett hibat.

Innen kévetkezik, hogy log Ee®ri = —\; ;i + Mg e + §(k,7), ahol 6(k,j) <
const. (e(k,j) + Ai,j)‘ Ez kovetkezik a log(1 + 2) = z + a(2), |a(z)] < 22, egyen-
16tlenségbdl, ami érvényes akkor, ha |z| < 1. Ez kiolvashat6 log(1 + z) fiiggvény
hatvanysorabdl. Masrészt azt hasznaljuk ki, hogy elég nagy k-ra a megfogalmazott
feltételekbol kovetkezik, hogy ‘ Eettéri — 1| %, ha k > ko(t).

U2

Innen kovetkezik, hogy hm log khm z Eelttri = —khm Z (Akj + Ak je't) =

A(e — 1), mert klirn E P(&;; > 2, és lim Z Ai,j — 0, mert
—>OOj:1 k—>OOj:1

Nk

)\ ;i < sup Ak Ak <const. sup Mg
J J J

j=1 1<j<ng

Nk
Tovabba felhasznaltuk, hogy klim > Ak =A>0.
— 00 j=1



A bizonyitott allitasokbdl kovetkezik, hogy

Nk Nk
. o . o it
lim Ee™* = lim | | Ee''%it = lim exp E log Ee't®ik § = eMem =1,
k—o0 k—o00 - 1 k—o00 —

‘7: .]:

és ezt kellett belatni.
Hazi feladat:

Legyen £ és n két fiiggetlen exponencidlis eloszlasu valészintliségi valtozo, azaz legyen
stirliségfiiggvényiik f(z) = Ae™*, ha o > 0, f(x) = 0, ha = < 0, illetve g(z) =
e " hax>0,és g(x) =0, ha x < 0. Szdmitsuk ki & + n siiriiségfiiggvényét.



