Kiegészités a Valdsziniliségszamitas I. elbadassorozathoz

Attekintés a felhasznalt linedris algebrai ismeretekral.

A valdszinliségszamitas (és a matematika) bizonyos kérdéseiben fontos szerepet
jatszik a linedris algebra néhany fogalma és eredménye. Egyrészt meg kell érteni az
Euklideszi tereken értelmezett bilinedris fliggvények fogalmat, ezek kapcsolatéat a linearis
transzformaciokkal, matrixokkal, illetve az ezen fogalmakhoz kapcsolédd legfontosabb
eredményeket. Ezek az eredmények fontos szerepet jatszanak a tobb-valtozods valdszi-
niiségi valtozok (kiilonésen a tobb-dimenzis normaélis eloszldst valdszintiségi valtozok)
vizsgalataban. Egy masik fontos, a valdszintiségi vizsgalatokban szintén hasznalt, és a
linearis algebrahoz kapcsolédé eredmény a tobb-véltozos integralok kiszamitasat segito,
az integralok értékét megdrzé integraltranszformaciok leirasa. Ahhoz, hogy ezt az
eredményt megértsiik, el6szor a determindansok, pontosabban a matrixok determinan-
sainak szemléletes tartalmat kell megérteniink. Az aldbbiakban ezeket a fogalmakat és
eredményeket tekintjiik at.

Egy tipikus linedris algebrai modell.

Eloszor tekintsiik a kovetkezo, a linearis tereket és az ott megjeleno fogalmakat tar-

talmaz6 legjellemzEébb példéat. Tekintsiik az (x1,...,x) k hosszisigi sorozatokbdl allé
teret, és definiadljuk két (x1,...,z) és (y1,...,yx) sorozat Gsszegét, mint (x1,..., ) +
(y1,---s9yk) = (T1 + Y1, ., Tk + Yk), 6s egy (z1,...,xy) sorozat szorzatit egy a kon-
stanssal mint a(x1,...,2x) = (a1, ...,azrk). A k-hosszisagi sorozatok terét a fenti

miiveletekkel linedris térnek nevezzik, a tér elemeit, a k£ hosszisiagu sorozatokat pedig
(k-dimenzids) vektoroknak hivjuk. Jeloljik Ex-val a fent definidlt linedris teret. Ha
bevezetjiik két = = (z1,...,2%) és y = (y1,...,yr) Ex térbeli vektor skaldrszorzatat

k
is az (z,y) = > xpyp képlettel, akkor az Ej linedris teret ezzel a skaldrszorzattal
p=1

egyiitt Euklideszi térnek nevezziik. A skalarszorzat bevezetése azért hasznos, mert ez
lehet6vé teszi, hogy definidljuk egy vektor hosszat, két vektor altal bezart szoget, egy a
k-dimenzids térben tekintett (szép) halmaz térfogatat, azaz, hogy felépitsiik az Ej, tér
geometridjat.

A k-hosszu sorozatokbdl allé6 Fy linearis térben definidlhatjuk a linearis operato-
rokat és bilinedris fliggvényeket a kovetkez6 médon: Egy Ey — FEj z = A(x) tran-
szforméciét linedris transzformdciénak neveziink, ha A(az + By) = aA(x) + SA(y)
minden x € Fy, y € Ej vektorra valamint « és (§ szamra. Egy A(z,y), © € Ej,
y € Ej kétvaltozds valés (vagy komplex) szam értékii fiiggvény bilinedris fliggvény,
ha teljesiilnek az A(axi + Bro,y) = aA(x1,y) + BA(z2,y), és Az, ay; + Pyz) =
aA(z,y1) + BA(z,y2) azonossidgok minden x; € Ey, o € Eg, y € Ey, vektorra, «,
és [ szamra, illetve minden y; € Fy, yo € Ey, x € Ey vektorra és a és (§ szamra, ahol
Z a z komplex szam konjugéltjat jeloli. A kovetkezd mdédon tudunk definidlni linearis
transzforméciokat: Legyen A egy k x k méretii matrix. Akkor A(z) = zA, x € Ej,
linedris transzformécié, ahol x A az x vektor és A matrix szokdsos szorzatat jeloli. Ha-
sonléan egy A k x k méretii matrix segitségével definidlhatunk egy bilinedris fiiggvényt,
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ha az Fj, térben bevezetjik a skalarszorzatot is, azaz Fx-t nemcsak linearis, hanem Euk-
lideszi térnek is tekintjiik. Ezt a kovetkez6 mddon tehetjitk: Legyen A(zx,y) = (zA,y),
ahol A vektor és métrix szokdsos szorzatat, (-,-) pedig a skaldrszorzatot jeloli. Az
altalanos elméletbol kovetkezik, hogy az E) téren minden linearis transzformaciot illetve
bilinearis fliggvényt meg lehet adni ilyen médon egy alkalmas A k x k méretii matrix
segitségével. Megjegyzem, hogy a fenti fogalmakat és eredményeket természetes médon
lehet altalanositani arra az esetre is, amikor az Ej térnek egy FE; térbe vald linedris
leképezéseit akarjuk tekinteni, illetve olyan A(x,y) bilinedris fliggvényeket akarunk
definidlni, melyekre x € Fi, y € FEj, és a k illetve | indexek kiilonbozoek is lehet-
nek. Viszont a minket érdeklé problémak vizsgalatdban elegend6 csak a k = [ esettel
foglalkozni.

A linedris algebra néhdny fontos fogalma és kérdése.

Megadjuk a linearis terek, Euklideszi terek és a rajtuk értelmezett linearis transz-
formacidk, bilinedris fliggvények altalanos, ,,absztrakt” definiciéjat, illetve a veliik kap-
csolatos legfontosabb eredményeket. Bar ez a definicié formalisan altaldnosabb mint az
elobb tekintett példakban leirt eset, valojaban be lehet latni, hogy tetszoleges linearis
tér, illetve Euklideszi tér és a rajtuk definidlt linedris transzformaciok illetve bilinidris
fliggvények izomorfak a fenti példaban tekintett modellek valamelyikével. Mégis érde-
mes az ,,absztrakt” definiciét bevezetni. Bizonyos problémékat egyszeriibb és természe-
tesebb modon lehet vizsgédlni, ha az altalanos modellt tekintjiik, és annak strukturajat
jobban megértjiik.

Vezessiik be el0szor a linearis tér fogalmat. Egy X halmazt linedris térnek neveznek,
ha minden z € X és y € X elemre, (melyeket az irodalomban vektornak neveznek) és
a, valés (komplex) szamra, definidlva van az z +y € X Osszeg és az ax € X kons-
tanssal képzett szorzat. Tovabba megkoveteljiik, hogy ezek a miiveletek teljesitsék a
kovetkezé algebrai azonossdgokat: x +y =y +x, x + (y + 2) = (¢ + y) + z, 1étezik
0 € X, (a linedris tér null eleme), melyre x + 0 = x, minden = pontnak létezik —z
inverze, melyre z + (—z) = 0, (a + B)x = ax + Bz, (a(Bz) = (af)z, 0x = 0, azaz,
ha egy vektort beszorzunk a nulla szammal akkor a nulla vektort kapjuk.) Valamely

k
x1,...,2, € X vektorokat linedrisan fiiggetleneknek neveziink, ha a ) ajz; = 0
=1
egyenlet csak trividlis modon teljesiilhet, azaz csak akkor, ha mindegyjik o szdmra
(egytitthatéra) a; = 0. Azt mondjuk, hogy az z1, ...,z vektorok generatorrendszert

k
alkotnak, ha minden y € X el6éllithaté y = > agxy alakban. Ha az xq,...,x) vek-
=1
torok egyrészt generatorrendszert alkotnak, mgsrészt linearisan fiiggetlenek, akkor ezen
vektorok rendszerét bazisnak hivjak. A linearis algebra néhany egyszeri eredménye
kifejezi a bazisok fontos tulajdonsagait. Ezen eredmények egyike szerint minden vektor
egyértelmiien fejezhetd ki, mint egy bazis elemeinek linearis kombinacidja. Egy linearis
térnek kiillonboz6é bazisai léteznek. Viszont egy linedris tér minden bazisa ugyanannyi
elembdl all. Egy linedris tér bazisainak elemszamat hivjak a tér dimenzidjanak. Mi csak
azzal az esettel fogunk foglalkozni, amikor a linedris tér dimenzidja egy véges szam.
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A lineéaris algebra egyik fontos fogalma a linearis transzformacié. Egy X linearis tér
A: X — X 6nmagaba vald leképezését linedris transzformaciénak nevezziik, ha minden
x € X ésy € X vektorra « és [ (komplex) szamra (ax + fy)A = a(zA) + B(yA). (Az
irodalomban nem egységes a jel6lésrendszer, van ahol x A-t és van ahol Ax-et irnak.) Két
linedris transzformacié szorzatan a transzforméciék egymas utani alkalmazasat értjiik,
ami szintén linearis transzformacio.

Sok fontos vizsgalat elvégzése érdekében érdemes bevezetni bizonyos extra-tulaj-
donsagokkal rendelkezd linearis tereket, melyeket Fuklideszi tereknek hivnak. Egy X
linearis tér Euklideszi tér, ha értelmezve van benne egy skalarszorzat, azaz, ha minden
x € X ésy € X vektorra létezik egy az x és y skaldrszorzatanak nevezett (z,y) mennyi-
ség, mely valds (illetve dltaldnosabb esetekben komplex) szam, és teljesiti a kovetkez6
feltételeket: (x,2) > 0, s6t (z,x) > 0, ha x # 0, (ax1 + fra,y) = a(z1,y) + B(x2,y),
(x,y) = (y,z), ahol Z a z komplex szdm konjugéltjat jeloli. A skaldszorzat lehetévé,
teszi, hogy egy X Euklideszi térben beszélhessiink egy x € X vektor |z| hosszardl,
melyet az |x|? = (z,z) formula definil, valamint két x és y vektor szogérdl, (specidlisan
merdlegességérél) melyet a cos(z és y dltal bezart szog) = % formula definial. Az
r € X ésy € X vektorokat merdlegeseknek vagy mas szoval ortogondlisoknak nevezziik,

ha (z,y) = 0.

Definidlhatunk tvgynevezett A(z,y) bilinedris fliggvényeket is egy X FEuklideszi
téren. Az A(z,y), v € X, y € X, valés vagy komplex értékii fliggvény bilinedris
figgvény, ha A(a17 + azwa,y) = a1A(z1,y) + aaA(xe,y), és A(x,1y1 + azyz) =
Az, y1) + a2 A(72, y2).

Rogzitsik egy X k-dimenzidés X linedris tér vagy specidlisan Euklideszi tér egy
e1,...,e, bazisat. Ha ismerjik egy A linedris transzformacié képét mindegyik e;,
1 < j < k, bazisvektorra, azaz ismerjik az Osszes aj,, 1 < j,p < k, egyiitthatot

k
az e;A = ) ajpep, 1 < j < k, egyenletekben, akkor tetszbleges x vektor zA képét
=1
ki tudjuk gzémolni. A linearis algebra természetes és fontos problémai a kovetkezo
kérdések megvalaszolasa: Hogyan lehet ezt az xA vektort effektive kiszdmolni, mi-
lyen szamolasokat kell végrehajtani, ha egy eq, ..., e, bazis helyett egy masik eq, ..., ek
béazisra tériink at, és ott akarjuk kiszamolni az A linedris transzformacié hatasat?
Mely bazis vélasztassal tudjuk a legegyszeriibben latni egy A linedris transzformécié
viselkedését?

Hasonlé kérdések fogalmazhatéak meg egy az X Euklideszi térben definidlt A(-,-)
bilinearis fiiggvény esetében. Be lehet latni, hogy egy k-dimenziés Euklideszi térben
nemcsak bazis, hanem specialis, igynevezett ortonormalt bazis is 1étezik, azaz meg lehet
adni, olyan ey, ..., e, bézist, melyre (e;,e,) =0, ha j # p, (e;,e;) =1,1 < j,p < k. Béar
nem lenne kotelezd, de ha Euklideszi térben bilinearis fliggvényeket vizsgalnak mindig
ortonormalt bazisban dolgoznak. Ha rogzitiink egy e, ..., ex ortonormalt bazist, akkor
az Alej,ep), 1 < j,p < k, értékek segitségével ki lehet szamitani tetszéleges x € X
és y € X vektorra az A(z,y) bilinearis fiiggvény értékét. Itt is felmeriil a kérdés,
hogyan lehet ezt a szamolast effektive elvégezni, hogyan tudjuk kiszamitani a bilinearis
fiiggvényt, ha egy ortonormalt bazisrdl attériink egy masikra, és melyik ortonormalt
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béazisban tudjuk a bilinearis fiiggvény viselkedését a legegyszeriibben latni.
Ha rogzitjik egy X k-dimenzids linearis tér egy eq,...,ex bazisat, és tekintiink
k
ezen a téren egy A linedris transzforméciét, melyre e;A = ) ajpe,, 1 < j < F,
p=1

valamilyen a;,, 1 < j,p < k, egyiitthatokkal, akkor érdemes a kovetkezd jeloléseket
bevezetni: Definidljuk azt az A k X k méretii métrixot, melynek a j-ik sordban és p-
ik oszlopdban 4ll6 elem a fenti azonossagban szerepld a;, szam. Ezt az A métrixot

nevezziik nevezziik az A linedris transzformécié matrixanak (a rogzitett ey, ..., e bazis
esetében). Feleltessiik meg tovdbba az © = ) z,e; vektornak az = = (x1,...,xx)
Jj=1

szam k-ast. Be lehet latni, hogy ha az x vektornak az T szam k-as, akkor az zA
vektornak az TA szadm k-as felel meg a fenti megfeleltetésben. Tovabba az A linedris
transzforméacié matrixa A, a B linedris transzformacié matrixa B, akkor az AB lineéris
transzformdacié métrixa az AB métrix, ahol AB a két linedris transzformécié szorzatat
(azaz egymas utan valé alkalmazdsat) AB pedig a két matrix (szokésos értelemben vett)
szorzatét jeloli. A fenti A — A megfeleltetés kolcsondsen egyértelmii megfeleltetést ad
az X k-dimenzios linearis tér linearis leképezései és a k x k méretli matrixok kozott
(rogzitett eq, ..., ex bézis esetében).

Hasonlé eredmény érvényes egy Euklideszi térben definialt bilinearis fiiggvényekre.
Be lehet latni, hogy egy X Euklideszi térben egy természetes kolcsonosen egyértelmii
megfeleltetés létezik a linedris transzformacidk és a bilinearis fiiggvények kozott. Neve-
zetesen, egy A linedris transzformacio és az (-, ) skalarszorzat segitségével definidlhato
az A(x,y) = (zA,y) kifejezés, és ez bilinearis fiiggvény. Megforditva, tetszbleges A(-,-)
bilinearis fliggvény egyértelmiien felirhaté ilyen formaban egy alkalmas A linearis transz-
formacié segitségével. Legegyszeriibb ezt a megfeleltetést igy megadni, hogy régzitiink
egy e, ..., e ortonorméalt bazist az Euklideszi térben, és definidljuk az A(-,-) bilineéris
fiiggvény valamint az ej,...,ex bazis és (-,-) skaldrszorzat segitségével azt az A =
A(eq,...,ex) méatrixot, melynek j-ik sordban és p-ik oszlopdban az a;, = A(ej,ep)

k

szam &ll. Ekkor A(z,y) = ZAy* minden z € X, y € X vektorra, ahol z = Y zje¢;
j=1

k
y= > yjej, T=(z1,...,2,) Y= (Y1,...,Yx), és ¥* a y vektor transzponaltjit jeloli.
j=1

Természetesen az el6bb definidlt A métrix fiigg attél, hogy melyik ortonormalt bazist
valasztottuk, de be lehet latni, hogy az a linedaris transzformacio, melyet ez a matrix
meghatdroz méar nem fligg az (ortonormélt) bézis megvéalasztdsatol. A fenti megfelel-
tetések egyben azt is mutatjak, hogy hogyan lehet egy dltalanos linearis transzformacio-
nak illetve bilinedris fliggvénynak rogzitett (bilinedris fiiggvény esetében az Euklideszi
térben ortonormalt) bazis esetében egy olyan speciélis modellt izomorf médon megfelel-
tetni, mint amilyet az ismertetés elején megadtam.

Néhdny eredmény lindris transzformdciokrol.

Tekintsiik at el0szor roviden azt, hogy hogyan lehet egy A linedris transzforméciét
egyszeriien megadni egy alkalmas bazisban. Az ilyen vizsgdlatokban rendkiviil hasznos

4



fogalom egy linedris operator sajatvektoranak és a sajatvektor sajatértékének a fo-
galma. Egy e vektor az A operator sajatvektora \ sajatértékkel, ha teljesiil az eA = Xe
azonossag. Felmeriil a kérdés, hogy van-e minden operatornak olyan bazisa, amelyiknek
minden eleme sajatvektor. Ha az A linearis transzformaciénak van ilyen bazisa, akkor
érdemes az A transzformdcié matrixat ebben a bazisban felirni. Az A transzformacio
matrixa egy ilyen bazisban diagonalis matrix, azaz a matrixban a féatlon kiviil min-
deniitt nulla van. Tovabba a matrix diagondlisaban az A transzformacié sajatértékei
allnak. De nem minden linearis operatornak van ilyen bazisa. Az altalanos esetben egy
linedris leképezés a legegyszeriibb médon az ugynevezett Jordan féle normalalakban
adhaté meg. A Jordan féle normadlalak létezése nagyon érdekes eredmény, amelyik
sok matematikai problémaban, példaul a (t6bbvéltozds linedris) differencidlegyenletek
elméletében nagyon hasznos. Egy A linearis leképezés Jordan féle normélakjanak el6-
allitasaban fontos lépés az A linearis operdtor invarians altereinek a megtaldlasa, azaz
az olyan D C FE lineéris tereké, melyekre x € D esetében az xA € D. Az A linearis
operator egydimenzids invarians alterei, megegyeznek a D = {ae : a tetszOleges szam}
alaku egydimenzios alterekkel, ahol e az A operator sajatvektora. De mivel a minket
érdeklo kérdések vizsgalatdban a Jordan féle normalalak nem jelenik meg, ezért ennek
a kérdésnek a targyalasat elhagyom. Hasonlé okokbdl nem targyalom, hogyan valtozik
egy linedris transzformacié matrixa, ha egy bazisbdl egy mésik bazisra tériink at. Csak
roviden megadom az eredményt:

Legyen eq,...,er és €1,...€, két bazis egy E linearis térben. Ekkor létezik egy
egyértelmlien meghatdrozott, és invertdlhato B linedris transzforméacio, melyre e; B =
ej, 1 < j < k. A B transzformdci6 B madtrixa megegyezik az e1,..., € és €1,... €

béazisokban, és ugyanez az allitds érvényes a B méatrix B~! inverzének a B~! métrixdra
is. Be lehet litni, hogy ha egy A lineéris transzformdacié métrixa az A métrix az
e1, ..., e, bazisban, akkor az A transzformdacié matrixa az €1, ... &, bézisban a BAB™!
matrix.

Bilinedris fiigguények néhdny fontos tulajdonsdga. Onadjungdlt és unitér leképezések.

A mi vizsgalatainkban fontosabb szerepet jatszik egy Euklideszi térben definialt
bilinearis fliggvények tulajdonsagainak a megértése. Mint korabban irtam, egy X Euk-
lideszi térben minden A(-, -) bilinearis fliggvény felirhat6 egyértelmiien A(x,y) = (zA,y)
alakban, ahol A egy az X Euklideszi téren definialt lineéris transzforméacié, tovabba min-
den A linedris transzformacié meghataroz ezen a moédon egy bilinearis fliggvényt. Ezért
egy A(-,-) bilinedris fiiggvényt azonosithatunk az 6t meghatérozé A linedris transzfor-
méaciéval. Ez a megjegyzés lehetévé teszi, hogy definidljuk egy X KEuklideszi térben
megadott A linearis transzformacié A* adjungaltjat a kovetkez6 médon: Az A* linearis
transzforméciot meghatarozza az (x A, y) = (x,yA*) azonossag teljesiilése minden z € X
és y € X vektorra. Ha egy A linearis transzforméacié matrixat egy ortonormélt bazisban
irjuk fel, akkor konnyen megadhatjuk az A transzformaciéo A* adjungaltjnak a matrixat
ugyanabban a bazisban. Nevezetesen a A* adjungélt operator matrixat dgy kapjuk
meg, hogy az A operdtor matrixanak az elemeit az atlora tiikrozziik, és ha komplex
értékli akkor konjugdljuk. Azaz ha A = (a;,), 1 < j,p < k, akkor A* = (a,,),
1 < j,p < k. Ez egyben azt is jelenti, hogy beszélhetiink egy A matrix adjungaltjardl is,
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azaz noha ugyanaz a matrix tobb kiillonboz6 linearis transzformacié matrixaként jelen-
het meg, attdl fiiggden, hogy mely (ortonormalt) bézisban dolgozunk, az A matrix A*
adjungaltja mindig ugyanaz az A* matrix. Felirom az A — A* leképezéssel kapcsolatos
legfontosabb azonossdgokat. Ezek: (A + B)* = A* + B*, (ad)* = aA*, (4*)" = A,
(AB)* = B*A*, (tehat az utolsé azonossidgban megfordul a miiveletek sorrendje), és
(A=) = (a7

Az Euklideszi téren értelmezett linedris transzforméciék kozott kiilondsen fontos
szerepet jatszanak az onadjungdlt és unitér leképezések. Leirom ezek definicigjat és a
veliik kapcsolatos legfontosabb tudnivaldkat.

Az X Euklideszi tér egy A linearis transzformaciojat onadjungaltnak neveziink, ha
A = A*, egy U transzformacidjat unitérnek, ha UU* = U*U = I, ahol I az identitéas
leképezés. Az, hogy az A linearis transzformacié énadjungélt gy is megfogalmazhato,
hogy az altala meghatdrozott A(-,-) bilinedris fiiggvény teljesiti az A(z,y) = A(y,x)
azonossagot. Az unitér transzformaciok egyik fontos tulajdonsdga az, hogy valéjaban
elég az UU* = I vagy U*U = I azonossagok egyikét megkovetelni, a masik azonossag
ebbol kovetkezik. Egy k-dimenziés FEuklideszi tér valamely transzformacidja akkor és
csak akkor unitér, ha rogzitve az Euklideszi tér egy ortonormalt bazisat és felirva a
transzformécié matrixdt ebben a bazisban az igy kapott matrix sorai (vagy oszlopai)
ortonormalt rendszert alkotnak a szdm k-asok terében. Az unitér transzformaciok-
nak fontos geometriai jelentésiik van. Fzek az X Euklideszi tér tavolsag és szogtartd
leképezései. Specidlisan, az unitér transzforméciok ortonormadlt bazist ortonormalt
bazisba képeznek.

Egy onadjungélt linearis leképezés matrixat valamilyen rogzitett ortonormalt bazis-
ban 6nadjungélt matrixnak, egy unitér linearis leképezés matrixat pedig unitér matrix-
nak hivjak. Ez az elnevezés jogos, mert az, hogy egy méatrix onadjungalt vagy unitér-e
eldontheto csak a matrix ismeretében, és nem fligg attél, hogy milyen médon kaptuk ezt
a matrixot egy alkalmas operator segitségével. Nevezetesen, egy A = (a;p), 1 < j,p <Kk,
k x k méretli matrix akkor és csak akkor 6nadjungélt, ha a;, = @, ; minden 1 < j,p < k
indexre. Egy U = (u;,), 1 <j,p <k, k x k méreti matrix akkor és csak akkor unitér,

k
ha az U matrix sorai ortonormaltak, azaz ) u;,u;, = 1, minden 1 < j < k indexre,
p=1
k
és Y u;pu;, =0, minden 1 < j,1 <k indexre, ha j # [.
p=1

Egy A 6nadjungalt leképezésre (xA,x) valés szdm minden x € X vektorra, mert
(xA,z) = (z,xzA) = (zA,z). Azt mondjuk, hogy egy onadjungélt leképezés pozitiv
szemidefinit, ha (x A, z) > 0 minden = € X vektorra, pozitiv definit, ha (zA, z) > 0 min-
den z # 0 vektorra. Nem nehéz belatni, hogy ha A 6nadjungélt transzformacio, akkor
ezt a transzforméciét illetve az dltala definialt (z A, y) bilinedris fiiggvényt meghatéarozza
e fligvény megszoritasa az © = y pontokra, azaz az (x A, x) fliggvény, melyet kvadratikus
alaknak hivnak az irodalomban.

A linedris algebra egyik fontos eredménye arrdl szél, hogy hogyan lehet 6nadjungalt
operatorokat a legegyszeriibb modon jellemezni egy alkalmas ortonormalt bazis segitsé-
gével. A kovetkezo allitas érvényes. Ha A 6nadjungélt operator egy X k-dimenziés Eu-
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klideszi térben akkor 1étezik az A transzformacionak k darab eq, ..., e, ortonormalt sa-
jatvektorbodl allé bazisa, azaz olyan egymésra merdleges (egy hosszisagi) e, 1 <p <k
vektorokbdl 4ll6 bazis, mely vektorokra e, A = A e, valamely A, sajatértékkel. Tovabba
a A, sajatértékek valds szdmok minden p = 1,...,k indexre. Ebben a sajitvektorokbol
allé bazisban az A transzformdcié métrixa egy diagonalis A métrix, és a A métrix di-
agondlis elemei a ), sajatértékek. Egy A onadjungalt operator akkor és csak akkor
pozitiv szemidefinit, ha minden sajatértéke nem-negativ, és akkor és csak akkor pozitiv
definit, ha mindegyik sajatértéke szigorian pozitiv.

A fenti allitas arrodl, hogy egy X k-dimenzids Euklideszi térben definialt A 6nadjun-
galt operatornak létezik eq, ..., er sajatvektorokbodl allé ortonormalt béazisa, a kovetkezo
jellemzését adja az A operatornak matrix altaldnos ortonormalt béazisban. Legyen
fi,--., fr tetszbleges ortonormalt bazis. Ekkor az a sajatértékekbol allé6 ortonormaélt

k
béazis elemei kifejezhetéek e; = > wj,fp, 7 = 1,...,k, alakban. Tovadbba az U =
p=1

(ujp), 1 < j,p < k, matrix unitér. Ugyanis abbdl, hogy mind az eq,...,e; mind
az f1,..., fr béazis ortonormdlt rendszert alkot kovetkezik, hogy az U maétrix sorai
ortonorméalt rendszert alkotnak a szam k-asok terében. Be lehet latni, hogy az A
onadjungalt operator matrixa az fi,..., fr bazisban az U*AU matrix, ahol U az el6bb
definidlt unitér matrix, A pedig az a diagondlis matrix, melynek p-ik sordban (és p-ik
oszlopaban az e, sajatvektor A\, sajatértéke all. Rejtett médon egy transzformécié A
matrixdanak A = U* AU alaku el6allitasa jelenti azt az eredményt, melyet az irodalomban
fotengely transzforméciénak neveznek. Fz azt mondja ki, hogy egy 6nadjungalt operator
matrixa alkalmas ortonormalt bazisban diagondlis. Ahhoz, hogy ezt az el6allitast meg-
adjuk az operator sajatvektorait és sajatértékeit kell ismerniink.

Roviden ismertetem, hogy felhaszndlva azt az eredményt mely szerint minden
A onadjungdlt operatornak létezik az A operator ortogondlis sajatértvektoraibdl allé
bézisa, hogyan lehet latni azt, hogy az A operator matrixa U*AU alakban irhaté. Legyen

K
az e; sajatvektor el6allitdsa a vizsgalt f1,..., fr ortonormalt bazisban e; = > u;,fp
p=1
alakd, és vezessiik be az ul9) = (Uji...,ujk), g =1,...,k jelolést. Ekkor elég belatni,

hogy teljesiil az (e;A, e;) = uDU*AUu®” azonossag minden 1 < 5,1 < k indexre. Ezt
az azonossagot viszont nem nehéz ellendrizni, felhasznédlva a kévetkezd azonossagokat:
Egyrészt (ejA,e;) = Aj, és (ejA,e;) =0, ha j #1,1<j,1 <k Miasrészt wIU* az a
k hosszisagu szamsorozat, melynek j-ik koordinatéaja 1, és az Osszes tobbi koordinatéja
nulla, és az U uD” vektor az a k hossziisagu oszlopvektor, melynek [-ik koordinataja 1,
és az Osszes tobbi koordinatéaja nulla.

Jegyezziik meg, hogy érvényes és hasonléan bizonyithaté a kovetkezo allitas: Ha
egy X k-dimenziés Euklideszi térben definidlt (mem feltétleniil 6nadjungélt) bilinedris

fliggvény matrixa egy B matrix valamilyen eq, ..., e ortonormalt bazisban, és tekintiink
k
egy masik ortonormadlt f1,..., fi bazist az X térben, akkor felirhatjuk aze; = > u;, fp
p=1

azonossagokat, 1 < j < k, alkalmas u; , egyiitthatékkal, és az U = (u,,), 1 < j,p <k
k x k méretii matrix unitér. Tovabba a tekintett bilinearis fiiggvény matrixa az 1j
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fi, ..., fr bazisban az U*BU métrix. Jegyezziik meg, hogy az U* = U~! métrix az
U matrix inverze. A most emlitett formula alapjan egy onadjungalt operator felirdsa
U*AU alakban informalisan a kovetkez6é moédon interpretalhaté: Ez a képlet azt mu-
tatja meg, hogy hogyan ,latjuk” egy onadjungalt operatornak a sajatvektorok altal
meghatarozott bazisban megjelent diagonalis alakjat egy masik ortonormalt bazisbol.

Természetesen felmeriil az a kérdés, hogy van-e hasonldé szép, alkalmas koordi-
natarendszerben diagonalis matrix formaban megadhaté eloallitasa az unitér transz-
formacidknak. Ezzel a kérdéssel ekvivalens az a probléma, hogy 1étezik-e minden unitér
operatornak ortogonalis sajatvektorokbol allé bazisa. A véalasz erre a kérdésre igenl. A
kiilonbség mindossze annyi, hogy az onadjungélt operatorok sajatértékei valds szamok,
mig az unitér operatorok sajatértékei egy abszolut értékii komplex szamok. Erdemes
megjegyezni, hogy a fent emlitett allitas az unitér operatorokrdl csak akkor érvényes,
ha nem valés hanem tugynevezett komplex Euklideszi terekben dolgozunk, azaz az
Euklideszi tér elemeit nemcsak valés, hanem komplex szamokkal is megszorozhatjuk.
Szintén ismert az, hogy hogyan lehet valés Euklideszi tereken értelmezett unitér transz-
formaciok matrixat egyszerti médon elballitani alkalmas bazisban. Ennek az eredmény-
nek érdekes geometriai kovetkezményei vannak, de ezt a kérdést itt nem targyalom.
Egyébként ismert az is, hogy melyek azok az operatorok, melyeknek létezik sajatvekto-
rokbdl allo ortonormalt bazisa. Ezek az igynevezett normalis operatorok. Egy operator

normalis, ha AA* = A*A.
A linedris algebra alkalmazdsa valdsziniiségszamitasi problémdkban.

Tekintsiik az ismertetés elején targyalt k hosszisagi (z1, ..., x) sorozatokbdl allé

k
Ey Euklideszi teret az (z,y) = ) z,¥, skalarszorzattal. Legyen tovabbd adva k
p=1
&1, ..., &k valdésziniiségi valtozd egy (€, A, P) valdszintiségi mezén, melyekre EE, = 0,
Eéf, < 00, 1 < p < k. E valészinliségi valtozdk segitségével definidljuk a kovetkezo
bilinidris fiiggvényt az Ej Euklideszi téren. Ha =z = (z1,...,2k), ¥ = (y1,---,Yk)

k k
akkor legyen A(x,y) = E (Z z;€; (Z ylfl). Nem nehéz beldtni, hogy ez a bi-
j=1 =1
linedris fiiggvény megadhaté A(z,y) = xDy* alakban, ahol D = d,;, 1 < j,l < k,
dji = E§;& = Cov (&5,&), a (&1,- .-, &k) véletlen vektor kovariancia matrixa. Ennek a

bilinedris fiiggvénynek, illetve a neki megfeleld kovarianciamatrixnak a vizsgalata fontos
szerepet jatszott a tobb-dimenzidés normalis eloszlas, illetve a tobb-dimenzids centralis
hatéareloszlastétel vizsgalatdban. Lattuk, hogy a D kovarianicia matrix onadjungalt, és
pozitiv szemidefinit. Megjegyeztiik, hogy a linearis algebra eredményeibol kovetkezik,
hogy minden A pozitiv szemidefinit matrix felirhat6 A = B* B alakban. Az el6adasban
lattuk, hogy ennek az eredménynek az az egyik kovetkezménye, hogy minden szim-
metrikus pozitiv szemidefinit matrix esetében létezik olyan tobb-dimenziés normaélis
eloszlasu valdszintiségi valtozd, amelyiknek ez a kovariancia fiiggvénye.

Lassuk, hogy miért igaz ez az allitds. Egy pozitiv szemidefinit diagondlis A matrix
esetében ez az allitas nagyon egyszerlien bizonyithato. Legyenek A1,..., A\x a A matrix
atlojaban 1év6 elemek. Az, hogy a A matrix pozitiv szemidefinit, azt jelenti, hogy A; > 0
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minden 1 < j < k indexre. Ezért A = VAVA = <\/K)* VA, ahol VA az a diagonalis

matrix, melynek elemei a \/)\7 , 1 <7 <k szamok. Az &ltalanos esetben egy A szim-
metrikus matrix felirhaté A = U*AU alakban, ahol U unitér, A pedig diagonalis métrix.
Az, hogy az A matrix pozitiv szemidefinit azt jelenti, hogy a A matrix diagonalisaban
allé elemek (az A matrix sajatvektoraihoz tartozé sajatértékek) nem negativ szamok.
Ezért teljesiil az A = B? = B*B azonossdg B = U*V/AU vélasztassal. Ugyanis ekkor
B*B = U*/AUU*VAU = U*AU = A, és B = B*. (Ezenkiviil azt is biztositottuk,
hogy a fenti el6éllitdsban szereplé B métrix pozitiv szemidefinit.) Az A = B* B el6éllités
nem egyértelmii. Valéban, legyen V tetszéleges unitér méatrix, és definidljuk a B = VB
matrixot. Ekkor B*B = B*V*V B = B*B = A, ha teljesiil az A = B*B azonossag.

MATRIXOK DETERMINANSA, EGY TRANSZFORMACIO JACOBIANJA, TOBBVALTOZOS
INTEGRALOK TRANSZFORMACIOL.

Tekintsiik egy A k x k méreti A = (a;;), 1 < j,1 < k, alakd matrix det A
determinansat. Ennek a determinansnak a kovetkezo szemléletes jelentése van: Te-
kintsiik az A matrix ) = (a;1,...,a;) sorait, 1 < j < k, mint vektorokat a k-
dimenziés térben. Ekkor det A megegyezik az a(), 1 < j < k, vektorok &ltal kifeszitett
parallelepipedon el6jeles térfogataval. Az A matrix sorvektorai dltal kifeszitett pa-
rallelepipedon a k-dimenzids egységkocka képe, ha az A matrix altal meghatarozott
linedris transzformdciét alkalmazzuk. Ezért a fent emlitett eredmény szerint a det A
geometriai tartalma azt fejezi ki, hogy az A matrix hanyszorosara nagyitja egy k-
dimenzios vektorok altal kifeszitett parallelepipedon el6jeles térfogatat. Ennek a geo-
metriai ténynek fontos kovetkezményei vannak. Ez az eredmény magyarazza meg a
det(AB) = det A det B azonossig okét és szemléletes tartalmat. Nevezetesen, det(ADB)
azt méri, hogy hényszorosara nagyitja az elGjeles térfogatot az A és B linearis transz-
formaciok egymas utani alkalmazasa, mig az azonossag jobboldala azt méri, hogy az
egyes A és B transzforméciok kiilon-kiilon hanyszorosra nagyitjak az eldjeles térfogatot.
S6t, ennek a geometriai képnek mas szdmunkra fontos kovetkezménye is van. Ez ma-
gyarazza meg azt, hogy hogyan kell kiszamitani tobbvaltozds fliggvények integraljat,
ha a fliggvényt transzformaljuk, és miért jelenik meg ebben a formuldban a leképezés
Jacobian-janak nevezett mennyiség.

Maganak a fent emlitett ténynek a bizonyitasat elhagyom, csak roviden utalok az
eredmény okara. Ha tekintiink k£ darab k-dimenzids vektort, akkor mind az altaluk
kifeszitett parallelepipedon elGjeles térfogata, mind azon matrix determinansanak az
értéke, mely métrix j-ik sordban az a9) vektor 4ll, az al9) vektorok multilinearis fiigg-
vénye. Azaz, barhogy rogzitjiik egy vektor kivételével az Osszes tobbi vektor értékét,
akkor az igy kapott fliggvény a nem rogzitett vektorvaltozoé linearis fliggvénye. Annak
belatasahoz, hogy két multilinedris fliggvény megegyezik elegend6 belatni a két fiiggvény
azonossagat bizonyos specidlis esetekben. Meg lehet mutatni, hogy jelen esetben ele-
gendo6 belatni azt, hogy a tekintett elGjeles térfogat és determindns értéke megegyezik
azokban a specislis esetekben, amikor mindegyik a(?) vektor olyan, hogy az egyik ko-
ordinataja 1, az Osszes tobbi koordinataja pedig nulla. Ezekben az esetekben viszont
nem nehéz ellenorizni az allitast.



Tekintsiink egy f(y1,...,yx) fiiggvényt, illetve annak [, f(y1,...,yx) dy1 - .. dyk
integraljat valamely B tartomanyban. Arra vagyunk kivancsiak, hogy hogyan lehet ki-
szamolni ezt az integrélt, ha a k-dimenziés tér A halmazénak egy v, = T;(x1,...,Tk),
1 < j <k, leképezését alkalmazzuk erre a B tartomanyra. Ezt a leképezést roviden az
y = T'(x) formaban irjuk, ahol az y = (y1,...,yx), * = (x1,...,2), T = (Th,...,Tk)
jelolést alkalmazzuk. Tulajdonképpen az

/ F(gla))g'(x) da = /g (g(j) Fw) dy

azonossag tobbdimenzids valtozatat keressiik. Tegyiik fel, hogy a tovabbi érvelésekben
az Osszes eloforduld fiiggvény és halmaz elég szép, azok minden szamunkra sziikséges
tulajdonsaggal rendelkeznek. Tovabba, ha masképp nem mondjuk feltételezziik azt is,
hogy a k-dimenziés tér T transzformacidja az A k-dimenzids tartomanynak invertalhaté
leképezése a k-dimenziés egy B tartomanyara, azaz az y = T'(x) egyenletnek egyértelmi
megoldasa van az z valtozéban minden y € B vektorra.

A vizsgalandd [, f(y1,...,ux)dys ... dyi integralt a kovetkezd jellegli integralko-
zelito Osszegek segitségével szamolhatjuk ki. Osszuk fel az A tartomanyt kis atméroji,
diszjunkt Ay,..., A, halmazok uniéjdra, és definidljuk a By = T(A4s), s = 1,...,n
halmazokat, ahol T(C) = {T(z): x € C} minden C C A halmazra. Valasszunk ki

mindegyik B, halmazbdl egy v(®) = T(u(?)) = <v§8> UI(:)), s = 1,...,n, pontot,
ahol u(®) = <u§5),.. u,(j)> € A,. Tekintsik ezutan az fB flyrs. o yk)dys ... dyg

integral Z f ( (S)) A(Bys) alaku integral kozelité dsszegeit, ahol A(C') egy C' k-dimenzids

halmaz terfogatat jeloli. A vizsgalando integral ezen kozelité Osszegek hatarértéke, ha
az Ai,..., A, illetve a T transzformécié (egyenletes) folytonossidga miatt a By, ..., B,
halmazrendszerben szereplé halmazok atméréjének a maximuma nulldhoz tart. Hogyan
tudjuk a tekintett integral kozelitését vizsgdlni a T' leképzés képterében?

Az el6bb tekintett integralkozelito osszegekre felirhatjuk a kovetkezo azonossagot:

55 () = 55 () A, g

és a vizsgalt integralra az azonossig jobboldalan szereplo kifejezés kis atméroju A,
halmazok valasztasa esetén egyrészt j6 kozeitést ad a vizsgalt integralra, masrészt be
lehet latni, hogy ez a kifejezés jol kozelit egy az A tartoméanyon alkalmasan definialt

A(Bs
integralt, ha j6 becslést tudunk adni a )\é 1 ; hényadosokra.
A(Bs

Vegylik észre, hogy )\EAS§ = (/\(545)))

Mivel az A, halmazok dtmérSje kicsi, u(®) € Ay, ezért a T = (T1,...,T) leképezés
megszoritasa az A halmazra jol kozelithet6 a

k
(s) (s) 8Tj(:ﬂ1,...,xk) s s .
Y; : NZ 7 . " <.r](,)—u§))>, g=1,...k,
p=1 P (1, wr)=(uy " yuy )
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kifejezéssel, azaz a T transzforméciénak az u(®) = (ugs), . ,u?) pont koriili Taylor

soranak elso tagjaval.

A fenti azonossag vektor jeloléssel

g o~ () - u®) (3T<w))

alakban irhato, ahol
) ) = <x§s) — ugs), . ,m,(:) — u,(:)>

y(s) N C) (?AS) . Ugs)’ . ,y](:) . U}({s)) ,

T (x
és (#) az a k x k méretii matrix, melynek j-ik soraban és [-ik oszlopaban
x x:u(S)

a 6Tj($1, cee ,ilj'k)
8a:l

elem 4ll.
m:u(s)

8Tj(l’1, ce ,xk)
axl renu(s)
t6l eltekintve) az A; halmazt a By halmazba viszi. Ez a tény, illetve a matrix deter-
minansanak megtargyalt geometriai jelentése miatt
x—u(s)) ' .

)\(BS) -~ ‘det ( 8Tj(x1, e ,xk)

)\(AS) 8xl
Jegyezziik meg, hogy itt abszolut értéket kellett venni, mert a tobb-valtozds integralokat
olyan kozelito Osszegek segitségével vizsgaljuk, melyekben a halmazok térfogatat és nem
elojeles térfogatat tekintjiik. Ez némi eltérést jelent az egy és tobb-dimenzids integralok
definiciojaban és viselkedésében.

Ez azt jelenti, hogy a <

) matrix (elhanyagolhatén kis hiba-

A fenti reldcié azt sugallja, hogy az A halmaz finom felosztdsa esetében a (x)
0T (z)
ox

formula jobboldalan szerepld Gsszeg jol kozeliti az / f(T(x)) |det dx integralt,
A

ezért hataratmenetet végrehajtva megkapjuk az

[ rwas= [ s ’det i) ] dr

azonossagot. Ezt az eredményt, illetve a hozzé sziikséges definiciét fogalmazom meg az
aldbbiakban.

Definiédljuk eldszor a k-dimenzids tér sima transzformécidinak a Jacobian-jat.

Jacobian definiciéja. Legyen y; = T;(x1,...,2,), 1 < j <k, a k-dimenzids tér egy
A tartomdnydnak sima leképezés a k-dimenzios tér eqy mdsik B tartomdnydba. Jelolje
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T(x1,...,2k) = (T1(z1,-. s xn)y. ., Ti(21, ..., 2s)) ezt a transzformdciot. E transz-
formdcic J(T(x1,...,xx)) Jacobidnjat egy (x1,...,xx) € A pontban gy definidljuk,
hogy tekintjik eloszor a T leképezés

aTj(:El,...,Ik) .
1<4,1<k
< awl ) —j7 — Y

deriwdltjat az (z1,...,z) pontban, ami eqy k X k méreti; mdtriz. Ezutin a T leképezés
J(T(z1,...,zx)) Jacobianjdt az (z1,...,xx) pontban gy definidljuk mint ezen (de-
rivalt) mdtriz determindnsdnak az abszolut értékét.

(A Jacobian szemléletes tartalma: Ez adja meg, hogy az (x1,...,z5) pont kis
kérnyezetének a térfogatit a T = (T4,...,T)) transzformdcié hdnyszorosdra nagyitja

Az integréltranszformaciordl szolo tételt el6szor abban (a kordbban targyalt) specia-
lis esetben mondom ki, amikor a T transzformacié invertalhatd, majd megfogalmazom
az altalanosabb esetben érvényes eredményt is.

Integraltranszformaciorol szolo képlet specialis esete. Legyen adva a k-dimen-
zids tér eqy A tartomdnydnak egy sima y; = Tj(z1,...,25), 1 < j < k, transz-
formdltja a k-dimenzios tér eqy mdasik B tartomdnydba, amelyik invertdlhato, azaz az
y; = Tj(x1,...,z), 1 <j <k, egyenletrendszernek egyetlen (x1,...,xx) € A megolddsa
van minden (yi,...,yx) € B pontra. Legyen tovabbd adva az A tartomdnyon egy (in-
tegralhatd) f(xq,...,xzx) figgvény. Fkkor

/Bf(yl,...,yk)dyl...dyk
:/Af(Tl(arl,...,a:k),...,Tn(:zrl,...,a:k))j(T(xl,...,xk))dazl...da:k,

ahol J(T(x1,...,xk)) jeloli a T(xy,...,xy) leképezés Jacobianjdt.

Az altalanos eset, amikor a T leképezés az A tartomanynak egy nem feltétleniil in-
vertalhaté leképezése egy B tartoméanyra hasonléan targyalhato. A kiilonbség az, hogy
most meg kell fogalmaznunk azt a megszoritast, mely szerint csak olyan fliggvényeket
tekintiink az A tartoményban, melyekre f(x1,...,2x) = f(Z1,...,Zr) minden olyan
(r1,...,2k) és (Z1,...,%x) pontparra, melyre T(zy,...,z;) = T(Z1,...,7;). Ezt Ggy
biztositjuk, hogy el6szor egy a T transzformécié B képterén definidlt f(y1,...,yx)
fliggvényt tekintiink, majd megadjuk ennek a fliggvénynek a T transzformacio altal
indukalt 6sképét az A tartomanyon. Az integraltranszformacios képletben ezek a fligg-
vények jelennek meg.

Tovabbd, ha tekintjik az (yi,...,yr) pont kis kdrnyezetét, akkor ennek hatasa a
keresett azonossag mdasik oldalan a kornyezet teljes 0sképén jelenik meg. FEnnek az a
kovetkezménye, hogy a T leképezés Jacobianjanak értékét egytitt kell tekinteniink min-
den olyan (x1,...,zx) pontban, melyre T(z1,...,2%) = (y1,...,yr) valamely rogzitett
(y1,...,yx) € B pontban. Megfogalmazom az eredményt.
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Integraltranszformaciordl szolé képlet. Legyen adva a k-dimenzios tér eqy A tar-
tomdanydnak egy sima y; = Tj(x1,...,2x), 1 < j < k, transzformdltja o k-dimenzids
tér egy mdsik B tartomdnydba. Legyen tovabbd adva a B tartomdnyon eqy f(y1,...,Yk)
figgvény. Ezen f(y1,...,yx) figguénynek a T = (Ty,...,Ty) transzformdcié dltal meg-
hatdrozott 6sképén azt az A tartomdnyon értelmezett g(xy,...,xx) = T 1 f(2q,...,2%)
fuggvényt értjik az A tartomdnyon, melyre

g(xlw"amk) = f(Tl(mlv'“;xk)w"aTkz(ajl?"‘axk))

minden (x1,...,x) € A pontban. Ekkor

/Bf(yl,...,yk)dyl... dy

T ' f(xq,..., 21
:/ fln, o) 1 dzy ... dxy.
A
olyan (z1,...,2x) €A pontok j(T(zlv SRS Zk))
melyekre T (z1,...,2k)=T;(x1,...,%k)
G=1,.. .k

Rovid, informdlis magyarazatot adok arra, hogy miért jelenik meg egy ilyen formula
a fenti tételben. Legyenek az () € A, ... () € A pontok az y = T(z) egyenlet
megoldésai valamely rogzitett y € B pontra, és tekintve az y pont egy kis C' kornyezetét
legyen ennek az Gsképe olyan A, ..., A, halmazok uniéja, melyek az =, ... z(®
pontok kis kérnyezetei. Ekkor A(C) ~ A(4,)J (T (")) minden r = 1,..., s szémra,

ahonnan > A(A,) ~ > AC) , azaz A(C) ~ ! i > A(Ay), és ez
r=1 r=1

=1 J (T ()

informélis megfogalmazasban az f(y)dy =

J(T(z())

ahol az x1,...,xs pontok az y pont Osképei a T leképezés szerint, és ezekre teljesiil
az f(y) = f(T(zp), p=1,...,s azonossdg. Ebbdl a formuldbdl kovetkezik a tételben
kimondott azonossag.

—

Lassuk az elébb targyalt integraltranszforméciénak legfontosabb alkalmazéasat, azt
hogy hogyan lehet kétvaltozos integralokat polar koordinatarendszerben kiszdmolni.

Tekintsiik az A = {(r,): r > 0, —7 < ¢ < 7w} tartomanynak az x = rcosp és y =
rsin ¢ képletekkel megadott kolcsondsen egyértelmii leképezését a sikra. (Pontosabban,
ez a leképezés az A halmazt arra a B halmazra képezi, melyet ugy kapunk, hogy a
sikbdl kihagyjuk az {(z,y): x = 0,y < 0} félegyenest, de egy sikbeli integrél értéke nem
valtozik meg, ha egy félegyenest kihagyunk az integralasi tartomanybdl.

Szamoljuk ki a tekintett leképezés Jacobianjat, majd mutassuk meg, hogy a kapott

x x
eredmény megfelel a szemléletes képnek. Egyszeri szamolassal, — = cosp, — =

or dp

13



. ) . Y , . oy
—rsinp, == =sinp, — = rcos p, ezért a Jacobian értéke

or dp

cos @, —rsin ¢

J(rcos p,rsinp) = |det

, ‘ ’ = r(cos® p + sin® p) =7,
sing, 7cosp

/_O;/_O;f(ﬂc,y)dxdy:/:r/ooorf(rcosgo,rsimp)drdgo. ()

Annak érdekében, hogy szemléletesen is megértsiik miért jelenik meg a polar ko-
ordinatarendszerre valé attéréskor az r-rel vald szorzas az integrandusban, tekintsiik a
kovetkezo feladatot:

ahonnan

Ha adva van egy T = [r,7 + Ar]| X [p, p + Agp] téglalap, ahol Ar és Ap kis szdmok
és alkalmazzuk az A(r,p) = (z,y), * = rcosp, y = rsin @, leképezést, és tekintjilk a T'
halmaz A(T') képét, akkor mi lesz az A(T") és T halmaz teriiletének az ardnya?

A T halmaz teriilete \(T') = ArAp. Az A(T) halmaz azon pontokat tartalmazza az
(x,y) sikon, melyeknek az abszolut értéke r és r+Ar kozé, az abszcissza tengellyel bezart

A A
szoge pedig ¢ és v+ Ay kozé esik. Ezért ennek teriilete A(T') = (7‘+Ar)27¢ — 72 7¢ =
Ar)2A A(T A(T
rArAp + (T)TSO, ahonnan % =r+ 77“ Innen kovetkezik, hogy a %

hanyados az r szamhoz tart, ha Ar — 0, és Ay — 0. Ebbdl a formulabdl és az
integraloknak a szokdsos integralkozelité osszegek segitségével felirt approximacidjabol
kovetkezik, hogy a polar-koordindtarendszerbe val6 attéréskor, az (x,y) koordindtaknak
az 1 cos p, rsinp valtozokkal valé helyettesitésekor az integrandust az r szammal kell
megszorozni, azaz a (xx) formula érvényes.
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