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Hatareloszlastételek fiiggetlen vektor értékii valosziniiségi valtozdkra,
és a tobb-dimenzidés normalis eloszlas néhany fontos tulajdonsaga.

A korabbi elOkészités utan nem nehéz megfogalmazni és bebizonyitani a centralis ha-
tareloszlastétel tobb-dimenziés valtozatat. Ezt csak fiiggetlen és egyforma eloszlasu
véletlen vektorok Osszegére tessziik meg, bar nem lenne nehéz a Lindeberg feltételt
teljsito szériasorozatokra megfogalmazott centralis hatareloszlastételnek a tobb-dimen-
zi0s valtozatat bebizonyitani.

A t6bb-dimenziés centralis hatareloszlastétel. Legyenek €U) = (5@,..., ,Ej)),
71 =1,2,..., figgetlen, egyforma eloszldisu k-dimenzios valosziniiségi valtozok, melyekre

b
teljestil az Eﬁl(l) < 00, 1 <1<k feltétel. Legyen a €M) = <£§1), ceey ,21)> vektor varhato
értéke BED) = (Eé’gl),...,Ef,gl)» kovariancia mdtriza pedig egqy D = (d;;1), dj; =
Cov (&,&), 1 < 4,1 <k, k x k méretd mdtriz. Definidljuk az S — (S%n), . ,S,gn)> =
S el = (3 59), . 5,9)) dsszegeket, n = 1,2,.... Ekkor minden (x1,...,xx)
j=1 j=1

Jj=1
k-dimenzios vektorra érvényes a

- 1 (g (n) 1 (g (n)
nlLII;OP (ﬁ (Sln — ESln > < L1y, % (Skn — ESkn > < Xk = @D(Zﬂl, . ,ZI:k)
azonossdg, ahol ®p(z1,...,zK) a k-dimenzids nulla vdrhats értékii D kovariancia mdt-
rizd normalis eloszlasfigguény értéke az (x1,...,x) pontban.

Megjegyzés: Lattuk, hogy egy tetszoleges véletlen vektor kovariancia matrixa szim-
metrikus pozitiv szemidefinit matix, és minden ilyen matrixra létezik nulla varhaté
értékl és ilyen kovariancia matrixi normalis eloszlasu véletlen vektor. Tovabba egy
normalis eloszldsi véletlen vektor eloszlasat meghatarozza annak varhaté értéke és
kovariancia matrixa. Ez tobbek kozott azt jelenti, hogy a tobb-dimenziés centralis
hatareloszlastételben szereplé hatareloszlast egyértelmiien megadtuk.

A tétel bizonyitdsa. Jeloljon (ny,...,nx) egy nulla varhaté értékii és D kovariancia
matrixi normélis eloszlasu véletlen vektort. Azt kell belatnunk, hogy a

(% (sﬁ“) —Es§”>) % (s}j‘) —ES,Q”)))

véletlen vektorok eloszldsban konvergdlnak az (ni,...,n;) véletlen vektorhoz. Ehhez

viszont, mint lattuk elég azt megmutatni, hogy tetszoleges ai,...,ar valés szamokra
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2= 2 (5§ — BS(™) valésuiniiségi valtonsk eloszlisban konvergdlnak a 3 a1,
nj=1 Jj=1
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valoszintiségi valtozokhoz. Viszont ) a;n; normadlis eloszlasi valdsszintiségi véaltozo
i=1

nulla varhaté értékkel és aDa* szérdsnégyzettel, ahol a = (ay,...,ar). (Ez legegy-
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szertibben gy lathatd, ha felirjuk a > a;n; véletlen vektor E exp {it (2 a; 77J> }
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exp { (—% >3 ajnj) } = e—aDa"t/2 karakterisztikus fiiggvényét.) Mésrészt
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ahol (; = i a;((; — E¢;), 1 < j < mn. Vegylik észre tovabbd, hogy a (;, 1 < j < n,
Valészinﬁsgg:ilvéltozék fliggetlen egyforma eloszlasu valészintiségi valtozok nulla varhato
értékkel és Var (; = aDa”* szérasnégyzettel, mely szdm megegyezik az n = i a;n; nulla
varhaté értékit és normalis eloszlasu valdszintiségi valtozd szérésnégyzejteiel. Tehat

1 n
elegendd belatni, hogy a — ) (j, valészintliségi véltozok eloszlasban konvergalnak
n =
=1
egy nulla varhato értékili és Var (; szérdsnégyzetll normalis eloszldat valdszinliségi val-
tozohoz. Viszont ezt az allitast mondja ki az egy-dimenzids centralis hatareloszlastétel.

Megadtuk a tobb-dimenzidés normalis eloszlasi valdszinliségi valtozok karakter-
isztikus fiiggvényét. Ezt fogalmazzuk meg a kovetkezé allitasban.

Tobb-dimenzios normalis eloszlas karakterisztikus fliiggvényének jellemzése.
Egy ¢ = (&,...,&) k-dimenzids normdlis eloszldsi valoszindségi vdltozo karakter-
1sztikus fligguénye a kovetkezd alaki:

Feit8) — poilti&it+tiby) — ilm,t)—tDt"/2

ahol m = (my,...,my) a & vektor vdrhatd értéke, D = (d;;) pedig az & vektor kovari-
ancia mdtriza, azaz m; = E&;, 1 < j <k, d;; = Cov(§,&), 1 <4l <k. (At=
(t1,...,tx) jelolést haszndljuk, t* jeloli a t vektor transzpondltjdat, és ha a = (ay,...,ax),

b= (by,...,br) két k-dimenzios vektor, akkor (a,b) = a1by + asby + - - - + axb)k jeldli a
két vektor skaldr-szorzatat.

Ennek az allitasnak van néhdny fontos kovetkezménye, melyeket érdemes kiilon
kimondani. Az els6 kdvetkezményt 1ényegében megfogalmaztam (és megindokoltam) az
el6z6 elbadason.

Els6 kovetkezmény. Eqy tobb-dimenzios normalis eloszldst egyértelmien meghatdroz
vdrhato érték vektora és kovariancia mdtriza. Egy k dimenzios m vektorhoz és D k X
k méretd mdtrizhoz akkor és csak akkor létezik olyan k-dimenzids normdlis eloszldsi
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véletlen vektor, melynek ez a varhato értéke és kovariancia mdtriza, ha a D mdtrix
szimmetrikus €s pozitiv szemidefinit.

2. kovetkezmény. Legyen (§,7n) két-dimenzids normdlis eloszldsi véletlen vektor. Ha
a & ésn valdszinidségi vdaltozok korreldlatlanok, azaz Cov (§,1) = 0, akkor & ésn fiiggetlen
valosziniségi valtozo. Altaldnosabban, legyen (&1, ... ,&k) k-dimenzids normdlis eloszldsi
valosziniségi valtozo, melyre igaz, hogy valamilyen j, indexre, 1 < j < k, az elsd j és
utolsé k — j koordindtdk korreldlatlanok, azaz Cov (§p,&;) =0, hal <p <j<q<k.
Ekkor a (&1,...,&5) €s (41, --,&k) véletlen vektorok fiiggetlen j és k — j-dimenzids
normdalis eloszlasu valosziniségi valtozok.

Megjegyzés. Lattuk, hogy fiiggetlen valdszintliségi valtozok korreldlatlanok, de ennek az
allitasnak a megforditasa altalaban nem igaz, azaz léteznek olyan korreldlatlan valo-
szintiségi valtozok, melyek nem fiiggetlenek. Az elébb megfogalmazott kovetkezmény
viszont azt a figyelemremélté és a matematikai statisztika vizsgalataiban fontos allitast
fogalmazza meg, mely szerint abban a specidlis esetben, ha egy normalis eloszldsi
véletlen vektor koordinatait tekintjiik, akkor a koordinatdk korrelalalatlansagabdl azok
fiiggetlensége is kovetkezik. SOt érvényes ennek az allitdsnak tobb-dimenzids megfeleléje
is, mely szerint ez az &llitds a normalis eloszlasu véletlen vektor tobb-dimenzids értékii
koordindataira is érvényes.

Bizonyitds. frjuk fel a (&1,...,&) véletlen vektor kovariancia matrixat és karakter-
isztikus figgvényét. A k dimenziés vektor k x k méretii D kovariancia matrixa D =
((?,117)02) alakil, ahol Dy = (), dpy = Cov(6,6,), 1 < p,q < J, a (&1,...,6;)
véletlen vektor Dy = (dpg), dpg = Cov(£,6,), 7+1 < pg < k, a (§41,--.,&)
véletlen vektor kovariancia matrixa, a D matrix eloallitasaban szereplo két nulla egy
Jj x (k—j) méretii és (k — j) x j méretii csupa nullabdl 4116 matrixot jelol. Tekintsiink
egy t = (t1,...,t) k-dimenzids véletlen vektort, és vezessiik be a t() = (¢q,... 1)
6s 1) = (tj11,...,ty) illetve m = (Ey,..., E&L), és mY) = (B¢, ..., E¢;), m®?) =
(E&ji1,. .., EEL) jeldléseket is. Ekkor i(m,t) —tDt*/2 = i(m®) (V) — tW Dyt M* /2 4
i(m®@ @) — 1@ D@ /2. Erért

Feitiéittue _ i(m,t)—tDt* _ ei(m<1>,t<1>)—t<1>D1t(1>* .ei(m@),t(z))—t(2)D1t(2)*'

Ez azt jelenti, hogy amennyiben vesziink két fiiggetlen a (&1, . .., &;) illetve (€41, .., &k)
véletlen vektorral megegyezo fliggetlen valdsziniiségi valtozdkat, akkor ezek egytittesének
karakterisztikus fiiggvénye megegyezik a (£1,...,&k) véletlen vektor karaktetisztikus
fliggvényével. Mivel a karakterisztikus fiiggvény egyértelmiien meghatarozza az elosz-
last, innen kovetkezik a 2. kovetkezményben megfogalmazott allitas.

3. kovetkezmény Ha & = (&1,...,&k) k-dimenzids normalis eloszldsu véletlen vektor
A tetszoleges k x p méretd mdatrixz valamely p egész szammal, akkor n = £A p-dimenzios
normadlis eloszldsu véletlen vektor.

Bizonyitds: Szamitsuk ki a €A véletlen vektor karakterisztikus fiiggvényét. Jelolje D
a & vektor kovariancia méatrixat, n a varhato érték vektorat. Tetszoleges t p-dimenzios
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vektorra

Feitm) _ Felit€A) _ poi(tA™€) _ i(tA™ m)—(tA* D(tA")* /2 _ ,i(t;m)~(t,Dt)/2

m=maA, D_: A*DA vélasztassal. Ez azt jelenti, hogy 1 normalis eloszlasu m varhaté
értékkel és D kovariancia matrix-szal.

4. koévetkezmény. A (&1, ...,&) véletlen vektor akkor és csak akkor normadlis eloszld-
k
st, ha tetszéleges ay, . .., a, szamokra a Y ay€, linedris kombindcid normdlis eloszldsi.
p=1

Bizonyitds. A normaélis eloszlas karakterisztikus fiiggvényének alakjabél lathato, hogy
k
a apé, valoszinliségi valtozd karakterisztikus fiiggvénye,
p=1

k
EeXp {itzapgp} — 6itm(a1,...,ak)—tQCLDa*/Q,

p=1

k
ahol m(aq,...,ax) = apE&p, a = (a1,...,ax) és D a (&1, ..., &) vektor kovariancia
p=1
matrixa. Ez egy normalis eloszlast valdszintiségi valtozé karakterisztikus fliggvénye.
Megforditva, ha a (&1,...,&) véletlen vektor tetszdleges lineadris kombindcidja
normadlis eloszlasad, akkor specidlisan igaz az is, hogy mindegyik &,, 1 < p < Kk,
valoszinliségi valtozénak létezik EE, = m, varhaté értéke, és Efg masodik momen-
tuma. Jelolje D = (dpq), dpq = Cov (&, &), a (&1, .., &) véletlen vektor kovarian-

cia matrixat, m = (E&y,...,&) annak varhaté értékét. Ekkor tetszbleges tq, ..., 1t
k

valds szamokra a ) t,{, normélis eloszldsi valdszintiségi valtozé varhaté értéke (¢, m)
p=1

és szérasnégyzete tDt*, ahol a t = (t1,...,tx) jelolést hasznédljuk. Ezért karakter-

k ' .
isztikus fliggvénye az Eexp < iu Y, t,€, p = eiu(t;m)—u*tDt"/2 fiioovény. Innen u = 1
p=1

helyettesitéssel és tetszéleges (1, ..., tx) vektorra azt kapjuk, hogy a (&1, ..., &) véletlen
vektor karakterisztikus fliggvénye egy normalis eloszlastu véletlen vektor karakterisztikus
fliggvénye.

5. kovetkezmény. Ha & = (&1, ...,&k) két fiiggetlen normdlis eloszldsi véletlen vektor,
akkor a & 4+ n véletlen vektor is normdlis eloszldsu.

Bizonyitds. A tobb-dimenzids valdszinliségi valtozok esetében is be lehet vezetni a
konvoluciot, és annak segitségével bebizonyitani az allitast de egyszeriibb a karak-
terisztikus fiiggvényekkel dolgozni. Ha ¢ kovariancia matrixa D varhato érték vek-
tora mq, n kovariancia méatrixa Dy varhaté érték vektora mso, akkor valamely ¢t =
(t1,...,tx) pontban & karakterisztikus fiiggvénye Ee'(tb8) = gi(m:—tDit"/2 p karakter-
isztikus fiiggvénye Eeltn) = gilmat)=tD2t"/2 ¢ 4 p karakterisztikus fiiggvénye pedig
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Eeltetn) = Eeitf) . peiltn) — giltmitma)=t(Di+D2)t"/2 - Tnpen lithatd, hogy & + 1
normalis eloszlasu véletlen vektor mi + mo varhatd értékkel és Dy + Do covariancia
matrix-szal.

6. kovetkezmény. Ha (§,n) két-dimenzids normdlis véletlen vektor, Varn > 0 akkor
a & wvdlaszintségr vdltozo felirhato & = an + ¢ alakban, ahol a alkalmas valds szdm
¢ pedig egy n-tol fiiggetlen normdlis eloszldsiu valdsziniiségi vdltozo. Altaldnosabban,
ha & = (&1,...,&5), ésn = (m,...,nk) két olyan normdlis eloszldsi véletlen vektor,
melyekre a (§,m) = (&1,...,&5,M,...,MK) véletlen vektor is normdlis eloszldsi, és az
n véletlen vektor kovariancia mdtriza invertdlhato, akkor létezik olyan A j X k méreti
mdatrix, melyre a £ —nA véletlen vektor a & véletlen vektortol figgetlen normdlis eloszldsi
vektor.

Megjegyzés. A fenti allitas azt mondja ki, hogy egy normaélis eloszlasu véletlen vektor
bizonyos komponensei kifejezhetéek, mint a tobbi komponens linearis transzformacioja
plusz az ezen komponensektol fiiggetlen normadlis vektor. Ez a tény fontos szerepet
jatszik bizonyos statisztikai vizsgalatokban. Ugyanis bevezették a feltételes valosziniiség
és feltételes eloszlas fogalmat az altalanos esetben is, és bizonyos feladatokban szeret-
nénk azt kiszamolni. A fenti eredmény teszi lehetové, hogy normalis eloszldsi véletlen
vektorok esetében ezt a feladatot viszonylag egyszeriien megoldhassuk. Megjegyezziik,
hogy az 5. kovetkezményben is fontos szerepet jatszik az, hogy normalis eloszlasi
véletlen vektorokkal dolgozunk. Ekkor ugyanis a 2. kovetkezmény alapjan a fiiggetlen-
ség bizonyitashoz elegendo a korreldlatlansagot ellendrizni.

Bizonyitadas. frjuk fel a & = an + (£ — an) azonossdgot valamely a valds szdmmal, és
legyen ¢ = £ — an. Ekkor (&, () egy normalis vektor linedris transzforméltja, ezért a 3.
kovetkezmény szerint maga is normalis eloszldsi. Ezért a 2. kévetkezmény szerint, n
és ( fiiggetlenek, ha az a szamot ugy valasztjuk, hogy Cov (n,() = 0. Ezt meg tudjuk
Cov (£,1)
Varn

Az altalanos esetben is elegend6 belatni, hogy 1étezik olyan A j x k méreti matrix,
melyre a £ — nA vektor az 1 vektor minden koordinataja és a & — nA véletlen vektor
minden koordinatdja korrelalatlan. S6t, redukdalhatjuk a feladatot arra az egyszeriibb
specidlis esetre is, amikor az 1 vektor kovariancia fiiggvénye az identitas matrix. Va-
16ban, ha az 7 kovariancia métrixa D, akkor az 77 = nD~'/? kovariancia métrixa,
D~Y2DD~12 =, és ha 7j koordinatéi valamint a ¢ — A koordrinatéi korreldlatlanok,
akkor ugyanez igaz a &€ — nD~1/2A és n = D2 koordrindtara is. Ezért feltehetjiik,
hogy 7 kovariancia métrixa az identitas.

tenni az a = valasztédssal. Ekkor ugyanis Cov ((,n) = Cov (§,n) —aVar{ = 0.

k
Legyen ezutan ¢ = & — >, Cov (&,mp)np, 1 < 1 < k. Ekkor Cov (¢, nm) =
p=1
E(&,mm) — Cov (&, mm)Varn2, = 0 minden 1 < I,m < k szdmra, ahonnan kovetkezik a
kivént allitas.

Befejezésiil kiszamitjuk a tobb-dimenziés normaélis eloszlas stirliségfiiggvényét.



Tétel a tobb-dimenziés normalis eloszlasfiiggvények stlirtiségfiiggvényének az
alakjardl. Legyen adva eqgyn = (1, ..., M) k-dimenzids normdlis eloszldsi valdsziniisé-
gi vdltozo, melynek m = (mq,...,my) = (En, ..., Eng) a vdarhato értéke és D = (d; ),
dji = Cov(n;,m), 1 <j,1 <k, akovariancia mdtriza. Az n k-dimenzids valdsziniségi
valtozonak akkor és csak akkor van striségfiggvénye, ha a D kovariancia mdtriz in-
vertdlhato. Ha a D kovariancia mdtriz invertdalhato, akkor azm = (n1,...,nx) véletlen
vektor suriségfigguénye az a kovetkezd alaki:

1
fl@) = flzy, .. ) = (27)%/2 det D1/2

exp {—(z —m)D™ " (z —m)*/2},

ahol x = (x1,...,2;) € R* k-dimenzids vektor.

Bizonyitds: Az n = (n1,...,m) véletlen vektor eloszldsa megegyezik egy olyan 77 =
(Myeeosmi) = (&1, -+, &) A+ (M, ..., my) véletlen vektornak az eloszldsaval, amelyikre
&, 1 < j <k, fiiggetlen standard normalis eloszlast valészintiségi valtozok, és D = A* A.
Jegyezziik meg, hogy a linearis algebra standard eredményei szerint az A és A* métrixok
egyszerre invertalhatéak vagy nem invertalhatéak, és a D = A* A matrix akkor és csak
akkor invertalhaté, ha az A matrix invertalhat6. Ezért, ha a D matrix nem invertalhato,
akkor az n vektornak nincs stirtiségfiiggvénye, ha pedig a D matrix invertalhato, akkor
a kovetkezé moédon szamolhatunk:

Alkalmazva az x = yA + m transzforméciot & = (£1,...,&), © = (T1,...,Tk),

. L Piy?)/2 ¢ 1is :
Y= yk) és o(y) = oY1, yk) = (27T)k/26 (yi+-+vk)/2 jeloléssel kapjuk, hogy

tetsz6leges mérheté B C R* halmazra

P<ﬁ€B):P("€B):P(5€(B_m)A1):/ p(y) dy
(Y1, yk)E(B—m)A—1
1

Bl |detA| (z1,...,x)EB

¢ ((z—M)A™") da

alakd, ahol |det A| az © = yA + M leképezés Jacobian-ja.

E formulabdl kiolvashatd, hogy a vizsgdalt normaélis eloszlasi valdszintliségi valtozo

striiségfiiggvénye a %) ((:1: — m)A‘l) fliggvény. Annak érdekében, hogy bebizo-

| det A|
nyitsuk a tételt vegyiik észre, hogy mivel D = A*A, ezért det D = det A*det A =
(det A)?, ezért | det A| = det D2, és

x—m)A~ (x —m)A~!
=) = ke o {1

1 ox {_(:E—m)A_l A_l)*(x—m)*}
~ enpr P 2

1 (x —m)(A*A) " (x — m)*
~ |- 2 |
1 (x —m)D~Y(z — m)*

(2m)i2 P {‘ 2 } !



mert A1 (A_l)>k = A1 (A*)7" = (4*A)"". Innen kivetkezik a Tétel allitasa.

1. megjegyzés: Lattuk, hogy egy (&1,...,&k) véletlen vektor kovarianciamétrixa akkor

és csak akkor szemidefinit (és nem szigorian pozitiv definit), ami ekvivalens azzal, hogy
k
det D = 0, ha a (§1,...,&) véletlen vektor valamilyen ) a;§; = const. hipersikon
j=1
van egy valoszintiséggel. Az nyilvanvald, hogy amennyiben a normélis eloszlasfiiggvény
ilyen, akkor nincs stirtiségfliggvénye. A fenti tétel viszont azt (is) allitja, hogy amennyi-
ben det D # 0, akkor a normélis eloszlasu véletlen vektornak létezik stirtiségfiiggvénye.

2. megjeqyzés: Egy tobb-dimenzids normalis eloszldsi valdszintiségi valtozé karakte-
risztikus fliggvényét megadd képletben a kovariancia matrix szerepel, mig a stlirtiség-
fliggvényét megado képletben a kovariancia matrix inverze. Mivel a karakterisztikus
fiiggvény kiszamitasaban nem kellett invertalni a kovariancia matrixot, ezért a karak-
terisztikus fiiggvény segitségével konnyebb vizsgalni a normalis eloszlasfiiggvények tu-
lajdonsagait.



