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2002. november 5.

Hatareloszlastételek fiiggetlen vektor értékii valészintiségi valtozokra.

A tobb-dimenzids hatéareloszlasok vizsgalataban eloszor definidlnunk kell a tobb-di-
menzios eloszldsok konvergencidjat. Ezutan meg kell fogalmazni és be kell bizonyi-
tani az eloszlasok konvergencidjardl szolé egy-dimenzids eredmények tobb-dimenzids
valtozatat. Ismertetni fogom a sziikséges definicidkat és a megfelelé eredményeket, de a
bizonyitasokat elhagyom. Ezek az egy-dimenzids eredmények megfelel6 médositéasaval
megkaphatoak, csak a jelolésrendszer lesz komplikaltabb.

Tobb-dimenzios eloszlasfiiggvények eloszlasban valé konvergencidjanak a de-
finicidja. Legyen F, (x1,...,x), n = 1,2,..., k-dimenzids eloszldsfiggvények sorozata.
Azt mondjuk, hogy az Fy(x1,...,xk) eloszldsfigguények eloszlasban konvergdlnak egy k-
dimenzids F(x1,...,xr) eloszldsfiggvényhez, ha nh—>Holo F.(x1,...,25) = F(x1,...,2) az

F(-) (hatdr)eloszlasfiigguény minden (z1,...,xy) folytonossdagi pontjaban.

Tétel az eloszlasban valé konvergencia jellemzésérol folytonos fiiggvények
segitségével. F,(uy,...,ux), n = 1,2,... k-dimenzids eloszldsfiigguények sorozata
akkor és csak akkor konvergdl eloszldisban egy F(uq,...,ux) k-dimenzids eloszldsfiigg-
vényhez, ha minden a k-dimenzids téren értelmezett folytonos, korldtos g(ui, ..., ux)
fuggvényre teljesiil a

n—oo

lim [ g(uy,...,ux) Fp(duy,..., dug) = /g(ul,...,uk)F(dul,..., dug)

az0nossdg.

Az egy-dimenziés hatareloszlastétel vizsgalataban fontos szerepet jatszott a fenti
tétel, illetve a Fourier analizis mddszerének alkalmazasaval a feladatot jobban tudtuk
vizsgalni. Ennek érdekében bevezettiik a karakterisztikus fiiggvény fogalmat. A tobb-di-
menziés esetben is célszerii ezt a modszert haszndlni, ezért definidljuk a tobb-dimenzids
eloszlasfiiggvények karakterisztikus fiiggvényét is.

Tobb-dimenzios valdszintliségi valtozok karakterisztikus fiiggvényének a de-

finicidja. Legyen & = (&1,...,&k) k-dimenzids valdszindiségi valtozo valamely (2, A, P)
valdszinlségi mezdn, és jelolje F(uq,...,ug) = P& < ui,..., & < ug), —00 < uj <

00, 1 <j<k,af=(&,...,E) véletlen vektor eloszlasfiggvényét. A & = (1,...,&k)
k-dimenzios & valoszinidségi valtozonak a karakterisztikus fligguénye a

oo oo
o(t1,... th) = Fei(ti€it+tuér) _ / / ei(t1u1+~--+tkuk)p(dul’___,duk)’
— 00 — 00
—o0o<tj<oo, 1<j<k,
fiigguény. Adva egy F(uq,...,ux) k-dimenzids eloszldsfiiggvény az F eloszldsfiiggvény

karakterisztikus fligguényét is definidlni fogjuk mint eqy F eloszldsi & = (&1,...,&) k-
dimenzids valdszinliségi vdltozo karakterisztikus fiigguényét. (Mivel a karakterisztikus
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fliggvényt a (&1, ..., &) valdszintségi valtozo eloszldsfiggvényének a segitségével ki lehet
szdmolni, ezért jogunk van egy eloszldsfiggvény karakterisztikus fiigguvényérdl beszélni.)

Egy eloszastfiiggvényt a tobb-dimenzids esetben is meghatarozza annak karakterisz-
tikus fliggvénye. Ezt mondja ki a kovetkezo tétel.

Tétel. Legyen F(xq,...,xE) €s G(x,...,xx) két eloszldasfiggvéy, melyek karakterisz-
tikus fiiggvényei minden pontban megegyeznek. Ekkor F(xq,...,x;) = G(x1,...,xk)
minden k-dimenzios (z1,...,x ) vektorra.

Az egydimenzids esethez hasonldan a fenti tétel bebizonyithaté Weierstrass masodik
approximécids tételének (pontosabban annak tobb-dimenziés altalanositdasanak) a se-
gitségével. A teljesség kedvéért megfogalmazzuk Weierstrass mésodik approximéacios
tételének szamunkra hasznos tobb-dimenziés valtozatat.

Weierstrass masodik approximacios tételének tobb-dimenzios valtozata. Ha

f(ty, ... tr) folytonos fligguény a k-dimenzids euklideszi térben, mely minden koordind-
tajaban 21 szerint periodikus, azaz f(t1 + 2j1m,... tx + 25km) = f(t1,...,tx) minden
€gész ji,...Jk Szdmra, és € > 0 valds szam, akkor létezik olyan k vdltozds
Py(ty, ... ty) = >, ... g € TR
(jl:"'ajk): |]1|++|]k‘§’ﬂ
trigonometrikus polinom, ahol j1, ..., egész szamok, melyre
|f(t1,. .. tk) — Po(t1,...,tx)| <& minden valds tq, ..., ty szimra.

A tObb-dimenzids karakterisztikus fiiggényekre is érvényes a karakterisztikus fligg-
vények folytonossagat kifejezo alabbi eredmény:

Lemma. Egy F(x1,...,x) k-vdltozés eloszldsfigguény

o, ) = /et1f1+~-+wF<da;1,..., day)

karakterisztikus fiigguénye folytonos minden (t1,...,t;) pontban.

A fenti lemma bizonyitasa hasonld az egy-dimenzios esethez.

Megfogalmazzuk az eloszlasfliiggvények és azok karakterisztikus fiiggvényei konver-
gencidja kozotti kapcsolatot leiré Alaptételnek nevezett allitas tobb-dimenzids valtoza-
tat.

Az eloszlasok konvergenciajarol szoléo Alaptétel tobb-dimenzidés valtozata.
Legyen F,(ui,...,ug), —00 < u; < oo, 1 < j < k, k-dimenzios eloszldsfiiggué-
nyek egy sorozata pn(ti,...,ty) = [ ei(t1“1+"'+t’““’“)Fn( duy, ..., duy) karakterisztikus
fliggvényekkel, n =1,2,.... Ha a po(ty,..., tx) = nh_}n;O on(t1, ... ty) hatdrérték létezik

2



minden —oo < t; < 0o, 1 < j <k, szamra, és a po(ti,...,ts) limeszfiggvény folytonos
az origoban, akkor létezik olyan Fy(uq,...,ux) eloszldsfigguény a k-dimenzids térben,
melynek a po(t1,...,tr) fligguény a karakterisztikus figgvénye. Tovdbba e feltétel tel-
jesilése esetén az Fp(uy,...,ux) eloszldsfigguények eloszlasban konvergdlnak ehhez az
Fo(uy,...,ug) eloszldsfiggvényhez.

Megforditva, ha F,(u1,...,ug), n=1,2,..., eloszlasfiggvényeknek egy olyan soro-
zata, mely eqy Fo(uq,...,ux) eloszldsfiggvényhez konvergdl eloszldsban, o, (t1,. .., tk),
n = 1,2,..., jeloli az Fy(uy,...,ux), wo(ti,...,tx) pedig az Fo(uy,...,ux) eloszlds-
fiigguény karakterisztikus fligguényét, akkor ¢o(ty, ..., tx) = nh_)rgo ©n(t1, ..., tx) minden
—o0 < tj < 00, 1 < j <k, szdmra. Tovdbbd, ez a konvergencia egyenletes minden
korldtos halmazon.

Erdemes kimondani a fenti Alaptétel alabbi kovetkezményét.

Az Alaptétel kovetkezménye. Az F,(x1,...,25), n = 1,2,..., k-dimenzids el-
oszlasfiigguények sorozata akkor és csak akkor konvergdl eloszldsban eqy F(x1,...,xk)
eloszlashoz, ha az F, eloszldsfiigguények

Ontyy ... tg) = /ei(t1x1+"'+t’“m’“)Fn(dm1, ooy dxy)

karakterisztikus fligguvényei konvergdlnak az F eloszldsfiiggvény
o(t1, ... tp) = /e“tlwﬁ"*tkmF(dxl, .., dzy)

karakterisztikus fiiggvényhez minden (t1,...,tx) pontban.

A fenti Alaptétel egy-dimenzids valtozatanak bizonyitasaban fontos szerepet jatszott
eloszlasok relativ kompaktsaganak a fogalma, és egy olyan eredményre, mely ennek
megadta ennek sziikséges és elégséges feltételét. Ismertetem az itt megfogalmazott fo-
galmak és eredmények tobb-dimenzids valtozatat.

Eloszlasok relativ kompaktsaganak és feszességének definicidja. Legyen adva
F.(t1,...,tx), n = 1,2,..., eloszldsfiigguényeknek sorozata a k-dimenzids euklideszi
térben, és jelolje wy, az Fy, eloszldsfiigguény dltal meghatdrozott valosziniségi mértéket
az RF térben. Azt mondjuk, hogy az F, eloszldsfigguények illetve w,, valdsziniségi
mértékek sorozata relativ kompakt, ha az F,, ( vagy i) sorozat tetszéleges F,, (illetve
n, ) Tészsorozatinak k = 1,2, ..., létezik Fnkj (illetve iy, ), i =1,2,..., eloszldsban
konvergens részsorozata.

Azt mondjuk, hogy az F, eloszldsfigguények ( illetve az dltaluk meghatdrozott py,
valdsziniségi mértékek) sorozata feszes, ha tetszéleges € > 0 szdmra létezik olyan K =
K(g) szdm, hogy a K(K)* = [-K, K] x --- x [-K, K| k-dimenzids kockdra

-~

k-szoros szorzat
pn(K(K)*) >1—¢ minden n=1,2,... indezre.
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Tétel. Legyen pu,, n = 1,2, ..., valdszintiségi mértékek sorozata az az RF k-dimenzids
euklideszi téren. Ez a valosziniiségi mértékekbdl allo sorozat akkor és csak akkor relativ
kompakt, ha feszes. Specidlisan valosziniségi mértékek eloszlisban konvergens sorozata
feszes.

Az Alaptétel bizonyitasanak egy-dimenzids valtozatanak bizonyitasanak egyik fon-
tos lépése volt annak az o6todik eléadas 2. Lemmajaban megfogalmazott eredménynek
bizonyitasa, mely szerint amennyiben eloszlasfiiggvények egy sorozata a nulla egy kis
kornyezetében konvergdl egy a nullaban folytonos fliggvényhez, akkor az eloszlasfliigg-
vények feszesek, ezért relativ kompaktak. Ez az allitds érvényes tobb-dimenziés elosz-
lasokra is. Ennek bizonyitdsa nem is igényel nagy erofeszitést. Osszehasonlitva az egy-
dimenzios és tobb-dimenzids mértékek feszességét, a tobb-dimenzids eset visszavezethetd
az egy-dimenzidsra. Azt kell megérteni, hogy tébb-dimenzids eloszlasok sorozata akkor
és csak akkor feszes, ha az Osszes koordinatara vett egy-dimenzids vetiiletiik feszes.

A fenti eredmények segitségével az egy-dimenzids eset bizonyitdasdhoz hasonléan
be lehet bizonyitani az Alaptétel tobb-dimenzids véltozatat is. Ez azt jelenti, hogy
tobb-dimenzids hatareloszlastételek példaul a késobb megfogalmazandé tébb-dimenzids
centralis hatareloszlastétel bizonyitasat az egy-dimenzids esethez hasonldéan vissza lehet
vezetni az eloszlasok karakterisztikus fliggvények vizsgalatara. S6t, az Alaptétel azt is
lehet6vé teszi, hogy a tobb-dimenzids hatareloszlastételek bizonyitasat visszavezessiik
az egy-dimenzios esetre. Ez a tartalma a kovetkezo tételnek.

Tétel. Leqgyen Z,, = (Z1,, ..., Zmn), n=1,2,..., m-dimenzids valdsziniségi vektorok
sorozata. A Z, valosziniiségi vektorok akkor és csak akkor konvergdlnak eloszldsban
eqy m-dimenzids Z = (Z1,...,Zm) véletlen vektor eloszlisihoz n — oo esetén, ha

m
tetszdleges valds ay, . .., am szdmokra a Zy, = Zy(a1,...,am) = Y, ajZjn, n=12,...,
egydimenzios valosziniségi valtozok eloszlasban konvergdalnak n — oo esetén a Z =

m
Z(ay,...,am) = Y, a;jZ; valosziniiségi vdltozo eloszldsdhoz.
i=1

Bizonyitds: Az Eloszlasok konvergencidjarol szolé Alaptétel alapjan lathatjuk, hogy
aZn = (Zins- -y Zmn), n = 1,2,..., valészinliségi vektorok akkor és csak akkor
konvergalnak eloszldsban a Z = (Z1,...,Z,,) véletlen vektor eloszldsdhoz, ha ezek
On(t1,. .. tm) = Eett1ZintFtmZmn karakterisztikus fiiggvényei konvergalnak a Z
véletlen vektor o(ty,...,t,,) = Eelt1Zit+tmZm karakterisztikus fiiggvényhez n — oo
esetén. Ha tudjuk, hogy az egy-dimenzids linedris kombinaciék konvergdlnak, akkor
a; = t1, ..., a, = t,, valasztassal, és felhasznalva, hogy az 1-dimenzids eloszlasok
konvergencidjabdl kovetkezik az is, hogy hogy a linedris kombinédcidk karakterisztikus
fliggvényei konvergdlnak a ¢ = 1 pontban, kapjuk, hogy

Hm @, (t1, - tm) = @(t1, .. tm).

n—oo

Ez minden (t1,...,t,) pontban elmondhatd, ezért a Z,, vektorok eloszldsban konvergal-
nak a Z vektorhoz.



Megforditva, ha a Z, vektorok eloszldsban konvergalnak a Z vektorhoz, akkor
atfogalmazva ezt a tényt a karakterisztikus fiiggvények nyelvére, azt kapjuk, tetszoleges
(a1,...,an) vektorra és minden t valés szamra (t1,...,tm) = (ait,...,ant) vilasztés-
sal, hogy a @y (ait,...,ant) = Fet(@1Zint+amZmn karakterisztikus fiiggvények kon-
vergalnak a (a1t ..., amt) = Bet(@1 21t +amZm karakterisztikus fiiggvényhez, ha n —
m

oo. Ezért a Y a;Z;,, n = 1,2,..., egydimenzids valdszintliségi véaltozok eloszldsban
=1
! m

konvergélnak a ) a;Z; val6szinliségi valtozé eloszlasdhoz.

Jj=1

Bar a kovetkez6 allitast implicit modon tartalmazza az el6zo tétel, mégis érdemes
kiilon kimondani.

Tétel. Legyen Z = (Z1,...,Zm), n = 1,2,..., m-dimenzids valdsziniségi vektor.
m
Tekintsiik tetszéleges valds aq,...,an szdmokra az Z = Z(ay,...,am) = Y a;Z; va-
j=1
loszintségi valtozot. A 7 wvaldsziniiségi vektor eloszlisat meghatdrozza az Osszes Z =
Z(ay,...,an) egydimenzids valdszintiségi vdltozo eloszldsa.
Bizonyitas: A Z = (Zy,...,Zy) véletlen vektor eloszldsat meghatdrozza annak karak-
terisztikus fiiggvénye. Viszont e véletlen vektor E¥(t1Z1++tmZm) karakterisztikus fiigg-
vénye megegyezik a Z(t1,...,t,,) valészinliségi véltoz6 karakterisztikus fliggvényével

az 1 pontban. Tehat a Z véletlen vektor karakterisztikus fiiggvényét meghatarozzak a
tételben tekintett egydimenziés valdszintiségi valtozok eloszlasai.

Ezen eredmények segitségével nem nehéz bebizonyitani a tobb-dimenzids centrélis
hatareloszlastételt. Ehhez elobb természetesen definialni kell a hatareloszlasban meg-
jelend tobb-dimenziés normaélis eloszlast. Bar ezutan rogton ratérhetnénk a tétel bi-
zonyitasara, mégis célszertinek latszik elotte a tobb-dimenziés normalis eloszlas néhany
tulajdonsagat megfogalmazni, melyek érthetobbé teszik a tobb-dimenziés centralis ha-
tareloszlastétel alitasat. A tobb-dimenzids normalis eloszlas tulajdonsagainak bizonyita-
sahoz nagyon hasznos a tobb-dimenziés normalis eloszlas karakterisztikus fliggvényének
a kiszamitdsa. A tobb-dimenzids normalis eloszlasfliggvény karakterisztikus fliggvényét
kifejez6 formuldt, melynek bizonyitasa nem lesz nehéz kiilon tételben fogjuk megfogal-
mazni.

Tobb-dimenziés normalis eloszlasok definiciéja. Definidljuk eloszor a tobb-di-

menzids standard normdlis eloszlast. Azt mondjuk, hogy eqy (&1,...,E&k) véletlen vek-
tor eloszlasa a k-dimenzios standard normdlis eloszlas, ha a &1,...,& valdszinidségi
vdltozok fiiggetlenek, és mindegyik &; valdsziniségi valtozo, 1 < j < k, standard normdlis
eloszldsu. FEkvivalens megfogalmazdsban azt mondhatjuk, hogy eqy (&1,...,&k) véletlen

vektor eloszldsa a k-dimenzios standard normdlis eloszlas, ha e véletlen vektornak létezik

Y e , 1 1 &k .,
striségfigguénye, és az az f(uy,...,ux) = (7k/2 exp {—— > u?} fugguény.

27T) 2 j=1
Egy (m,...,nx) k dimenzids véletlen vektor k dimenzids normdlis eloszlasi vektor
nulla vdrhatd értékkel, ha e véletlen vektor eloszldsa megegyezik valamely (71, ...,7Mk) =
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(&1, .., &) A k-dimenzids vektor eloszldsdval, ahol A egqy k X k méretd mdtrix, tovabbd
(&1,...,&k) eqy k-dimenzios standard normdlis eloszldsi véletlen vektor.

Egy ({4, ...,Ck) véletlen vektor k-dimenzios normalis eloszldsu vektor, ha eloszldsa
megegyezik eqy (n1,...,Mk) + (M1, ..., mg) véletlen vektor eloszlasdval, ahol (n1,...,nk)
egy k-dimenzios normalis eloszlasu véletlen vektor, melynek a varhato értéke nulla, és
(mq,...,mg) k-dimenzids determinisztikus vektor.

Tekintsiink egy £A + m tobb-dimenzidés normalis eloszlast valészintiségi véletlen
vektort, ahol £ = ({1, ...,&k) egy k-dimenzids standard normalis eloszlasu val6szintiségi
vektor A egy k X k méretli matrix és m = (mq,...,my) k-dimenzids vektor. Ennek
a véletlen vektornak a varhaté értéke m, kovariancia-matrixa pedig D = A*A. Ez
utobbi formula kovetkezik a 7. eldadason megfogalmazott és bebizonyitott tételbdl a
kovariancia matrixok jellemzésérol. Most kiszamitjuk a tobb-dimenzids normaélis eloszlas
karakterisztikus fliggvényét.

Tétel a tobb-dimenziés normalis eloszast valdszintliségi valtozok karakte-
risztikus fiiggvényérdl. Legyen n = (n1,...,mk) = (§&1,..-,&k)A + (mq,...,myg)
eqy k-dimenzios normdlis eloszlast valdsziniségi vdltozd, ahol m = (my,...,mg) k-
dimenzios (determinisztikus) vektor, A = (aj;;), 1 < j,1 < k, k x k méretdi madtriz,
tovabba & = (&1, .. .,&k) k-dimenzids standard normalis eloszldsi véletlen vektor. Ekkor
az (N, ...,nk) véletlen vektor karakterisztikus fliggvénye a

k k k
B!t = pelthmtttem) — ilbm)=tATAT/2 — oxp 04y " tim; — B) DO diatit
j=1 j=11=1

fliggvény, ahol (x,y) jeldli az x = (x1,...,x5) ésy = (Y1,...,Yyx) vektorok (z,y) =
k

> x;y; skaldrszorzatdt, t = (t1,...,t;), d;j; az A*A kovariancia mdtrizdnak j-ik so-
j=1

raban, és l-ik oszlopaban szerepld konstans. A D = A*A mdtriz megegyezik az n =
(M1, ...,nk) véletlen vektor kovariancia mdtrizdval.

Bizonyitds:

Eeitn) = ReiltAGtm) _ iltm) poi(tA™€) — giltim) o—tAT AL /2 _ (ilt,m)—tA"AL" /2,

s . _ k .
mert, ha tA* = = (f1,...,%;), akkor Fe!tA"8) = Eeilhi&it+hle) — ] Feti& =
j=1

k g * * * *
[[ e /2 = e=(BD/2 = o=(tA"2A")/2 — —tA"At"/2 A fenti szamoldsban kihasznéltuk
j=1
azti is, hogy egy £ standard normalis eloszlastu valészintiségi valtozo karakterisztikus
. 2
fliiggvénye egy s pontban az Fe'¢ = e~ /2 fiiggvény.

Tovabba, mint azt a Tétel kimondasa el6tt megjegyeztiik, az exponensben szereplo
A* A matrix az 1 vektor D kovariancia matrixa.
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Vegytik észre, hogy a standard normadlis eloszlas karakterisztikus fliggvénye csak
a normalis eloszlas varhato érték vektoratol és kovariancia matrixatol fliigg. Tovabba,
mivel a karakterisztikus fiiggvény meghatarozza az eloszlasfiiggvényt. Ezért az el6z6
tételnek érvényes az alabbi kovetkezménye.

Kovetkezmény. FEqgy tobb-dimenzios normdlis eloszlast egyértelmiien meghatdroz an-
nak varhato érték vektora és kovariancia mdatriza.

Ertsiik meg a Kovetkezmény tartalmat és jelentoségét. Tekintstink két kiilonbozo A
és B matrixot, melyekre A*A = B*B = D (lattuk, hogy lehetséges megadni kiilénb6zé
A és B matrixot, melyek teljesitik ezt az azonossigot) valamint egy & = (€1, ...,&k) egy
standard normélis eloszldsu véletlen vektort, és definidljuk az n; = EA+m, ny = EB+m
normalis eloszlasu véletlen vektort valamely determinisztikus vektorral. Formaélisan a
két ny és no véletlen vektor kiilonbozo, ennek ellenére eloszlasuk megegyezik a Kovetkez-
mény allitasa szerint. Ugyanis a két normalis eloszlasi véletlen vektor m varhaté értéke
és D = A*A = B*B kovariancia matrixa megegyezik. Ez azért is fontos, mert a tobb-
dimenzids centrdlis hatareloszlastételben a normalis hatareloszlast a varhato érték és ko-
variancia matrix segitségével adtuk meg. Ahhoz, hogy lassuk azt, hogy ez értelmes tud-
nunk kell, hogy a tobb-dimenzids normadlis eloszlast meghatarozza annak varhaté érték
vektora és kovariancia matrixa. Ezt mondja ki az el6bb megfogalmazott Kovetkezmény.
(Ez a probléma az egy-dimenzids esetben azért nem jelent meg, mert ott a sziikséges
allitds konnyen lathatd.)



