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Hatareloszlastételek fiiggetlen vektor értékii valészintiiségi valtozokra.

Hangsulyoztuk, hogy a Lindeberg féle centrélis hatareloszlastétel nemcsak azt allitotta,
hogy fiiggetlen valdsziniiségi valtozoknak a Lindeberg feltételt teljesité sorozatéanak
normalizaltjai eloszlasban a normadlis eloszlashoz konvergalnak, hanem azt is, hogy a
normalis hatéareloszlastétel a ,,helyes szérassal” rendelkezik. Tanulsagos lehet latni
olyan példat, melyben a Lindeberg feltételt nem teljesitd, de egyenletesen kicsi fiiggetlen
valészintiségi valtozok normalizalt részletosszegei a normalis eloszlashoz konvergédlnak,
de a hatareloszlas szérasnégyzete kisebb, mint a szabdlyos esetekben. A példa helyes-
ségének bizonyitdasa érdekében el6szor belatunk egy onmagaban is érdekes és hasznos
lemmat, melyet az irodalomban Slutsky lemménak is szokas hivni.

Slutsky lemma. Legyen adva valdsziniségi vdltozok két S, és T,, n = 1,2,...,
sorozata, melyekre az S,, n = 1,2,..., sorozat eloszlasban konvergdl valamilyen F
eloszlashoz, és a T,, n = 1,2,..., sorozat sztochasztikusan konvergdal nulldhoz, azaz

P(|T,| > €) — 0 minden ¢ > 0 szdmra, ha n — oo. FEkkor az S, + T,,, n = 1,2,...,
sorozat szintén konvergadl eloszldsban az F' eloszldshoz.

A Slutsky lemma szemléletes tartalma vilagos. Azt mondja ki, hogy ha egy eloszlas-
ban konvergens sorozat elemeit nagyon kicsit valtozatatjuk meg, akkor a konvergencia
tovabbra is érvényben marad.

A Slutsky lemma bizonyitdsa: Tekintsiikk az F'(-) hatareloszlasfiiggvény egy z folyto-
nossagi pontjat. Azt kell beldtnuk, hogy a nlg%o P(S, + T, < z) = F(z) relacid is
teljesiil. Ennek érdekében vegyiink tetszéles ¢ > 0 szdmhoz olyan § = d(e,2) > 0
szdmot, melyre F(z) — § < F(x —6) < F(z) < F(z + ) < F(x +0) + 5. Mivel az F(-)
monoton fliggvénynek csak megszamlalhatéan sok szakadasi pontja van, az altaldnossag
megszoritasa nélkil azt is feltehetjiik, hogy az x £+ 9 pontok folytonossagi pontjai az F'(+)
figgvénynek. A feltételek teljesiilése esetén létezik olyan ng = no(z,d, ) index, melyre
P(Sy<z+0)<F(x+0)+ 5, P(Sp >2—0)<1—-F(x—96)+%,é P(|T,] >90) <5,
ha n > ng. Ekkor

P(Sn+Tn<x)SP(Sn<:1:+(5)+P(]Tn\2(5)<F(a:+5)+§<F(x)+e,

han > ng(e, d), mert {w: Sp(w)+Th(w) <z} C {w: Sp(w) < z+6}U{w: [T, (w)| > 6}.
Hasonléan kapjuk, hogy

P(S,+T,>z)<P(S,>x—0)+ P(|T,| >9) <1—F(x)+e,
han > ng(e,d), mert {w: Sy, (w) >z} C{w: Sp(w)+T,(w) > z—56}U{w: |Ty(w)| > d}.
Az els§ egyenlStleséghdl kovetkezik, hogy limsup P(S,, + T, < z) < F(z) + ¢, a

n—oo

mésodik egyenlStlenségbdl pedig az, hogy liminf P(S,, + T, < x) > F(x) —e. Mivel
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ezek az egyenlOtlenségek tetszoleges € > 0 szamra igazak, innen kovetkezik a Slutsky
lemma.

Most ratériink a kivant tulajdonsagu példa ismertetésére.

1. Példa: Legyen &,, n = 1,2,..., fiuggetlen valosziniségi valtozokbol dllo soroza-
1
tot, melyek elemeinek eloszldsa a kévetkezé: P(§, = n) = P&, = —n) = T2
n
1 1 1

E¢, = 0, BE = 1. Azt dllitjuk, hogy az S, = > &, n = 1,2,..., részletisszegek
k=1

ﬁSn, n=1,2,..., normalizdltjai eloszldsban konvergalnak egy nulla vdrhato értéki, %
szorasnégyzetd normalis valosziniiségi valtozohoz.

Az 1. Példa igazoldsa: Vezessik be az X,, = £, 1(|¢,] < 2), és Y, = £, 1(|&] > 2)
val6szintiségi valtozdkat, ahol I(A) jeldli az A halmaz indikatorfliiggvényét, és vezessiik
beaz S, = > Xp ésT,, = > Yy, n=1,2,..., részletosszegeket. Ekkor ﬁgn sorozat
k=1 k=1

eloszlasban konvergdal a nulla varhaté értéki és % szorasnégyzetli normalis eloszlashoz,

n
mert £X,, = 0, EX2 = %, sz =Y EX; =2 ésaz X,, n=12,..., valésziniiségi
k=1

véltozok teljesitik a Lindeberg feltételt, hiszen >, EX?I(|Xy| > es,) = 0, ha n >
k=1
no(e). Masrészt a ﬁTn kifejezések sztochasztikusan konvergalnak nulldhoz, ha n —

oo. Ez ldthaté, ha észrevessziik, hogy > P(Y; # 0) < oo, ezért a Borel-Cantelli
k=1

lemma alapjan egy val6szintiséggel csak véges sok Yi(w) nem egyenl6 nulldval, és ezért
o0
> Yk (w)| < K(w). Innen kovetkezik, hogy majdnem minden w € Q2 pontban |T),(w)| <
k=1

K(w) minden n = 1,2,... szdmra, ahol a jobboldalon szerepl6 becslés fiigghet az w
elemi eseménytdl, de nem fiigg az n indextol. A Slutsky lemmé&bdl, az ﬁsn = ﬁsn +

ﬁTn azonossagbol és a kovetkezik, hogy az \/LﬁSn és a ﬁTn sorozat sztochasztikus

konvergeniajabol nulldhoz kovetkezik, hogy a ﬁsn és ﬁgn sorozatoknak ugyanaz a
hatareloszlasuk, ezért igaz a példaban megfogalmazott allitas.

Jegyezziik meg azt is, hogy a példaban szereplo &, valdszintiségi valtozok teljesitik
az egyenletes kicsiség feltételét, de nem teljesitik a Lindeberg feltételt. Valéban, FE2 =

n 2
1, 82 = FE¢2 = n, ezért lim  sup Sg’“ = 0, azaz az egyenletes kicsiség feltétele
=1 n—001<k<y On

teljesiil. Mésrészt lim > EEZI(|&k| > es,) = lim L 3 EY? = 1, tehdt a Lindeberg
feltétel ebben a példdban nem teljesiil.

Az egyforma eloszldsu fliggetlen valészinliségi valtozdk normaélizalt 6sszegeirdl szold
centralis hatareloszlastételben feltettiik, hogy az Osszeadandéknak van véges masodik
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momentumuk. Ez természetes feltétel, mégis érdekes lehet megmutatni, hogy lehetséges
olyan eset is, amikor végtelen szérasnégyzetii fliggetlen, egyforma eloszlasu valdszintiségi
vatltozok alkalmasan normalizalt részletosszegei is konvergédlnak eloszlasban a normaélis
eloszlashoz. Ennek lehetoségét mutatjuk meg a kovetkezé példaban, amelyik mogott
hasonlé gondolat van, mint az els6 példaban.

2. Példa: Legyen &1,€&s, ... flggetlen egyforma eloszldsi valdszinidségi valtozok soroza-
ta, mely sorozat tagjainak létezik siriségfigguénye, és azt az f(x) = ﬁ, ha |x| > 1,

f(z) =0, ha —1 < x < 1 képlet adja meg. Ekkor B¢, = 0, EEZ = s xQ# dr =

D x|>1

n
, , o o , . 1 e,
oo. Tovdbbd az S, = kgl &, n = 1,2,..., részletosszegek msn normalizaltjai

eloszlasban konvergdlnak a standard normdlis eloszldshoz.

Az 2. Példa igazoldsa: Definidljuk minden n = 1,2,... szdmra az ng,, = el (|€k| <
vnloglogn) és az (i n = El(|€k| > V/nloglogn), 1 < k < n valdszintiségi véltozdkat,
_ n n
valmint ezek S, = > ngpn és T, = Y Ci.n Osszegeit. Ekkor
k=1 k=1

1 1 - 1
—, = ——=5, + —=1,
vnlogn vnlogn * vnlogn

ezért a Slutsky lemma alapjan elegendé belatni, hogy a L

\/nlogn

eloszlasban konvergalnak a standard normalis eloszldshoz, és a

S,, valoszintiségi valtozék
1
nlogn
gi valtézok sztochasztikusan konvergalnak nulldhoz. Az elsd éllitas igazoldsdhoz azt
kell megmutatni, hogy a &, = Shin , 1 < k < n, szériasorozatra alkalmazhatjuk a

\/nlogn

centralis hatareloszlastételt. Ehhez vegyiik észre, hogy Eﬁ_’kn =0,

T,, valosziniisé-

2 1 21 log1 I log 1
Ef_i,n=/ i x dp — og +/(nloglogn) _ og(nlog ogn)7
z: 1<z <

3 &=
v/nloglogn nlogn |z| nlogn nlogn
e log n+log log 1
ahonnan Y. E£Z = =& 1?)§ SEOER — 1, ha n — oo. Ezért elég ellendrizni, hogy a
k=1 ’

ék,n valoszintliségi valtozok teljesitik a Lindeberg feltételt, azaz minden € > 0 szamra

CL'Q

- e
z: ey/nlogn<|z|<y/nloglogn nlogn|x|

Ez az allitas viszont igaz, mivel elég nagy n-re az {z: ey/nlogn < |z| < y/nloglogn}
integralasi tartoméany az iires halmaz, ezért a tekintett integral nulla.

Be kell még latnunk, hogy a \/1—Tn valoszintliségi valtozok sorozata sztochasz-
nlogn

dr — 0 hax— oo.

Z Eé]%,n](lgkwn
k=1

n—oo \/nlogn
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tikusan nulldhoz tart, azaz lim P (‘ LT,

> 5) = (0 minden € > 0 szamra.



Belatjuk, hogy az erésebb lim P(T;, # 0) = 0 relécié is teljesiil. Valéban,

n—oo

dr 1
: |x|>4/nloglogn |$|3 loglogn

— 0 han— .

P(T, #0) <3 P(Gon #0) = n/
k=0 x

Lattuk, hogy a hatéreloszlas szérasnégyzete lehet kisebb, mint az eloszlasok szo-
rasnégyzetének a limesze. Felmeril a kérdés, hogy lehet-e nagyobb. A vélasz erre a
kérdésre nemleges, és ezt mondja ki az aldbbi lemma.

Lemma. Konvergaljon F, eloszldsfdggvé@yek eqy sorozata eqy F' eloszldsfiigguvényhez.
Ekkor liminf [ 2?F,(dz) > [x?F(dxz). Altaldnosabban, ha g(z) tetszéleges folytonos,

nem negativ (de nem feltétlenil korldtos fiiggvény), akkor

liminf | g(z)F,(dz) > /g(x)F(dx)

n—oo

A lemma bizonyitdsa. El6szor tekintsiik azt az esetet, amikor [ g(z)F(dx) < co. Ekkor
tetszoleges € > 0 szdmhoz létezik olyan K = K(e) > 0 szdm, melyre a gg(z) =
min(K, g(x)) korldtos és folytonos fliggvény teljesiti az [ gx (z)F(dx) > [ g(x)F(dx)—e
relaciot. Ezért az F,, eloszlasfiiggvények gyenge konvergencidjabol az F' eloszlasfiigg-
vényhez kovetkezik, hogy

lim in / 9(2)Fo(dz) > lim | grc(z)Fo(dz) = / 9 () F( dx) > / 9(2)F(d) — e,
és mivel ez az egyenlGtlenség minden € > 0 szdmra érvényes, innen kovetkezik a Lemma
allitasa ebben az esetben.

Ha [ g(z)F(dx) = oo akkor tetszileges L > 0 szdmhoz létezik olyan K = K (L) >
0 szdm, melyre a gx(z) = min(K,g(z)) korlatos és folytonos fiiggvény teljesiti az
[ gk (x)F(dz) > L relaciét. Ezért az F), eloszldsfiiggvények gyenge konvergencidjabdl
az F' eloszlasfiigggvényhez kovetkezik, hogy

liminf/g(x)Fn(d:c) > lim [ gg(z)F,(dz) = /gK(a:)F(d:c) > L,
és mivel ez az allitds minden L > 0 szamra érvényes, a Lemma allitasa ebben az esetben
is érvényes.

Megjegyzés: Az el6z6 Lemma mutat némi hasonlésagot a mértékelméletben tanult Fa-
tou lemmaval, melyet ismertettem az 6todik eléadas kiegészitésében. A két allitas bi-
zonyitasa is nagyon hasonlé.

A fenti példak mutatjak, hogy a centralis hatareloszlastétel megfogalmazasaban
szereplé feltételek fontosak. Ezek nem teljesiilése esetén masfajta jelenségek is felléphet-
nek. Természetes modon felmeriilt az az igény az elméletben, hogy adjunk teljes képet
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arrél, hogy mikor lehetséges az, hogy fiiggetlen valésziniiségi valtozok normalizalt rész-
letosszegei eloszlasban normalis eloszlashoz konvergalnak, de a normalas lehet szokatlan
is. Errol a problémardl sok érdekes és tartalmas eredményt bizonyitottak, de ezzel
mi nem fogunk foglalkozni. Gyakorlati szempontbdl ugyanis csak a kordbban targyalt
eredmények fontosak, az itt targyalt eredmények csak nagyon specialis esetekben jelen-
nek meg.

Erdemes megemliteni, hogy az emlitett példakban a varatlan jelenségek oka az volt,
hogy egy kis halmazon a valdsziniiségi valtozok nagyon nagy értéket vettek fel, ami
alig befolyéasolta 0sszegeik eloszlasat. Ezt a tényt a Slutsky lemma segitségével tudtuk
megmutatni. Viszont egy kis halmazon felvett nagy értékek nagyon megvaltoztattdk a
momentumokat. Minden szokatlan normaéléassal érvényes hatareloszlastétel hatterében
ilyen jelenség van. S&t, mint latni fogjuk a valdszinliségszamitas egyéb problémaiban,
mint példaul a késébb targyalandé nagy szamok torvényének problémajaban is hasonld
problémak jelennek meg.

HATARELOSZLASTETELEK VIZSGALATA VEKTORERTEKU FUGGETLEN VALOSZINUSEGI
VALTOZOK NORMALIZALT OSSZEGEIRE.

Tekintsiik a kovetkezo két problémat

a.) Egy pénzdarabrdl el akarjuk donteni, hogy szabdlyos-e. Ennek érdekében a pénz-
darabot sokszor egymastdl fliggetleniil feldobjuk, és feljegyezziik a kisérletek ered-
ményét. Milyen eredménysorozat esetén tekinthetjiik a pénzdarabot szabéalyosnak?

b.) Egy dobdkockérdl el akarjuk donteni, hogy szabdlyos-e. Ennek érdekében a dobd-
kockat sokszor egymastol fiiggetleniil feldobjuk, és feljegyezziik a kisérletek ered-
ményét. Milyen eredménysorozat esetén tekinthetjiik a dobdkockat szabalyosnak?

Természetes gy donteni, hogy a pénzdarabot akkor tekintjiik szabalyosnak, ha a
dobasok koriilbeliil fele feje koriilbeliil fele pedig frdasdobas. Hasonldéan, a dobdkockat
akkor tekintjiik szabalyosnak, ha mindegyik dobaseredmény az 0sszes dobas koritilbeliil
egyhatoddban kovetkezik be. De mit jelent a ,,koriilbeliil” sz6 ezekben az allitdsokban?

Az a) probléma esetében a centralis hatareloszlastétel segitségével adhatunk pon-

tosabb valaszt erre a kérdésre. Végezziink 0sszesen n kisérletet, és legyen S,, a fedobasok
n

2

szamat, akkor a centralis hatareloszlastétel kovetkeztében kozel normalis va-

3
SOl

16szintiségi valtozo. Valéban vezessiik be a kovetkezo &k, 1 < k < n, valdszinliségi

valtozokat: &, = 1, ha a k-ik dobés eredménye fej, £, = 0, ha a k-ik dobds eredménye
n

fras. Ekkor S, = Y. &, E& = %, Var &, = i, tovabba a &, valdszinliségi valtozok

k=1
fiiggetlenek. Ezért a centralis hatareloszlastételbol kovetkezik a megfogalmazott ered-

mény. Ennek segitségével kidolgozhatunk egy természetes stratégiat. Természetesen
nem adhatunk olyan eljarast, amelyik biztosan helyes dontést ad. Prébaljunk olyan
dontést hozni, amelyik egy szabalyos pénzdarabot 0.9 valdszintliséggel szabalyosnak
min6sit. Természetes eljaras a kovetkezo: Keressiik ki egy nomélis eloszlastablazat
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segitségével azt az x szdmot, melyre ®(x) — &(—x) = 0.9, ahol ®(z) jeldli a stan-
dard normalis eloszlast. Ezutan tekintsiik a pénzdarabot szabalyosnak, ha —%\/ﬁx <
Sn— 5 < %\/ﬁx, ellenkezo esetben pedig tekintsiik a pénzdarabot szabalytalannak.

Lehet-e hasonlé médszet megadni a b) feladat megoldasiara? A vélasz erre a
kérdésre igenl6, de ennek kidolgozasahoz be kell bizonyitani a centralis hatareloszlastétel
tobb-dimenzids véltozatat. Legyen ugyanis S, = (Sr(ll),Sﬁf), 7(13), 7(14), 7(15),57(16) ) az 1-
es, 2-es, 3-as, 4-es, 5-0s és 6-os eredményli dobasok szama, akkor ha n dobdst haj-
tunk végre. A kés6bb targyalandé tobb-dimenzids centralis hatdreloszlastételben ezen
véletlen vektor alkalmas normalizaltjanak az aszimptotikus eloszlasara kivanunk ered-
ményt kapni. Vezessiik be () = (gﬁ’“), ék), :(,,k), Z(Lk), ék), ék)) valészintiiségi valtozdt,
amelyiknek a j-ik koordinataja 1, ha a k-ik dobas eredménye j, és ebben az esetben

az Osszes tobbi koordinata nulla. A ¢) vektor azt méri, hogy a k-ik dobdsnak mennyi
mn

a hozadéka kiilonbozé dobdseredmények szamahoz, ezért S, = 3. &), Ez azt jelenti,
k=1

hogy a vizsgaland6 S,, véletlen vektor eldallithatd, mint fiiggetlen véletlen vektorok

osszege. Ezért természetes azt vizsgalni, hogy a klasszikus centrélis hatareloszlastételt

hogyan lehet altaldnositani véletlen vektorokra. Mint a b) példa mutatja, egy ilyen

eredmény hasznos lehet természetes gyakorlati problémak megoldasaban is. Megje-

gyezziik, hogy a b) problémahoz hasonléan targyalhat6 az alabbi ¢) probléma:

c) Legyen adva k urna, és ezekbe egymdstdl fiiggetleniil bedobunk n goly6t egymastol
fliggetleniil, amelyek ugyanolyan valdsziniiséggel esnek az egyes urndkba. Probal-
juk meg ellenérizni azt, hogy igaz-e, hogy a golydk az egyes urnakba pi,...,px
val6szintiséggel esnek. (Feltessziik, hogy az elvégzett kisérletek n szama nagyon

nagy. )

Annak érdekében, hogy a tobb-dimenzids centralis hatareloszlastételt bebizonyitsuk
bizonyos eredményeknek és fogalmaknak ki kell dolgozni a tébb-dimenzids megfelel6jét,
igy definidlnunk kell tobb-dimenzids eloszlasok konvergencidjat es a karakterisztikus
fiiggvények tobb-dimenzidés megfelel6jét. Ezutan be lehet bizonyitani azt, hogy a tébb-
dimenzios eloszlasokat is meghatarozza azok karakterisztikus fliggvénye, és igaz az
eloszlasok konvergencidjank elaptételeként elnevezett eredmény tobb-dimenzids valtoza-
ta. Ezeket az eredményeket meg fogjuk fogalmazni, de a bizonyitasok részleteit, melyek
lényegében az egy-dimenzids esetben targyalt bizonyitdsok természetes modositasabol
allnak, elhagyjuk. Ezek az eredméyek lehet6vé teszik, hogy a tobb-dimenzids centra-
lis hatareloszlastételt annak egy-dimenziés valtozatdhoz hasonléan bizonyitsuk be. Sot,
valdjaban a helyzet még ennél is egyszeruibb. Meg lehet mutatni, hogy a tobb-dimenzids
centralis-hatareloszlastétel kozvetlen modon visszavezethetd az egy-dimenzids esetre.

A fenti &llitdsok részletesebb megtargyaldsa lesz a kovetkez6 programunk. De
miel6tt ehhez hozzdkezdenénk, megtargyaljuk az egy-dimenzids valdszintiségi valtozdk
vizsgalataban fontos szerepet jatszé varhato érték és szorasnégyzet fogalméanak a tobb-
dimenzids megfeleldit, a tobb-dimenzidés varhato érték és a kovarianciamatrix fogalmat.
Ez utobbi vizsgalatdaban fontos szerepet jatszanak bizonyos alapvetd linearis algebrai
ismeretek, mindenekel6tt a szimmetrikus matrixok tulajdonsagai, és azok ugynevezett
fotengely transzformécidja.



TOBB-DIMENZIOS VALOSZINUSEGI VALTOZOK VARHATO ERTEKE ES KOVARIANCIA MAT-
RIXA VALAMINT AZOK LEGFONTOSABB TULAJDONSAGAL.

El6szoris ismertetem a targyalandé fogalmak definicidjat.

Tobb-dimenzids valdsziniiségi valtozo varhato értékének és kovariancia mat-
rixdnak a definiciéja. Legyen Z = (Z1,...,Z1) k-dimenzids véletlen vektor. FE
véletlen vektor varhato értéke az EZ = (EZy,...,EZy) k-dimenzids vektor, feltéve,
hogy mindegyik EZ;, 1 < j < k vdrhato érték létezik.

Tegyiik fel tovdbbd, hogy a Z = (Z1,...,Zy) véletlen vektor minden koordindtdja
teljesiti az EZJ2 < 00, 1 <j <k, feltételt. Ekkor definidljuk e véletlen vektor kovariancia
mdtrizdt is, és az a D = (d;;), 1 < j,l < k, k x k méretd mdtriz, mely mdtriz j-ik
sordban és l-ik oszlopdban lévé elem a dj; = Cov(Z;,2;) = EZ;Z — EZ;EZ; szam.

Megfogalmazom meg a vektorértékii valészintiségi valtozok varhaté értékének és
kovariancia matrixanak néhany fontos tulajdonsagat.

1. Tétel. Legyenek Z\) = (ij), .. .,Zlij)), 1 < 5 < n, véletlen k-dimenzios vektorok

ugyanazon az (Q, A, P) valdszindségi mezén. Ekkor a ZM) + ... 4+ Z() Gsszeq vdrhatd
értéke megegyezik a Z9) vektorok vdrhatd értékeinek az dsszegével, azaz

E (Zu) +---+Z<">) YA I ) O

Ha eqy Z = (Z4,...,Zy), véletlen vektor varhato értéke M = (M, ..., My), a tetszd-
leges wvalés szam, v = (x1,...,xy) tetszdleges k-dimenzids vektor, akkor E(Z + ) =
EZ +x, a Z + x akkor aZ = (aZy,...,aZy), véletlen vektor vdrhatdé értéke aM, és
E(Z+2)=EZ+ux.

Ez az allitas kovetkezménye az egy-dimenzids valdszintiségi valtozok varhatd érté-
kérél tanult eredményeknek.

2. Tétel. Ha az 1. Tételben szerepld ZU), 1 < j < n, véletlen vektorok fiiggetlenek,
vagy dltalanosabban a kiulonbozo vektorok koordindtdi korreldlatlanok, ami azt jelenti,
hogy Cov (Zl(l) Zl(zl)) =0, hai#1,1<4,1<k, akkor a kovariancia mdtriz is additiv.
Részletesebben megfogalmazva: Ha a ZU) mdtriz kovariancia mdtriza a D; mdtriz,
1 <45 <n, akkor a ZW 4o 7)) yéletlen 0sszeg kovariancia matriza a D1 +---+ D,

mdatriz. Ha eqy Z = (Z1,. .., Zk), véletlen vektor kovariancia mdtriza a D k x k méretd
mdtriz, a tetszéleges valds szam, akkor az aZ = (aZy,...,aZy), kovariancia mdtriza az
a’D kovariancia mdtriz. Tovdbbd, ha © = (x1,...,x) tetszéleges k-dimenzids vektor,

akkor a Z+ x vektor kovariancia mdtriza megegyezik a Z vektor kovariancia mdtrizdval.

A 2. Tétel is egyszertii kovetkezménye az egy-dimenzids valdszintiségi valtozok
varhatd értékének szamitasardl szold allitdsoknak. Lassuk példaul azt, hogyan lehet
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kiszamitanai az Osszeg kovarianciamatrixanak egy elemét

Con (£ -4 207 20" 4 20 =33 £202 -3 0l

i=114¢=1 i=114¢=1

=S cov(zPz+ Y Cov(zPzZ").

1<i,i' <n, i#1’

Viszont a jobboldalon szereplé mésodik tag nulla a Cov (Zl(z)Zl(zl)) =0, hai # ¥,
1 < 4,1 <k, feltétel miatt, az elso tag pedig megegyezik a Dy + --- + D,, matrix j-
ik soraban és [-ik oszlopaban szerepld taggal. A Tétel tobbi dllitdsanak a bizonyitasa
egyszeribb.

Meg akarjuk adni, hogy milyen matrixok jelenhetnek meg, mint alkalmas véletlen
vektor kovariancia matrixa. Ennek a kérdésnek a vizsgalataban fel kell hasznalnunk a
linedris algebra néhany alapveto fogalmat és eredményét. ElGszor idézziik fel a kovetkezd
linearis algebrai fogalmat.

Szimmetrikus és pozitiv (szemi)definit matrixok definiciéja. Legyen D = (d; ;)
eqy k X k méretti matrixz. Azt mondjuk, hogy a D mdtriz szimmetrikus, ha minden
1 < 4,1 <k indexre dj; = d; ;. (Pontosabban azt kéveteljik meg, ha nemcsak valds,
hanem dltaldnos komplex értékii elemekkel rendelkezé mdtrixokat is tekintink, ami ebben
az eldaddsban nem fog eléfordulni), hogy d;; = lej, ahol zZ a z komplex szam konjugdltja,
azaz, ha z = a +ib, akkor Z = a —ib.) Egy k X k méretl szimmetrikus D = (d;;)
mdatrix pozitiv szemidefinit, ha minden x = (x1,...,xx) k-dimenzids vektorra xDx* =
ko k

Yo > xidjix; > 0 €s (szigorian) pozitiv definit, ha a xDzx* = Y > x;djx; > 0
J j=11=1

szigori egyenldtlenséy is teljesil minden (1, ..., xg) # (0,...,0) vektorra. (Ebben a for-
muldban x* jeloli az x vektor transzpondltjat, azaz azt az oszlopvektort, melynek folilrdl
szdmiva l-1k eleme megegyezik az x vektor balrol szamitott l-ik elemével. Ekkor xDx* a

szokdsos vektor és mdtriz szorzdst jeloli.)

Sziikséges lesz a szimmetrikus matrixok egyszerii reprezentaciojat és a pozitiv sze-
midefinit matrixok jellemzését. Ez az eredmény martixok tgynevezett fotengelytransz-
formaciéinak megadasa. Ennek az elnevezésnek az okardl a tétel utan egy megjegyzésben
irok. A tétel kimondasa el6tt idézziik fel az unitér matrixok definicigjat és legfontosabb
fogalmait.

Egy U k x k méreti négyzetes matrixot unitérnek neveziink, ha teljesiil az UU* = I
azonossag, ahol I az identitds matrix. FEz az azonossag akkor és csak akkor teljesiil, ha
érvényes az U*U = I azonossidg. Az unitér matrixok mas ekvivelens jellemzése az,
hogy sorai (és egyben az oszlopai is) ortonormélt vektorok. Erdemes felidézni az unitér
matrixok geometriai tartalmat is. Egy U métrix akkor és csak akkor unitér, ha az 4ltala
meghatarozott transzformacié tavolsdg (és ezért egyben szégtarté) transzformacié.

XS

metrikus mdatrix felirhato A = UAU™ alakban, ahol U unitér, A pedig dzagonalzs matrix.
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Egy k x k méretii szimmetrikus A mdatric A = UAU™* eldallitdsat meg lehet adni a
kévetkez6 mdodon: Létezik az A mdtriznak k ortonormalt uq,...,u, sajdtvektora Ay,
..., A\, sajdtértékekkel, azaz olyan vektorok és szdmok melyekre teljesil az u; A = \ju;,
1 <35 <k, azonossdg. Ekkor az U mdtrixot megadhatjuk, mint azt a mdtrizot, melynek
J-ik oszlopa az u} oszlopvektor, a A mdtriz pedig ebben az esetben az a diagondlis mdtriz,
melynek j-ik sordban és j-ik oszlopdban a \; szdam dll.

Egy A mdtriz akkor és csak akkor pozitiv szemidefinit, ha minden sajdtértéke nem
negativ, és akkor (szigorian) pozitiv definit, ha dsszes sajdtértéke pozitiv.

Megjegyzés: A fétengelytranszformacionak szemléletes tartalma a kovetkezd. Egy A
matrixnak (egy rogzitett ortonormalt bazis esetén) megfelel egy linedris transzformécio.
Ha a métrix szimmetrikus, (amelyik tulajdonsdg megfogalmazhaté a neki megfelels
A linedris transzformécié segitségével is, mint az (zA,y) = (yA,x) azonossig), akkor
létezik olyan ortonormalt bazis, melyben az A matrixnak megfelel6 transzfomécié di-
agonalis. Az erre a koordinatarendszerre valé attérést nevezik fétengelytranszformécio-
nak. A tételben megfogalmazott eredmény tulajdonképpen azt irja le, hogy a transzfor-
macionak ez a ,,szép” koordindtarendszerben megadott diagonalis alakja hogyan latszik
az eredeti koordinatarendszerben.

Ezutan a linedris algebrai el6készits utan meg tudjuk fogalmazni és be tudjuk bi-
zonyitani a kovarianciamatrixok jellemzését kimondd tételt.

Tétel a kovariancia matrixok jellemzésérSl. Legyen Z = (Zy,...,7Zk) egy k-
dimenzios véletlen vektor. Ekkor a Z vektor kovariancia mdtrixa szimmetrikus €s pozitiv
szemidefinit matrix. Megforditva, tetszdleges D szimmetrikus, pozitiv szemidefinit mdt-
rizhoz létezik olyan Z = (Z1, ..., Zx) véletlen vektor, melynek ez a D mdtrix a kovarian-
cia mdtriza. S6t igaz a kdvetkezd tartalmasabb dllitds is: Legyen' Y = (Yi,...,Yx) olyan
véletlen vektor, melynek a kovariancia mdtriza az identitds mdtriz, azaz VarY; = 1,
1<j<k Cov(Y;,V1)=0,hal <jl<k, ésj#l (Eza helyzet példdul akkor, ha
az Y, 1 < j <k valdszindiségi vdltozok figgetlenek, és VarY; = 1.) Ekkor létezik olyan
A = (aj;) k x k méretd matriz, melyre igaz, hogy a Z = (Z1,...,Z) = (Y1,...,Yy)A =

k k
YoarpYp, ..., 2 akpYy | véletlen vektor kovariancia mdtriza a D mdtriz.

A bizonyitas felhasznalja a kovetkezo linearis algebrai eredményt.

Tétel a linearis algebrabdl. Legyen D pozitiv szemidefinit matrix. Ekkor létezik olyan
A madtrix, melyre érvényes a D = A*A azonossdg, ahol A* az A mdtriz transzpondltjdt
jeloli. S6t, azt is feltehetjiik, hogy az A mdtriz onadjungdlt és pozitiv szemidefinit.

A tétel bizonyitdsa a linedris algebrardl kimondott tétel segitségével. Tekintsiink el6szor
egy Z = (Z1,...,Zk) egy k-dimenziés véletlen vektort és annak D = (d;;), dj; =
Cov(Z;,2Z1), 1 < j,l <k, kovariancia matrixdt. Ekkor D szimmetrikus mdatrix, mert
dj; = dij, azaz Cov(Z;,72;) = Cov(Z;,Z;). Masrészt tetszOleges © = (x1,...,T)
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k
k-dimenzids vektorra Var (Z x; Zj> > 0. Ezenkiviil

Jj=1

k k
E(xj21(Z;Z — EZ;EZ)) =Y > a;mCov (Z;, Z)
j=11=1

|

k
E :ijJ
Jj=1

Il
M- 1
M- I

*
xjrid;; = xDx”.
11

1

<.
Il

Innen kovetkezik, hogy xDx* > 0 tetszéleges © = (z1,...,2zr) k-dimenziés vektorra,
azaz D szimmetrikus pozitiv szemidefinit matrix.

Megforditva, legyen D pozitiv szemidefinit matrix, és ¥ = (Y7,...,Y)) olyan
véletlen vektor, melynek a kovariancia matrixa az identitds métrix, azaz VarY; = 1,
1<j<k Cov(Y;,V;) =0,hal <jl <k, ésj# 1 A kimondott linearis algebrai
eredmény szerint létezik olyan A = (a;;), 1 < j,I < k k x k méreti matrix, melyre
D = A*A. Azt allitom, hogy a Z = (Z1,...,Zy) =Y A, azaz a Z = (Z1,...,2Zy), Z; =

> ap Yy, 1 < j <k, véletlen vektor kovariancia matrixa a D matrix. Innen kovetkezik

a_feladat masodik allitéasa is. Ennek az azonossagnak a bizonyitasa érdekében szamoljuk
ki a Cov(Z;,7;), 1 < j, I < k, kovariancidkat. Azt kapjuk, hogy Cov(Z;,Z;) =

k k k k
ap i Yy, aq1Yy |, ezért Cov (Z,;,74;) = ap.iaq1Cov (Y,,Y,), ahonnan
p.jLp a,ltq J p.jq, P Lq

k
mivel Cov (Y;,Y;) = 0, ha p # q, és Cov (Y, ;) = 1, Cov(Z;, 1) = 3. apjaps = dju,
p=1

ahol d;; a D = A*A matrix j-ik sordban és [-ik oszlopdban szereplé konstans. Ezt
kelllett bebizonyitanunk

A felhaszndlt linedris algebrai tétel bizonyitdsa. frjuk fel az D matrixot D = UAU*
alakban, ahol U unitér, A pedig diagondlis matrix. Az, hogy az D matrix pozitiv
szemidefinit azt jelenti, hogy a A diagonalis matrix A;, 1 < j <k, elemei nem negativak.
Ezért 1étezik az v/A diagonalis matrix, melynek j-ik sordnak j-ik oszlopdban a \/x elem
all. Definidljuk az A = UvAU* métrixot. Ekkor A szimmetrikus matrix, mert A* =
(UVAU*)* = UVAU* = A, valamint A*A = A% = UVAU*UVAU* = UAU* = D. Az
A matrix pozitiv szemidefinit is egyben, ha a \; szdmok pozitiv négyzetgydkeit vessziik.)

Megjeqyzés a linedris algebrai tételhez: A nem negativ szamoknak a pozitiv szemidefinit
matrixok felelnek meg magasabb dimenziéban. A megfogalmazott eredmény azt mondja
ki, hogy pozitiv szemidefinit matrixokbdl, hasonléan a nem negativ szamokhoz lehet
négyzetgyokot vonni. Ez a négyzetgyokvonds nem egyértelmt. Példdul egy megoldas
ismeretében a kovetkezd mddon lehet 1j megoldasokat kapnin. Ha D = A*A és U
unitér transzformacié, akkor az A = U A métrixra is teljesiil, hogy A*A = A*U*UA =
A*A = D, tehat A* is megoldédsa a tekintett egyenletnek. Jegyezziik meg, hogy valés
szamok kozott is csak akkor egyértelmii a gyokvonads, ha csak a pozitiv gyokot tekintjiik.
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Ennek az allitasnak érvényes a kovetkezo tobb-dimenzids altalanositasa: A D = A*A
egyenletnek pontosan egy szimmetrikus pozitiv szemidefinit megolddsa van. Ennek
bizonyitasa nem nehéz, de mivel erre nem lesz sziikségiink, ezért a bizonyitast elhagyon.

Valos értékli valdszintiségi valtozok szérasnégyzete nem-negativ, tehat nem zartuk
ki annnak a lehtdségét sem, hogy nulla. De ez csak abban az elfajult esetben lehetséges,
ha a tekintett valoszinliségi valtozo konstans, azaz 1 valésziniiséggel ugyanazt az értéket
veszi fel. Hasonléan, a tobb-dimenzids esetben csak azt koveteltiik meg, hogy a véletlen
vektor kovarianciaméatrixa pozitiv szemidefefinit legyen, de megendedtiik, hogy ne legyen
(szigoruan) pozitiv definit. De ha a kovarianciamétrix nem pozitiv definit az bizonyos
elfajultsagot jelent, és akkor a véletlen vektozoknak van olyan nem trivialis linedris
kombinaciéja, amelyik egy valdszinliséggel konstans. Ezt a tényt fogalmazzuk meg az
aldbbi Lemmaéban.

Lemma. Egy & = (&1,...,&k) véletlen vektor D = (d; ;) kovariancimdtriza akkor és
csak akkor nem (szigorian) pozitiv definit, ha léteznak olyan aj, 1 < j < k, szdmok,
k
melyek nem mindegyike nulla, és > a;&; = K valamilyen K (determinisztikus) kon-
j=1
stanssal eqy valdsziniséggel.

Bizonyitds: Ha léteznek olyan aq,...,ar szamok, melyek nem mindegyike nulla, és
k

> aj&; = K egy valdsziniiséggel, akkor

j=1

k k k
RIS DSUTYED 9) SUTRERTES v Syt
j=1 i=1j=1

=1 j=1

ami azt jelenti, hogy a D = (d; ;) métrix nem (szigorian) pozitiv definit.

Megforditva, ha a D = (d; ;) matrix nem (szigorian) pozitiv definit, akkor léteznek
ko k
olyan ai, ..., aj szdmok, melyek nem mindegyike nulla és > > a;a;d; ; = 0. Ekkor a
i=1j=1
k
> a;&y valoszintiségi valtozora
i=1

k k
Zajfj :ZZG a;Cov (&;,&5) ZZZCL ajd; j =0,
j=1 =1 j=1 i=1 5=1

k

ahonnan ) a;§, = K valamilyen K konstansra egy valdsziniiséggel.
i=1
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