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A centralis hatareloszlastétel.

Ebben az eléadasban a fliggetlen valdszintiségi valtozdk Osszegére vonatkozd centralis
hatareloszlastétellel foglalkozunk. Ezt az eredményt a leheto legaltalanosabb formaban
fogalmazzuk meg, és targyaljuk annak legfontosabb specidlis eseteit, melyek feltételeit
viszonylag kénnyen ellenérizhetjiik. Annak érdekében, hogy ezt a programot végrehajt-
suk, be kell vezetniink néhany fontos fogalmat.

El6szor a kovetkezo fogalmakat vezetjiik be:

Szériasorozatok definicigja. A

§1,050 -5 81m,

gk,h <o 7§k,’rLk

valdsziniségi vdltozok rendszere egy (2, A, P) wvaldsziniségi mezdn, k — oo, széria-
sorozat, ha az egy sorban levd i1, ..., Ekn, valdsziniségi vdltozok figgetlenek. (A
kiilonbézd sorokban levd valdsziniiségi vdltozok kapcsolatdrdl nem tételezink fel semmit.)

Tekintsiik egy &, # = 1,2,..., 1 < j < ny, szériasorozat egy sorban 1évé
ng

valoszintiségi valtozdinak Sy = > &k ; Osszegeit. Azt fogjuk vizsgalni, hogy az Sy
j=1

Osszegek kK — oo esetben mikor konvergdlnak eloszlasban a normaélis eloszlashoz. A
kérdés hatterében az a kép van, hogy a bevezetd valdszintiségszamitas el6adasban ta-
nult centralis hatareloszlastétel azt sugallja, hogy nagyon altlalanos esetben, ha sok kis
fiiggetlen valdszintiségi valtozot Osszeadunk, akkor az Osszeg eloszldasa ,,majdnem elfe-
lejti” az egyes Osszeadandodk eloszlasat, és kozel normaélis eloszlasi lesz. Ilyen eredményt
azonban csak akkor varhatunk, ha az egyes 6sszeadanddk az 0sszeghez képest nagyon
kicsik. Ezt a tulajdonsdgot viszont meg kell fogalmaznunk pontosabban. Ez a célja az
alabbi egyenletes kicsiség definicidjanak.

(Normalizélt) szériasorozat egyenletes kicsiségének a definicigja. Legyen
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szériasorozat, melynek tagja teljesitik a E§i ; = 0, Efi,j = O'i,j <oo, k=1,2,...,

k
1 < 7 < ng, feltételeket, tovdbbd az Sz sorosszegek ES,% = > a,ij szorasnégyzetet

Jj=1
ny
teljesitik a klim > o3 ; = 1 relacidt. Azt mondjuk, hogy ez a szériasorozat teljesiti az
— 00 j=1 ?

egyenletes kicsiséq feltételét, ha teljestil a

lim sup oij:()
k—oo1<j<n,

reldcio.

Az egyenletes kicsiség szemléletes tartalma vilagos. Nulla varhaté értékl valdszi-
niiségi valtozokat tekintiink, és ezek nagysdgat természetes a szorasnégyzettel mérni.
Nagy k-ra a k-ik sorosszeg szorasnégyzete kozel 1, és azt kivanjuk, hogy az 0sszegben
szereplo valtozok szorasnégyzetének a maximuma is sokkal kisebb ennél.

Az érdekel minket, hogy az egyenletes kicsiség feltéelét teljesité (normalizdlt) szé-
riasorozat S sorOsszegei mikor teljesitik a centralis hatareloszlastételt, azaz mikor kon-
vergalnak eloszlasban a standard normalis eloszldshoz. Kimondunk és bebizonyitunk
egy tételt, mely szerint egy nagyon altalanos feltétel, az tigynevezett Lindeberg feltétel
teljesiilése esetén a centralis hatareloszlastétel érvényes. Megfogalmazok egy olyan ered-
ményt is, mely szerint a Lindeberg feltétel nemcsak elégséges, de sziikséges feltétele is a
centralis hatareloszlastételnek. Ennek az eredménynek a bizonyitasat azonban csak
a (nem kotelez6 tananyaghoz tartozd) kiegészitésben ismertetem. Targyalni fogjuk
még azt, hogy a szériasorozatokra kimondott tétel mit mond ki fliggetlen valdszintiségi
valtozok normalizalt részletosszegeire. Tovabba megfogalmazom a bebizonyitott ered-
mény néhany kovetkezményét, melyek a centrdlis hatareloszlas teljesiilését fogalmazzak
meg bizonyos a Lindeberg feltételnél szigoribb, de gyakran konnyebben ellenérizhetd
feltétel teljesiilése esetén.

El6szor megfogalmazzuk a Lindeberg feltételt.

Lindeberg feltétel definicidja szériasorozatokra: Legyen &, k =1,2,..., 1 <
J < ng, olyan szériasorozat, melyre K ; = 0, Ef%’j <oo,k=1,2,...,1 <5< nyg, és

ng

lim E@%j = 1. Ez a szériasorozat akkor és csak akkor teljesiti a Lindeberg feltételt,
1

ha tetszoleges € > 0 szamra
ng
. 2 -
Jlim ZlEfsk,jM{\fk,ﬂ >e}) =0,
]:

ahol I(A) egy A halmaz indikdtor fiiggvénye.

Centralis hatareloszlastétel szériasorozatokra a Lindeberg feltétel teljesiilése
esetén. Legyen &5, k=1,2,..., 1 < j < ny, olyan szériasorozat, melyre E;, ; = 0,
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n,
Eglzj <o, k=1,2,...,1<j <y, klim > Eﬁzj =1, és teljesitse e szériasorozat a

—00 j=1

Lindeberg feltételt. Ekkor

a.) a szériasorozat tagjai teljesitik a lim ( sup E¢? J) = 0 kicsiséqgi feltételt.
k—oo \1<j<n,

N

b.) Az Sk = > &k, 1 < k < oo, véletlen dsszegek eloszldsban konvergdlnak a standard,
j=1

azaz nulla varhato értéki és 1 szordsnégyzeti, normdlis eloszlashoz, ha k — oo.

Ervényes az elobbi eredmény kovetkezd megforditasa:

Tétel arrdl, hogy a Lindeberg feltétel a centralis hatareloszlastételnek sziik-

séges feltétele. Legyen &, k= 1,2,...,1 < j < nk, olyan szériasorozat, melyre
E&; =0, Eé.]ij <oo,k=1,2,...,1<j5<ng, lim Z Efkj =1, és teljesitse ez a

Jj=

széroasorozat a kicsiségi feltételt, azaz legyen lim < sup E¢? j) = 0. Tegyiik fel ezen
k—oo \1<j<ny

ng

kivil azt, hogy az S = > &k, 1 < k < 0o, véletlen dsszegek eloszldsban konvergdinak
j=1

eqy 1 szordsnégyzeti, és tetszoleges vdarhato értékid normdlis normdlis eloszldshoz, ha

k — oo. Ekkor a &, 1 < k < o0, 1 < j < ny, szériasorozat teljesiti a Lindeberg

feltételt.

Megjegyzés: Erdemes kiilon hangstlyozni, hogy a centrélis hatareloszlastétel fent meg-

fogalmazott megforditasaban nem csak azt koveteltiik meg, hogy a szériasorozat Sy =
n

Y&k, 1 < k < o0, részletdsszegei a normadlis eloszldshoz konvergaljanak, hanem
=1

Zazt is, hogy a hatareloszladsnak, ,,a vart szérasnégyzete” legyen, azaz, hogy egy olyan
valészintliségi valtozo szérasnégyzete melynek eloszasa megegyezi a tekintett eloszlasok
hatareloszlasaval legyen egyenlo a tekintett valdszintiségi valtozok szorasnégyzetének a
hatarértékével. Késobb fogunk latni példat arra, hogy az el6z0, a centralis hatarelosz-
lastétel megforditasarol szélo tételbol ez a feltétel nem hagyhatd el.

Bar a Lindeberg féle centrélis hatareloszlastétel 6 allitasat csak késobb bizonyitjuk,
mar most megmutatjuk, hogy a Lindeberg feltételbol kovetkezik az egyenletes kicsiség
feltétele. Ennek érdekében jeloljik Fy, ;(-)-vel a & ; valdszintliségi valtozd eloszlasfiigg-
vényét, és frjuk fel a Lindeberg feltételt az Fj, ; eloszlasfiiggvények segitségével. Vegyiik

észre, hogy
ZE@J ({16n1 > ) = Z/| ().
’LL >e
és B ;= 1= ung,j(du). Innen

€ nn
Egi,j - / u?Fy( du) +/| - u?Fi,j(du) < e* + Z/ u®Fy ;(du)
u|>—e¢

— j=1 |u|>e



tetszoleges € > 0 szamra. Viszont a Lindeberg feltétel azt jelenti, hogy az utolso6
egyenltlenség jobboldalan szerepld kifejezés masodik tagja k — oo esetén nullahoz tart,

ezért limsup [ sup FE&2 kj | <& Mivel ez az dllitds minden € > 0 szdmra érvényes, in-
k—oo 1<j<ng

nen kovetkezik, hogy a & 5, k = 1,2,..., 1 < j < ny, szériasorozat teljesiti az egyenletes
kicsiség feltételét.

Most pedig targyaljuk meg, mit jelent a Lindeberg féle centrélis hatareloszlastétel
fliggetlen valdszintiségi valtozok normalizalt részletosszegeire. Legyen adva fiiggetlen
val6szintiségi valtozok €1, &, .. ., sorozata egy (€, A, P) val6szinliségi mezon, és tegyiik
fel, hogy mindegyik &5 valészintliségi véltozénak létezik az EE? < oo mdsodik momen-
tuma. Vezessiik be az E&, = my, Var&y, = B — (B&)? = 02, k= 1,2,. .., jeloléseket,

n

valamint legyen S = > &, j = 1,2,.... Természetes a kovetkezé szériasorozatot
i=1
s &k — Bk : _y i
definialni, = >k =1,2,..., 1 < 5 < k. Nyilvan, Var§, = o,
Sk Var S}, =7 = Y F ;1 K

_ k
&T\/% = 321 &k, Tovabba az igy definidlt &, ; valdszinliségi véltozok k£ = 1,2,...,
1 < j < k, szériasorozatot alkotnak (régzitett k indexre a & ; valésziniiségi valtozdk,
1 < j <k, fliggetlenek). Tehat, ha a & valdszintiségi véltozok olyanok, hogy a beldliik
készitett &y ; sorozat teljesiti a Lindeberg féle centralis hatdreloszldstétel feltételeit,
akkor érvényes a & valdszintliségi valtozok normalizalt részletosszegeire a centrélis hatar-
eloszlastétel. Megfogalmazzuk el6szor a sziikséges fogalmakat a £ valdszintliségi valtozok
segitségével, majd a centralis hatareloszlastétel Lindeberg-féle valtozatat fiiggetlen va-
16szintiségi valtozok normalizalt részletosszegeire. Végiil megfogalmazom annak néhany
érdekes kovetkezményét, azt, hogy hogyan lehet bebizonyitani a segitségével a centrélis
hatareloszlastételt bizonyos konnyen ellendrizheto feltétel segitségével.

Lindeberg feltétel filiggetlen valdsziniliségi valtozok sorozataira: Legyen &,,

n=1,2,..., fuggetlen valo’&zz’m’lségi vdltozok sorozata, melyre E€, =0, 02 = F&2 < oo,
n=12..., és azs? Z 0%, n=1,2,..., sorozat teljesiti a lim s2 = oo feltételt.
Azt mondjuk, hogy a &,, n =1,2,..., sorozat teljesiti a Lindeberg feltételt, ha minden

e >0 szamra

lim — ZEfk ({I€k] > esn}) = 0.

Megfogalmazzuk a centrélis hatareloszlastételt fiiggetlen valészintiségi valtozdk nor-
malizélt Osszegére, ha ez a sorozat teljesiti a Lindeberg feltételt. Ez az eredmény
egyszerli kovetkezménye a szériasorozatokra kimondott centralis hatareloszlastételnek
a Lindeberg feltétel teljesiilése esetén valamint annak az elébb leirt egyszeri kon-
strukciénak, melyben fliggetlen valdszintiségi valtozdk sorozatanak segitségével defini-
altunk egy szériasorozatot.



A centralis hatareloszlastétel fiiggetlen valdszintiségi valtozok normalizalt
részletosszegeire a Lindeberg feltétel teljesiilése esetén. Legyen &;, j =1,2,...,
fuggetlen wvalosziniségi valtozok sorozata, melyre ng < 00,7 =12..., é ag
n

valdszintiségi vdltozok Var ; = E{? —(E¢;)? szdrdsnégyzeteire érvényes a lim > 0J2- =

~ n—oo j:]-
oo feltétel, és a {; =& — EE;, 3 =1,2,..., valdszinidségi vdltozok teljesitik a Lindeberg
feltételt. Ekkor

a.) a &, j=1,2,..., valdsziniiségi vdltozok teljesitik az aldbbi kicsiségi feltételt:

klim sup k\/ai = 0.
—oo | 1<5<k
Var &,
ng ’
n - S, — ES, o
b.) Az S, = > & véletlen dsszegek S, = ———, 1 < n < oo, normalizdltjai

h=1 VVar s, ’

eloszlasban konvergdlnak a standard, azaz nulla vdrhato értékii és 1 szordasnégyzeti
normdlis eloszldshoz, ha n — oo.

Az aldbb megfogalmazott eredmény arrdl szol, hogy néhany egyszeri és fontos
esetben teljestil a Lindeberg feltétel fliggetlen valdszintiségi valtozdk sorozatara, ezért
ezek normalizdlt részletosszegei teljesiti a centralis hatareloszlastételt.

1. Tétel. Legyen &,, n = 1,2,..., flggetlen valdsziniiségi vdltozok sorozata, melyre

n
B¢ =0,02 =EB2 <oco,n=1,2,..., T}eréos% = 00, ahol 2 = Y a,z. Ez a sorozat

k=1
teljesiti a Lindeberg feltételt, ha a kovetkezo tulajdonsdgok egyike teljesiil.

a.) A figgetlen &,, n =1,2,..., valdsziniiségi vdltozok egyforma eloszldsuak.

b.) El&|PT < oo, minden k = 1,2,... szdmra valamilyen o > 0 konstanssal, és

n , 2/(24a)
S e +a)
lim (k_l

n— oo s%
K walamilyen K > 0 szammal minden k = 1,2,... indexre, és ezenkivil érvényes a
lim k=%/2B|&, >t = 0 reldcid.

k—oo

= 0. Specidlisan, ez a feltétel teljesiil akkor, ha E&2 >

Az 1. Tétel bizonyitdasa: ElOszor az a) részt bizonyitjuk be. Ha &1,&,, ..., fiiggetlen,
egyforma eloszlast valészintiségi valtozdk sorozata, E€; = 0, 0 < E& < oo, akkor

1 1
—EE&1 (\51\ >€\/nE£%> — 0, ha n — oo, mert az

=3 BEI(|] > esn) =
i 5 R > o) =
A, = {w: |&(w)| > ey/nEEE}, halmazok egymdsba skatulydzottak, és metszetiik az

tires halmaz, azaz Ay D Ay D A3 D -+, és [ A, = 0.
n=1
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A b) allitdas bizonyitdsa érdekében vegyiik észre, hogy a Holder egyenlétlenség
alapjan

(2/a+2)
)T PGl > es,)/ 2

> BGI(I] > esn) < 3 (Blesl @)
k=1 k=1

n (2/a+2) n a/(2+a)
< <Z E|§kz|(2+a)> <Z P(|&] > asn)) :
k=1 k=1

(A Holder egyenl6tlenség azt éllitja, hogy véve egy (X, X) téren definialt f és g fiiggvény
szorzaténak egy az ezen a téren definidlt u mérték szerinti (Lebesgue integraljat) e kife-

. N 1 1 .

jezés teljesiti az | [ f(w)g(w) du(w)| < (| f(w)|P du(w)) /p ([ 19(w)]? dp(w)) /9 minden

olyan (p,q) szdmpérra, melyre p > 0, 1 > 0 és — + — = 1. Jelen esetben ezt a felirt
p q

egyenl6tlenségsor elsd egyenlétlenségénak a bizonyitasdban az (€, .A4) téren a P mérték
szerint integralunk, és az f(w) = & (w)? és g(w) = I(|&k(w)| > es,,) fiiggvényekre alkal-

+a , 2+«
és q=

mazzuk a Holder egyenlotlenséget minden £ = 1,...,n indexre p =

Q
valasztassal. A méasodik egyenl6tlenség bizonyitasaban a Holder egyenlGtlenségnek a
n n 1/]9 n 1/(]
£ oas| < () ()
k=1 k=1 k=1

1 1
hap>0ésq>0, —+— =1. (Ezt az egyenl6tlenséget allitja a Holder egyenl&tlenség
p q

kovetkez6 specialis esetét alkalmazzuk:

abban a specidlis esetben, ha az X = {1,...,n} véges halmaz részhalmazain bevezetjiik
azt a mértéket, amelyik minden halmazhoz annak elemszamat rendeli mértékként.)

Most az Ay = (Elgi|@+) ™) B = P(jgy] > es,)2/ 24, p = 2122 ¢ ra

és q =
vélasztéssal alkalmazzuk a Holder egyenlStlenséget.)

E€&}
’ 1

n n
Miésrészt, a Csebisev egyenldtlenség alapjan > P(|€x] > esn) < ). 25 = —
k=1 k=1¢"8p &

Ezért ha teljesiilnek a 1. Tétel b) részének a feltételei, akkor

n (2/a+2)
| . 2 | (kz_:l E|§k|(2+o‘)) a/(2+a)
lim sup 13—2 Z E&iI([Ek] > esn) < h?_?;ip - 52 (5_2) -

minden € > 0 szamra, azaz teljesiil a Lindeberg feltétel.

Ha teljesiilnek a b.) rész végén emlitett feltételek, akkor s2 > const.n, és

> Bl *te
K1

WHO, ha n — oo.
nla

(Ttt azt hasznaltuk ki, hogy > k~%/2 > const.n'T®/2.) Ezért ekkor teljesiilnek a b.)
k=1
részben megfogalmazott feltételek.



A centralis hatareloszlastétel bizonyitasa szériasorzatokra a Lindeberg felté-
tel teljesiilése esetén.

A bizonyitas gondolatmenete a kovetkezd. Legyen adva valamely &, E&k; = 0,
E=1,2,..., 1 < j < nyg, szériasorozat, amelyik teljesiti a Lindeberg feltételt, és
N

lim Ef,ij = 1. Ahhoz, hogy belassuk a centralis hatareloszlastételt, elég meg-
1

k—oo j=

ng
mutatni azt, hogy az S, = ) & ; sorOsszegek karakterisztikus fiiggvényei teljesitik a

Jj=1

lim EeiSt = ¢=t"/2 reldci6t minden ¢ valés szdmra. Viszont tudjuk, hogy Eer =

k—oo

Nk )

[] Ee'*i. Ezért elég megmutatni, hogy a &k, valosziniiségi valtozok karakterisztikus
j=1

fiiggvényére megengedett az Eettcki ~ e~ BER /2 helyettesités. Ez ugyanis azt jelenti,
hogy

2 Mk

Nk Nk t
. . ) 4272 _¢2
EettSk — | | Eettéri ~ | | e G2 = exp -3 E Eg,%’j ~e /2,
j=1 j=1 j=1

A & ; valdszinlségi véaltozé karakterisztikus fiiggvényére alkalmazott kozelités azért
latszik elfogadhaténak, mert tudjuk, hogy ez a valdszintliségi valtozo kicsi, igy bizhatunk
abban, hogy a ¢ ;(t) = Ee''%i* fiiggvényt jol kozeliti e fiiggvény nulla kériili Taylor
soranak els6 két taghdl all6 szelete. Viszont egy valdszintliségi valtozé karakterisztikus
fiiggvényének derivaltjait a nulla helyen meghatarozzak a valdszintiségi valtozé mo-
mentumai. Ezt a meghatarozast pontosan megadtuk a harmadik eléadasban. Ezt fel-

: t2 t2
hasznalva azt kapjuk, hogy Eei'®ti ~ 1+ itE&, ; — EE&%J =1- gEfi,j. Ez azt

sugallja, hogy Eeicri ~ B 112, Egy preciz bizonyitasban a fenti heurisztikus meg-
gondolasokat pontositani kell, és azokat be kell bizonyitani. Ennek érdekében el6szor
egy olyan egyszerii, de hasznos lemmat bizonyitunk, amelyik becslést ad arra, hogy az
e’ fiiggvényt milyen jol kozelitik Taylor sordanak szeletei.

Lemma. Tetszoleges nem negativ egész k és valos t szamra

it GOFN| _ e+
(gt )| S wr

1! k! k+ 1)
o iy " it RN .
Bizonyitds: Vezessiik be az F(t) =e™ — [ 1+ i 4+ 4 X fliggvényt, és tekintsiik

ennek FU)(t) derivaltjait. FU)(0) = 0, ha 0 < j < k, és |[FFHI(#)] = |e*t| = 1
minden ¢ € R' szamra. Teljes indukciéval kapjuk, hogy |FU)(t)| < fot |[FUD (5)|ds <
’t‘k+1

s T den = k+ 1k, .0 szdmra. Tehdt [F(8)] <
7 R (e w minden j = k+1,k,...,0 szdmra. Tehat | ()]_m,

és ez a Lemma allitasa.




Most rétériink a Tétel bizonyitdsdra. Jelolje a & ; valdszinliségi valtozé karak-
terisztikus fiiggvényét ¢y ;(t) = Fe'*ki —co < t < oo, eloszlfiiggvényét, Fy j(x) =

P(&k,; < x) szérasnégyzetét U,%vj = E{',%’j, E=1,2,..., 1 <j < ng. Emlékeztetek
arra, hogy fetettiik, hogy E¢j ; = 0. Jeleztiik, hogy érdemes a ¢y, ;(t) karakterisztikus
2 42
t

fliggvényt az 1 — ij fiiggvénnyel kozeliteni. Annak érdekében, hogy a Tételt be-

bizonyitsuk érdemes jé becslést adni ennek a kozelités josdgara. Ebben segit az elobb
targyalt lemma. Ugyanis felirhatjuk, hogy

o5t B
wh5(t) = (1 - k—’) = ¢r;(t) = <1 + B it — 3t

— /_O; (e““ — (1 + jut — (u;)2>) F. j(du)

Az (1) formula jobboldaldn szereplé kifejezést j6l tudjuk becsiilni az eléz6 Lemma

(1)

: t)? tu)?
segitségével. Nevezetesen felirhatjuk, hogy |e'* — (1 + tut — %) < ( Z) . De
ugyancsak felirhatjuk a kovetkez6 durvabbnak latszo becslést is:

: t)? . t)?
ettt — (1 + qut — (u2) > ’ < le" — (1+iut)| + (u2) < (ut)?.

Melyiket érdemes alkalmazni a két becslés koziil? Az elsé becslés akkor valéjaban csak
akkor hasznos, ha |ut| kicsi, nagy ut esetén érdemesebb a mésodik becslést alkalmazni.
(Ez a kortilmény azzal fiigg 6ssze, hogy egy fliggvény Taylor-sordnak egy véges szelete
csak azon pont kornyezetében ad j6 becslést, amely koriil a fliggvényt sorba fejtettiik.)
Mi a kovetkez6 eljarast fogjuk kovetni: Rogzitiink egy e > 0 szdmot, és |u| < € esetben
az elsd, |u| > € esetben a mésodik becslést alkalmazzuk. Jegyezziik meg, hogy mint
lattuk a Lindeberg feltétel teljesiilésébol kovetkezik az egyenletes kicsiség feltétele, azaz
minden € > 0 szdmhoz létezik olyan k = k(e) kiiszobindex, melyre Eé’i’j < ¢, ha
k > k(e), ahonnan a Csebisev egyenlStlenség szerint P(§x ; > €) < €, azaz Fy j(—¢) +
(1 — Fy j(e) < e, ami azt jelenti, hogy az Fj ; mérték szerint nagy halmazon az elsé
becslést fogjuk alkalmazni. Az elmondottak alapjan, az (1) formuldbdl azt kapjuk, hogy

o t? >
P (t) - (1——’“; </

5 U 3
< [ MR+ [ @A)

— |u|>e

(ut)?
2

el — (1—|—iut— )‘th(du)

5|t|3 i 2 2 |75|3 2 2 2
ST u”Fy i (du) +1 uFj(du) <e 6 Ok, 1 u”Fj(du)
|lu|>e

—e |u|>e
(2)
Jegyezziik meg, hogy az utols6 becslés jobboldalan levo két tag koziil az elsé a benne sze-
repld e tényez6 miatt lesz kicsi (az € paramétert kicsinek fogjuk vélasztani), a masodik
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pedig a Lindeberg feltétel teljesiilése miatt. A most kapott becslés segitségével jo
2 42

o; 1t
becslést akarunk kapni a log oy ;(t) + kTJ kifejezés abszolut értékére elég nagy k

szamra minden 1 < j < ny esetében. Megmutatjuk, hogy minden € > 0 és ¢ szdmra

U,%’th
log oy ;(t) + —

< z—:|t|3ai,7j + 2t2/ u? Fy, ;(du),
Jul>e (3)

ha k > ko(e,t), és 1 <j <ny

2
z

Ezt a becslést a (2) képlet és a |log(l + z) — 2| < 10’ egyenl6tlenség segitségével
mutatjuk meg, z = logyy ;(t) — 1 vélasztdssal. (Ez az egyenlStlenség a log(l + z)
fiiggvényt kifejezé Taylor sor alakjabdl egyszeriien kovetkezik. Nem torekedtiink pontos
konstansokat irni a becslésben. Vegyiik észre, hogy ez az egyenlotlenség nem csak valos,
hanem komplex szamokra is érvényes.) Vélasszuk az ¢ > 0 szdmot olyan kicsinek,
hogy ¢lt|? < ﬁ, és legyen kg olyan nagy, hogy k > ko és tetszbleges 1 < j < ny
esetén 0,37 ;< ﬁ. (Az egyenletes kicsiség tulajdonsiga miatt ezt megtehetjiik.) Ekkor

alkalmazhatjuk az |log(1 + z) — z| kifejezésre felirt becslést, és azt kapjuk, hogy

1
[log @r,j (t) = (pri(8) = DI < 75 (#w,5(t) = 1)?
Ezért a (2) formula alapjan
ok it t3 1
log @i ;(t) + SLAN eua,zj + t2/ uszJ(du) + —(pr,;(t) — 1)%
2 6 ’ |u|>e 10

A (3) formula bizonyitdsa az utolsé becslébdl viszonylag egyszertien kiolvashaté, azt
kell észrevenni, hogy a becslés jobboldalan szerepl6 1—10(g0k’ ;(t) —1)? tag ,,masodrendben
kicsi”. Pontosabban, a (2) formula alapjin

2 42 2
() —1)2 < Uk,jt wQ 2 2p (d
(k.5 (1) )° < 5 te 6 Ok T u”Fy, j(du)
|u|>e

<3-E1 4 32 2o ) +3t / UQFk:j(du) <eltPor ;,
4 6 "7 ‘u|>€ ’, 7.7

ha k > ko elég nagy ko = ko(e,t) kiiszbindex-szel, mivel ekkor [ u?Fy j(du) < o3 ;
0,37 ; 6s elég kicsi. A fenti becslésekbdl adodik a (3) formula.

Vezessiik be a

d(e, kg, t) = 5\t]30£7j + 2t2/ u2Fk7j(du)

|lu|>e
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kifejezést. Ekkor a (3) formula alapjan

e ORIt < o 1)kt /2 < DRI ha k> k(e t), 1< 5 < ng.

Innen

Nk Nk tz k Nk
€exp _Zé(€;k7j7t> S H@k,y(t) €exp §ZG£7J S €xXp Zd(€7kaj7t) 9

7j=1 7j=1 =1 =1

ha k > ko(e,t).

ni
A Lindeberg feltétel teljesiiléséb6l, és a lim Y o3 ; = 1 reldciobol kovetkezik,
— 00 j::l ’

ny
hogy limsup > (e, k,j,t) < e|t|?, ezért az utolsé becslésbél kapjuk, hogy

k—oo j=1
3 Nk t2 Nk
—E|t| . . 2
e < liminf (t)exp ¢ — oL
< limin Hsok,g() PG 20k
Jj=1 Jj=1
ng 42 Nk
< limsup H orj(t)exp{ — Y o} < esltl
k—oo j=1 2 j=1 ’

Mivel ez az egyenlotlenség minden £ > 0 szamra teljestil, ezért

ng 42 Nk
. 2 —
Jim_ Hlsozc,j(t)eXP 52 ki ] =1
J= J=

Nk ng
ami viszont a lim Y o7 . =1 rel4cié miatt azt jelenti, hogy lim [] ¢x.; (t)et/2 =1,
. n
azaz lim EeSr = lim vi,i(t) =e
k—o0 k— ’

—t?/ 2 és ezt kellett bizonyitani.

OO]:I

KIEGESZITES: Annak a tételnek a bizonyitdsa, mely szerint a Lindeberg feltétel a cent-
ralis hatareloszlastételnek szikséges feltétele.

El6szor felidézem a bizonyitandé eredményt.

Tétel. Legyen & 5, k = 1,2,..., 1 < j < ny, olyan szériasorozat, melyre B¢y ; = 0,

ng
Egid <oo,k=1,2,...,1<j<ng, khrgo > Efg’j =1, és teljesitse ez a széroasorozat
— jzl

a kicsiséqgi feltételt, azaz legyen lim < sup Ef,%) = 0. Tegyik fel ezen kivil azt,
k—oo Nigj<ne
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hogy az Sy = Z §kj, 1 < k < oo, véletlen osszegek eloszldsban konvergdlnak egy 1
ji

szorasnégyzeti és tetszoleges vdarhato értékid normdlis normdlis eloszlashoz, ha k — oo.

Ekkor a &5, 1 <k < oo, 1 <j < ny, szériasorozat teljesiti a Lindeberg feltételt.

Bizonyitds: Jelolje o, 1 (t) = Ee'ri a & ; valészinfiségi valtozd karakterisztikus fiige-
vényét, és Fy, ;(x) az eloszlasfiiggvényét. Az a tény, hogy az Sj valdsziniiségi valtozdok
eloszlasban konvergalnak egy egy szorasu és valamilyen m varhaté értékii normalis el-
oszlasu valoszintliségi valtozohoz a karakterisztikus fiiggvények nyelvén gy fejezheto ki,

hogy
lim Ee*%F = lim H o5 ( e~ t"/2+imt (A1)

k—oo k—oo

minden —oo < t < oo szamra. A konvergencia egyenletes minden véges intervallumban.

Vegyiink egy véges [a,b] intervallumot, és definidljuk a ¢y ;(t) fiiggvény logarit-
musit. Bér a logaritmus fiiggvény a komplex szdmsikon tobbértékdl, (egy z = re’?
komplex szam logaritmusa a logz = logr + ip + i2km szdmok valamelyike, ahol k
tetszéleges egész szam lehet) nagy k szamra az egyenletes kicsiség feltétele alapjan a
log ¢ ;(t) szdm természetes médon definidlhaté az [a,b] intervallumban, és megmu-
tatjuk, hogy teljesiil egy szamunkra hasznos, a kés6bbiekben (A2)-vel jelolt reldcié.

E program végrehajtasa érdekében vegyiik észre, hogy az egyenletes kicsiség miatt
minden T > 0 szdmra alkalmas ko = ko(T') kiiszobindex esetén |py ;(t) — 1] < 1.

(Véalasszuk a T' = max(|al, |b|) szdmot.) Valéban,

|%wwn:MAWJ—mmﬂ{/MWJ—mm¢m>

t2 2 2 1
/—Fk] (du) Eg,jj <7 hak>ko, és It| < T.

Ezutdn a logaritmust gy definidlhatjuk, a {z: [z — 1] < 1} tartomdnyban, mint a
logaritmusfiiggvény azon analitikus agat, melyre log1 = 0.

Ezzel a vélasztdssal a |1 — ¢ ;(t)] < 7 és log(1 + 2) — z| < |z[%, ha |z| <

egyenl6tlenségek miatt

N

Hog wr; () + (1 — wi 3 (£)] = [log (1 — (1 — wi; (1)) + (1 — (1))
<1 =g (07 < 1 (B’

Innen

1<j<ng

Nk Nk Nk
Zlog ok, (t Z k(1 <t Z (EE;%J)Q < const. t* max E&%’j,
= j=1 j=1
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ng
mert lim z Esz- r = 1. Innen, mivel az az egyenletes kicsiség feltétele miatt teljesiil a

lim max E§k = 0 relécid, érvényes a
k—oo 1<j<ny
N Nk
li lo =0 A2
Jim E 8Pkt ;—1 Pt (A2)

becslés.

Tekintsiik az (A1) azonossig két oldaldn szerepld kifejezések abszolut értékét, és
vegyiik ezek logaritmusat. Felhaszndlva, hogy egy z komplex szam logaritmusara érvé-
nyes a log |z| = Re log z az (A1) azonossdgbdl azt kapjuk, hogy

t2

Jim ZRe log k,;(t)) = —5 (A3)

j=1

Az (A2) reldci6 alapjan

Nk ng
0= klingo Re leog O, (t Zl Pr,j(t
J= =

N Nk
= klggo ZRe (log @i ( ZlRe k() —1)].
= ]:
Innen és az (A3) formulabdl kapjuk, hogy
Nk t2
klggoj;Re (pr(t) — 1) = =5

Tovabba, mivel nagy k indexre a szériasorozat sorainak az osszege kozel egy szordsnégy-
zetll, ezért innen kovetkezik, hogy

k—o0

/2
lim ZE (COS ;) — 1+ 2“) =0 minden t € R' szamra.

2
u
Vegyiik észre, hogy cosu — 1 + o) > 0 minden u € R! szédmra, ugyanis az F(u) =
2

cosu—1+ % figgvényre F(0) = F'(0) =0, és F"'(u) = 1 —coswu > 0 minden u szdmra.
2 2

Tovabba cosu — 1 + % > uz a |u| > 3. Ezért a fenti egyenl6tlenségbdl kovetkezik,

hogy

N 3
kILH;OZ—Eﬁk,jI ({|§k,j 2 ;}) = 0.

7j=1

3
t = — valasztéassal megkapjuk a tétel allitasat.
€
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