A Valészintiségszamitas I1. eladassorozat 6todik el6adasa.
2002. oktober 8.

Az Eloszlasok konvergenciajarol szolo alaptétel bizonyitasa.
El6szor felidézem az eloadason bizonyitandé eredményt.

Eloszlasok konvergencidjardl szélé alaptétel. Legyen F(u), —oo < u < o0,

eloszldsfigguények egy sorozata ¢, (t) = [€e"F,(du) karakterisztikus figguényekkel,

n = 1,2,.... Ha a po(t) = lim @,(t) hatdarérték létezik minden —oco < t < o0
n—oo

szamra, €és a o(t) limeszfigguény folytonos az origdban, akkor létezik olyan Fy(u)
eloszldsfiiggvény, melynek a po(t) fligguény a karakterisztikus fiiggvénye. Tovdbbd e
feltétel teljestilése esetén az F,(u) eloszlasfigguények eloszlisban konvergdlnak az Fo(u)
eloszldsfiggvényhez.

Megforditva, ha F,(u), n = 1,2,..., eloszldsfigguényeknek egy olyan sorozata,
mely eqy Fo(u) eloszldsfiggvényhez konvergdl eloszlasban, ¢, (t), n = 1,2,..., jeldli az
F,(u), vo(t) pedig az Fy(u) eloszldsfiigguény karakterisztikus figgvényét, akkor ¢o(t) =
nli_)rréo ©n(t) minden —oo < t < 0o szdmra. Tovdbbd, ez a konvergencia egyenletes minden

véges intervallumban.

Az alaptétel bizonyitasaban alapveto szerepet jatszik eloszlasfliiggvényekbdl allé
sorozatok relativ kompaktsdganak az alabb megfogalmazott definicidja, illetve egy 6n-
magaban is érdekes tétel, mely egyszeri sziikséges és elégséges feltételt ad eloszlasfiigg-
vénysorozatok relativ kompaktsagara.

Eloszlasfiiggvények relativ kompaktsiganak definicidja. Legyen adva F,,(-), n =

1,2,..., eloszldsfiggvényeknek eqy sorozata. Azt mondjuk, hogy ez az eloszlasfigguény-
sorozat relativ kompakt, ha az F,, sorozat tetszbleges F,, részsorozatinak k =1,2,...,
létezik Fnkj , 3 =1,2,..., eloszlasban konvergens részsorozata.

A késobbi eredmény megfogalmazasa érdekében megfogalmazzuk az alabbi ered-
ményt.

Eloszlasfiiggvények feszességének definiciéja. Floszldsfiigguvények egy F,, sorozata
feszes, ha tetszéleges ¢ > 0 szdmra létezik olyan K = K(g) szdm, melyre teljesiil az
F,(K) — F,(—K) > 1 — € egyenlétlenség minden n = 1,2, ... indezre.

Megjegyzem, hogy a fenti definicioban megfogalmazott feltétel ekvivalens azzal,
hogy F,,(—K) < e, 1 — F,(K) < ¢ alkalmas K = K(¢) szamra minden ¢ > 0 szdmra
ésn =1,2,... indexre. A feszesség szemléletes tartalma az, hogy egy F,(-) eloszlasu
&, valésziniiségi valtozéra P(§, € [—K, K]) > 1 — ¢, azaz meg tudunk adni egy olyan
az n indext6l nem fiiggd intervallum, hogy annak valdszintisége, hogy a &, ebbe az
intervallumba esik nagyobb, mint 1 — . Most mefogalmazzuk az aldbbi fontos tételt.

Tétel eloszlasfiiggvények relativ kompaktsagardl. Eloszldsfiggvények egy F,(-)
sorozata akkor és csak akkor relativ kompakt, ha feszes. Specidlisan eloszldsfiggvények
eloszldsban konvergens sorozata feszes.



Bizonyitds: El6szor azt latjuk be, hogy ha az F,, n = 1,2,..., eloszlasfiiggvények
sorozata relativ kompakt akkor feszes is.

Tegyiik fel ugyanis indirekt médon, hogy az eloszlasfiiggvények ezen F), sorozata
nem feszes. E feltevés teljestilése esetén létezik egy € > 0 szam, az F), eloszlasfiiggvények
egy olyan F,, részsorozata, és egy olyan K, — oo szamsorozat, melyekre F,,(K,) —
F,(—K,) < 1—¢e. Megmutatjuk, hogy ennek az F),, eloszlasfiiggvénysorozatnak nincs
eloszlasban konvergens részsorozata. Innen kovetkezik, hogy az indirekt feltevés ellent-
mondashoz vezet.

Valdoban, tegytik fel, hogy az F,, eloszlasfiiggvénysorozat valamely Fnkj részsoro-
zata eloszlasban konvergal egy F' eloszlasfiiggvényhez. Ekkor létezik olyan K > 0 szam,
melyre F'(K)—F(—K) > 1— 5, és feltehetjiik, hogy a K pontok az I eloszlasfiiggvény
folytonossdgi pontjai. (Egy eloszldsfiiggvénynek, és altalanosabban egy monoton fiigg-
vénynek csak megszamldlhaté sok olyan pontja van, ahol nem folytonos.). Ekkor az
eloszlasban valé konvergencia definicidja alapjan teljesiilni kellene a

lim (P, (K) = Fu,, (-K)) = F(K) - F(-K)
relacionak. Ez azonban nem lehetséges, mert a baloldalon szerepl6é sorozat lim sup-ja
kisebb mint 1 — ¢, mig a jobboldal nagyobb mint 1 — %

Bebizonyitjuk a Tétel masik allitdsat, mely szerint, ha eloszlasfiiggvények egy F,,
sorozata feszes, akkor az relativ kompakt. Azt kell belatnunk, hogy az Fj, sorozat
tetszdleges részsorozatanak létezik eloszlasban konvergens részorozata. Az egyszeriibb
jelolés érdekében a részsorozat ujra indexelésével jeloljiik ezt a részsorozatot is F),-nel.
Azt kell beldtnunk, hogy ennek az 1j (szintén feszes) F,, mértéksorozatnak létezik el-
oszlasban konvergens részsorozata. Ennek az allitasnak a bizonyitasa érdekében el6szor
megmutatjuk az Ugynevezett atlés eljaras segitségével, hogy F), eloszlasfiiggvények so-
rozatdnak van egy olyan F),; részsorozata, melyre létezik az

F(t) = lim F, (t) (b1)

Jj—o0
hatarérték minden raciondlis ¢ szadmra.

Valéban, rendezziik a raciondlis szamok (megszamlalhaté) halmazat valamilyen

u(l),u@), ... sorozatba. Mivel 0 < Fj,(u) < 1 minden —oco < u < oo szamra, ezért
létezik az egész szamoknak olyan n; = (n;1) részsorozata, melyre a lim Fnj’l(u(l)) =
j—o0

F(u™) hatédrérték létezik. Ennek a sorozatnak létezik olyan njo részsorozata, melyre

létezik a lim F,,,(u?) = F(u?) hatdrérték. Ezt az eljdrdst folytatva kapunk egy-
j—o0
masba skatulyazott n;,, j = 1,2,..., sorozatot minden p = 1,2,... szdmra, melyekre

{npy15, 7=12,...}y C{np,, j=1,2,...}, p=1,2,..., és minden p = 1,2,...
szémra létezik a lim F,, (u?)) = F(u)) hatdrérték. Ekkor az n; = nj;; sorozat

J—00
teljesiti a (bl) reldciét.
Vezessiik be az .
F(u)= sup F (u(k)> (b2)

u(k) <y

2



figgvényt. Azt dllitjuk, hogy F(u) eloszlasfiiggvény, és az I, (u) eloszlasfiiggvények
eloszlasban konvergalnak ehhez az F'(u) eloszlasfliiggvényhez, ahol az n; szdmsorozat
olyan, amelyik teljesiti a (bl) reldciét. Ha ezt az &llitast beldtjuk, akkor befejeztiik
a Tétel bizonyitdsat. (A tétel utols6 &llitdsa, miszerint eloszldsfliiggvények konvergens
sorozata feszes, az el6z6 eredmények alapjan méar nyilvanvalé. Ugyanis egy konvergens
részsorozat relativ kompakt, ezért a Tétel méar bebizonyitott része szerint feszes.)

Az, hogy az F(u) fiiggvény eloszlasfiiggvény azt jelenti, hogy ez a fiiggvény teljesiti
a kovetkez6 négy tulajdonsagot.

(i
(ii

(iii

F(u) az u valtozd balrdl folytonos fliggvénye.
hm F(u)=1.

hm F(u) =0.

U——00

)
)
)
)

(iv) F(u) monoton fiiggvény.

Mivel a racionélis koordinat4ji pontokon definidlt F(u) minden koordinatajanak
monoton fliggvénye, ezért a (b2) formuldban definidlt F(-) fliggvény teljesiti az (i) és
(iv) tulajdonsdgokat. Tovabba ebbdl a monotonitdsbdl az is kovetkezik, hogy a (b2) for-
muldban a sup helyett limeszt {rhatunk, ahol olyan «(®) sorozatot tekintiink a limeszben,

melyre uP) < u szamra, és lim u(P) = u. Vegyiik észre, hogy a (ii) és (iii) tulajdonsig
p—o0

érvényes akkor, ha az F, fiiggvényeket a F fiiggvénnyel helyettesitjiik, és a limeszt
csak raciondlis koordinatdju pontokban tekintjiikk. (A bizonyasnak ebben a pontjiban
hasznaljuk ki, hogy az Fj, eloszlasfiiggvények feszesek.) Innen és a (b2) formulabdl
kovetkezik, hogy az F' fiiggvény a (ii) és (iii) tulajdonsigokat is teljesiti.

Annak érdekében, hogy megmutassuk azt, hogy az F,, eloszlasfiiggvények elosz-
lasban konvergalnak az F' eloszlasfiiggvényhez tekintsiik az F' fiiggvény valamely u
folytonossagi pontjat, majd minden régzitett € > 0 szdmhoz valasszunk olyan § = §(¢)
szamot, melyre F(u) —e < F(u—46) < F(u) < F(u+0) < F(u)+¢. Valasszunk ezutan
két raciondlis 7 és 7 pontot, melyekre u —§ < r < u < 7 < u+ 6. Ekkor a F(-) fiiggvény
monotonitasi tulajdonsagai és az F' fliggvény definicidja alapjan
Fu)—e < F(u—10) < F(r) < F(u) < F(F) < F(u+6) < F(u) + ¢

Innen, a F fiiggvény definiciéja és az F,, fuggvények monotonitdsi tulajdonsagai miatt

F(u) —e < lim F, (r) < limiannj(u)

j—oo J—
< limsup F; (u) < lim F, (7) < F(u) + ¢,
j—o00 Jj—o0

ezért,

—e <liminf F},, (u) — F'(u) <limsup F,, () — F(u) <e.

Jj—o0 j—o00

Mivel ez a reldcié minden e > 0-ra igaz, innen kévetkezik, hogy lim F), (u) = F(u), és

J—)OO

ezt kellett bizonyitani.



Fogalmazzuk meg ezutan az alabbi egyszerti, de a tovabbiakban fontos észrevételt
egy allitas formajaban.

Allitas: FEloszlasfigguények eqy F,, sorozata akkor és csak akkor konvergdl eqy elosz-
lasfugguényhez, ha relativ kompakt, és minden konvergens részsorozatanak ugyanaz a
hatdrértéke.

Indoklds: Eloszlasok konvergens részsorozata nyilvan relativ kompakt, és minden (kon-
vergens) részsorozata ugyanahhoz az eloszlasfiiggvényhez konvergdl, mint az eredeti
sorozat. Megforditva, ha egy eloszlasfliggvények egy sorozata relativ kompakt, és min-
den konvergens részsorozatanak ugyanaz a hatarértéke, akkor valasszuk ki egy konver-
gens részsorozatat és annak hatarértékét, melyet jeloljink G(-)-szel. Azt allitjuk, hogy
az eloszlasfiiggvények sorozata konvergdl ehhez a G(-) elasfiiggvényhez. Valéban, el-
lenkez6 esetben a G(-) eloszldsfliggvénynek létezne olyan z folytonossigi pontja, melyre
az F,(x) szdmsorozat nem konvergdl a G(z) szdmhoz. FEkkor kivélaszthaté az F,
eloszlasfiiggvényeknek egy olyan F),, részsorozata, melyre létezik kll_{rolo F,, (z) # G(x)

hatarértéke. Kivalasztva ennek az Fj,, sorozatnak egy konvergens részsorozatat, az
eredeti eloszlasfliggvényeknek egy olyan részsorozatat kapjuk, amelyiknek hatarértéke
kiilonbozik a G(-) eloszlasfiiggvénytdl, és ez ellentmondés.

Az alaptételt bizonyitasaban nagyon hasznos az alabbi lemma, mely feltételt ad a
karakterisztikus fiiggvények nyelvén arra, hogy eloszlasfiiggvények egy sorozata feszes
legyen.

2. Lemma. Tekintsik F, eloszldsfigguények egy sorozatinak p,(t) = [ e F,(du)
karakterisztikus fligguvényeit, n = 1,2,.... Tegyik fel, hogy van a nullinak eqy olyan
(=6,8) kis kornyezete, melyre a @, (t) karakterisztikus fiigguények konvergdlnak egy
wo(t), =0 <t < § fiigguényhez, és a po(-) figguény folytonos az origéban. FEkkor az
F,, eloszldsok csalddja feszes.

Bizonyitas: frjuk fel a kovetkezd azonossigot:

o _6Re[1—g0n(t)]dt_/_6%/_oo 1 — costa] dF, (z) dt

—/OO i/(5[1—(:os7fzzc]dtdF (:1;)—/00 & sintw - dF,(z)
)20 ) s 1200 28 |, s "

L () = [ 1)

+/ (1 B sméx) dF,(z) = I} ,(K) + I3, (K),
lz|>K oz

ahol Rez a z szadm valds részét jeloli. Belatjuk a (cl) formula segitségével, hogy a

in
2. lemma feltételeinek teljestilése esetén az F,, mértékek feszesek. Mivel (1 - 3121 :c) >
x
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0 minden z-re és d-ra, ezért a formula baloldala fels6 becslést ad az I. gvn(K ) kifejezésre
tetszoleges 6 > 0 n > 1 és K > 0 szamokra. Tovabba azt allitjuk, hogy tetszoleges
e > 0 szdmhoz létezik olyan § > 0 szam és ng = ng(e,d) egész szdm, hogy

5
21—5 / Re [l — p,(t)]dt <e, ha n > nyg. (c2)
-

Valéban, mivel Re (1—¢(0)) = lim Re (1—¢,(0)) = 0, és a po(t) fliggvény feltevésiink

szerint folytonos az origéban, ezért 1étezik olyan 6 > 0 szdm, melyre 0 < Re (1—¢p(t)) <
1 9

%, ha |t| < 6. Ezért nyilvan 0 < %/ Re (1 —¢p(t)) < %. Innen viszont azt kapjuk, a
-5

Lebesgue féle dominalt konvergencia tételbdl, hogy igaz a (c2) formula. A (cl) és (c2)
formulbdl valamint a (c1) formula utan tett megjegyzésbél kovetkezik, hogy

e > / (1 -~ 596) dF,(x), ha 0 = 6(e) > 0 elég kicsi, és n > ng(d,e). (c3)
o] > K oz

Viélasszunk K = 2—5-‘5. Ekkor a (c3) formula integrdljadban az integrandus nagyobb,
1
mint 2’ ezért a (c3) formula azt adja, hogy tetszéleges ¢ > 0 szamhoz létezik olyan

K = K(¢g) és ng = ng szdm, hogy

e> - (F(—K)+ (1-F,(K))), ha n > ng.

N —

Tovabb novelve a K szamot elérhetjiik, hogy ez az egyenlotlenség minden n indexre
igaz legyen. Az, hogy ez az egyenl6tlenség minden £ > 0 szamra és alkalmas K = K (¢)
szamra teljesiil azt jelentihogy az F,, eloszlasfiiggvények feszesek.

A bebizonyitott eredmények alapjan mar nem nehéz bebizonyitani az alaptételt.

Az eloszlasok konvergencidajardl szolo alaptétel bizonyitdasa. Bizonyitsuk be elészor a
Tétel azon allitasat, amelyik szerint abbdl a ténybdl, hogy az F, (-) eloszlasfiiggvények
©n(+) karakterisztikus fliggvényei egy az origéban folytonos fliggvényhez konvergalnak
kovetkezik az F), eloszlasfiiggvények eloszlasban valé konvergencidja.

A 2. Lemma alapjan abbdl, hogy az F), eloszlasfiiggvények karakterisztikus fliggvé-
nyei egy az origéban folytonos fliggvényhez konvergalnak kovetkezik, hogy az F), elosz-
lasfliiggvények feszesek. Ezért az eloszlasfiiggvények relativ kompaktsagardol bizonyitott
tétel alapjan az F), eloszlasfiiggvények relativ kompaktak. Az eléadasban Allitasként
megfogalmazott eredmény alapjan ahhoz, hogy belassuk azt, hogy az Fj, eloszlasok
konvergalnak egy eloszlasfiiggvényhez, elég megmutatni, hogy az F,, eloszlasfiiggvények
tetszoleges konvergens F),, sorozatanak a hatarértéke ugyanaz az I’ eloszlasfiiggvény.
Viszont az el6z6 eléadas elején 1. Tétel néven felidézett eredmény szerint egy konver-
gens F,, eloszlasfliggvénysorozat limeszének a karakterisztikus fiiggvénye a ¢g(t) =
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klim ©n, (t) fiiggvény, ami fiiggetlen a részsorozattol. Viszont az elézé eléadason sz-
— 00

erepld 2. Tétel alapjan a ¢q(t) fliggvény meghatirozza az F' hatédreloszlast. Az elmon-
dottakbdl a Tétel azon allitasa is kovetkezik, hogy a hatareloszlasfiiggvény karakter-
isztikus fiiggvénye a po(t) = klingo ©n, (t) fiiggvény. (Mellesleg az is kideriilt ebbdl a bi-
zonyitasbol, hogy karakterisztikus fiiggvények hatarértéke is karakterisztikus fliggvény.
Ez korantsem nyilvanvalé allitas, és az analizis bizonyos vizsgalataiban hasznos. Errol
a Kiegészitésben teszek néhany megjegyzést.)

Ezutan mar csak az Alaptétel masodik paragrafusaban megfogalmazott allitas bi-
zonyitasa van hatra. S6t, azt mar belattuk a Tétel A és az 1. Lemma eredményében,
hogy ha az eloszlasfiiggvények hatareloszlasa 1étezik, akkor azok karakterisztikus fiigg-
vényei is konvergalnak, s6t azt is tudjuk, hogy egy folytonos fiiggvényhez konvergalnak.
Azt kell még megindokolni, hogy ebben az esetben a karakterisztikus fliggvények egyen-
letesen konvergalnak minden véges intervallumon. Ez viszont belathatd, ha elszor
felhasznaljuk, hogy konvergens F,, eloszlasfiiggvények sorozata egyenletesen feszes, és
észrevessziik, hogy ebbdl a ténybdl az 1. Lemma bizonyitasanak moddositasaval az is
lathaté, hogy az F,, eloszldsok ¢, () karakterisztikus fliggvényei egyenlé mértékben
egyaenletesenfolytonosak, azaz minden ¢ > 0 szdmhoz létezik olyan § = d(e szam,
melyre |p,(t) — @n(s)| < e, ha |s —t| < §. (A lényeg az, hogy a § kiiszobindex nem
fiige az n, s és t szdmoktdl, ha |t — s| < § és az egyenlStlenség minden n ésilyen s és t
szamokra teljesiil. Valéban, ha |t — s| < 6, akkor

on() — n(s)] < / et — 6| (du) < / sup e — ¢ F ( du)

u: |ul<K u: |u|<K

+/ 2F,(du) < sup [0V — 1|4 Fy(=K) + (1 - F,(K))
w: |u|>K

(s,t): |t—s|<é

egyenlGtlenség. Az F), eloszlasok feszessége miatt tetszoleges € > 0 szdmhoz valasztha-

tunk olyan K = K () szdmot, melyre F,,(—K) + (1 — F,,(K)) < % minden n =1,2,...

szdmra. Ezutdn elég kis § = 6(e, K) > 0 valasztdssal elérhetjiik, hogy sup |e™“! —

w: |ul<K
el = sup |79 — 1| < %, ha |t — s| < 6. Innen kovetkezik, hogy |p,(t + &) —
w: |u|<K

on(t)] < e, ha |t —s| < &y, azaz a ¢, (+) fliggvények egyenlé mértékben folytonosak.
Ahhoz, hogy megmutassuk, hogy a ¢, () karakterisztikus fliggvények egyenletesen

konvergalnak egy [a, b] intervallumban, elég beldni, hogy minden ¢ > 0 szdmra, 1étezik

olyan ng szdm, hogy |pn(t) — om(t)| < e, ha t € [a,b], és n > n), m > ny. Ennek

belatdsa érdekében vélasszunk olyan d > 0 szdmot, melyre |0, (t) — ¢n(s)| < § minden

n = 1,2,... indexre és olyan (s,t) szamparra, melyre |t — s| < §. Valasszuk az [a, b]
intervallumnak egy olyan ty < t; < --- < t = b véges felosztasat, melyre ¢;11 —
ty < 6,1 =1,2,...,L —1. Ezutédn valasszunk olyan ny szamot, melyre igaz, hogy

lon(t) — on(t)| < 5, han > ng, m > ng, ésl =1,...,L — 1. Ez lehetséges, mert a
©n(t) szdmsorozat minden t szamra konvergens. Ezutén tetszéleges t € [a,b] szadmra
taldlhatunk olyan [ indexet, melyre [t — ¢;| < §, és felirhatjuk, hogy |p,(t) — @m(t)] <
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[on () — @n(t)] + [om(t) — em )| + [en(t) — em(t)| < €, han > ng és m > no. Az
alaptételt bebizonyitottuk.

Megjegyzés: A bizonyitott eredmény specidlisan azt is mondja, hogy karakterisztikus
fiiggvények konvergens sorozatanak a hatarértéke is karakterisztikus fiiggvény. Felme-
riillhet egyben az igény, hogy jellemezziik azokat a fliggvényeket, melyek egy alkalmas
valészintiségi mérték karakterisztikus fiiggvényei. Ezt megfogalmaztak egy korantsem
konnyti eredményben, amelyiket az irodalomban Bochner tételnek hivnak. Mivel ez
az eredmény elsOsorban az analizisben és nem a valdszintiségszamitasban fontosak, ezt
altalaban valdszinliségszamitasi tankonyvekben bizonyitas nélil szoktak ismertetni. A
Kiegészitésben fogok irni réla, és roviden ismertetem a probléma hatterét.

KIEGESZITES: A.) A mértékelmélet legfontosabb eredményei konvergens figguénysorok
integraljairol.

A valészinliségszamitas eredményeinek bizonyitasaban gyakran van sziikségilink olyan
eredményekre, melyek azt mondjék ki, hogy konvergens fiiggvények sorozatanak az in-
tegrélja valamely mérték szerint konvergal a hatarfiiggvény integraljdhoz eme mérték
szerint. Az ilyen eredmények vizsgalata a mértékelmélet témakorbe tartozik. Mégis,
hasznosnak latszik a legfontosabb eredmények ismertetése. Ezek az tgynevezett Le-
besgue (dominated convergence) tétel, a Beppo—Levy tétel és a Fatou lemma. Leirok
néhany egyszerli példat is, melyek segithetnek ezen eredmények tartalmat jobban meg-
érteni.

Lebesgue tétel. Legyen f,, n = 1,2,..., mérhetd figgvények sorozata egqy (X, X, u)

mértéktéren. Tegyik fel, hogy lim f,(x) = fo(x) a p mérték szerint majdnem minden
n—oo

x € X pontban, és létezik olyan “domindns” g figgvény az (X, X, u) téren, melyre

|fn(z)] < g(x) a p mérték szerint majdnem minden x € X pontban mindenn = 1,2, ...,

indezre, és [ g(x)du(x) < co. Ekkor nan;Offn(x) dp(z) = [ fo(z) du(z).

Beppo-Levy tétel. Legyen f,, n=1,2,..., mérhetd fiiggvények sorozata eqy (X, X, 1)
mértéktéren. Tegyiik fel, hogy az f,(x) sorozat monoton névekszik, azaz fi(x) < fo(z) <
fa(z) < -+ majdnem minden x € X pontban. Legyen lim f,(x) = fo(x) az fn
fiigguények limesze. Tegyiik fel, hogy teljesil az [ fi(x)du(x) > —oo feltétel. Ekkor
lim [ fo(x)du(x) = [ fo(z)du(z). Ez dgy értendd, hogy amennyiben lim [ f,(z) =
oo, akkor [ fo(z)du(z) = cc.

Fatou lemma. Legyen f,, n = 1,2,..., mérhetd figgvények sorozata eqy (X, X, 1)
mértéktéren. Tegyiik fel, hogy lim f,(x) = fo(x) a p mérték szerint majdnem minden

x € X pontban, és létezik olyan “alsé korlat” g figgvény az (X, X, u) téren, melyre
fn(x) > g(x) a p mérték szerint majdnem minden x € X pontban minden n =1,2,...
indexre, és [ g(z)du(z) > —oco. Ekkor liminf [ f,,(x)du(x) > [ fo(z)du(z).

A fenti tételekben szereplé feltételek jobb megértése érdekében tekintsiik a kovet-
kez6 példat. Legyen (X, X, u) a (0, 1] intervallum, rajta a Borel o-algebra, és Lebesgue
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mérték a p mérték. Definidljuk a kévetkezé f,(z), n = 1,2,..., fliggvényeket ezen a
1 1

téren. fo(x) =mn,ha0 < ax < —, fu(x) =0, ha — <z < 1. Ekkor lim f,(z) =
n n n—00

fo(z) minden z € (0,1] pontban, ahol fo(z) = 0. Ekkor [ f,(z)du(x) = 1 minden
n=1,2,..., szadmra, és [ fo(x)du(x) = 0. Ekkor a Lebesgue tétel és a Beppo-Levy
tétel nem feltételei teljesiilnek, a Fatou lemma feltételei pedig teljesiilnek.

1 1 1
Legyen f,(x) = ——, ha0<ax < — és fp(x) =0, ha — <z <1, n=12,....
x n n
Ekkor ez egy monoton fliggvénysorozat, melyre lim f,(z) = fo(x), fo(z) = 0. Ekkor

[ fu(z)dz = —oco minden n = 1,2,..., szdmra, és [ fo(z)dz = 0. Ekkor a Beppo-Levy
tételben szerepld feltételek koziil az [ fi(z) du(z) > —oo nem teljesiil.

KIEGESZITES: B.) Karakterisztikus fligguények jellemzése.

A karakterisztikus fliggvények jellemzése természetes problémaja a Fourier analizisben.
Emlékeztettek arra, hogy egy integralhaté f(x) fiiggvény Fourier transzformaltjat az

f(t) = / e f(x)dr, —oo <t < oo,
— 0o

képlettel szokés definidlni, egy u eldjeles mértéknek, amely p + 1 — o alakban eloal-

lithatd, ahol pq és po véges mérték szintén szokas definialni a Fourier transzforméltjat

az

ou®) = [ entdn) = [ eatdn) - [ " pafao)

alakban. (A mértékelmélet egyik fontos eredménye, az tigynevezett Hahn—féle felbontési
tétel szerint minden ugynevezett korlatos valtozusu eldjeles mérték eléallithato ilyen
alakban). Mint az ebben az el6addsban targyalt eredmény is mutatja gyakran érdemes
bizonyos problémdk vizsgalataban attérni a fiiggvények vagy mértéket Fourier transz-
formaltjat tekinteni, és azok segitségével vizsgalni a minket érdeklé eredményeket. Je-
gyezzilk meg, hogy egy karakterisztikus fiiggvény nem mds, mint egy (pozitiv) egyre
normalt mérték Fourier transzformaltja. Ahhoz azonban, hogy a Fourier transzfor-
maltakkal jél tudjunk dolgozni sziikséges, hogy lassuk, hogyan tiikrozédnek az eredeti
fliggvények vagy el6jeles mértékek tulajdonsagai azok Fourier transzformaltjaban.

Az ilyen jellegii kérdések kozott az egyik természetes probléma az, hogy ldassuk
a pozitiv fiiggvények vagy altaldnosabban pozitiv mértékek (azaz olyan p o-additiv
halmazfiiggvények a szdmegyenes Borel o-algebrdjan, melyekre co > pu(A) > 0 min-
den Borel-mérheté A halmazra) pozitivitdsa, hogyan tiikrézédik annak Fourier transz-
formaltjaban. Ezt a kérdést véalaszolja meg az alabb ismertetett Bochner-tétel. Ennek
megfogalmazdasa el6tt azonban bevezetem a kovetkezo a Tétel megfogalmazasaban fontos
szerepet jatszo fogalmat.

Pozitiv definit fliggvény definiciéja. Egy a szdmegyenesen értelmezett f(x), —oo <
T < o0, flgguény pozitiv definit, ha tetszéleges x1,...,x, valos és z1,...,z, komplex
n b
szamokra Y Y ziZnf(x; — xp) > 0. (Ez természetesen azt is jelenti, hogy a tekintett
j=1k=1
kifejezés a lehetséges komplex szdm egyiitthatok ellenére mindig valds.
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Most megfogalmazom a Bochner tételt.

Bochner tétel. Egy f(x) figgvény akkor és csak akkor Fourier transzformdltja egy
(pozitiv, véges) mértéknek, ha pozitiv definit és folytonos fligguény. Specidlisan akkor és
csak akkor karakterisztikus fliggvénye egy alkalmas valosziniségr mértéknek, ha pozitiv
definit, folytonos fiigguény, és ezenkivil f(0) = 1.

Annak bizonyitasa, hogy egy mérték Fourier transzformaltja pozitiv definit és
folytonos fliggvény viszonylag egyszertien bizonyithatd. Azt kell el6szor ellendrizni,
hogy ez a tulajdonsdg érvényes az e, (t) = €% alaku fiiggvényekre, és ez 6roklédik az
[ e u(dz) alaka fiiggvényekre is. Az 4llitds mdsik felének a bizonyitdsa lényegesen
nehezebb.

A bizonyitast nem ismertetem, de érdemes néhany szét szélni a nehézség okardl.
Annak bizonyitasa, hogy egy mérték Fourier transzformaltja folytonos, pozitiv definit
fliggvény azért viszonylag egyszerii, mert explicit médon felirt fliggvény tulajdonsagait
kell ellendrizni. Viszont, amikor egy fliggvény van adva, nem létezik egyszeri in-
verziés formula, melynek segitségével ,,vissza lehet keresni” az eredeti el6jeles mértéket,
aminek ez a fliggvény a Fourier transzformaltja. A természetes bizonyitas ugy torténhet,
hogy el6szor csak olyan fiiggvényeket vizsgalunk, melyekre van viszonylag egyszerii in-
verziés formula, majd ilyenekkel prébalunk kozeliteni az altaldnos esetben. E pro-
gram végrehajtasdban hasznos lehet az Alaptétel, amely segit a bonyolultabb esetek
vizsgalataban sziikséges hataratmenet végrehajtasaban.

Végiil még egy megjegyzést teszek. Elvileg a Bochner tétel lehetoséget ad annak
eldontésére, hogy egy fliggvény karakterisztikus fliggvény-e. De a sziikséges feltételek
ellendrzése nehéz, ezért ez az eredmény nem igazan alkalmas e probléma vizsgalataban.



