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Hataroszlastételek vizsgalata I1.

Ennek az eldadasnak célja annak ismertetése, hogy hogyan kaphatunk jol kasznélhaté
modszert hatareloszlastételek bizonyitaara. Megfogalmazunk egy alapvetd eredményt,
melynek bizonyitasa a kovetkez6 eldadas anyaga lesz. Késébbi eléadasokban fogjuk
ismertetni azt, hogyan lehet ezen eredmény segitségével a centralis hatareloszlastételt.

A hatareloszlasok vizsgédlatanak érdekében el6szor felidézziik az alabbi az el6z6 éran
targyalt eredményt.

1. Tétel. F,(u), n = 1,2,... eloszldsfiggvények sorozata akkor és csak akkor kon-
vergdl eloszldsban egqy F'(u) eloszldsfiigguényhez, ha minden a szamegyenesen értelmezett
folytonos, korldtos g(u) fiigguényre teljesiil a

lim [ g(u) dF,(u) = / 9(u) dF (u) (a)

n—oo

az0nossdg.

Lattuk tovabbd, hogy a specidlis e;(u) = e fiiggvények integraljai, a ¢, (t) =
[ e dF, (u) fiiggvények, —oco < t < oo, n = 1,2, ..., melyeket karakterisztikus fligg-
vénynek neveziink, konnyebben vizsgalhatdéak, mint az &altalanos folytonos, korlatos
fiiggvények integraljai. Ezért olyan erdeményt kivanunk bizonyitani, amelyik a karak-
terisztikus fiiggvények tulajdonsagainak segitségével adja meg eloszlasfliiggvények kon-
vergenciajanak sziikséges és elégséges feltételét. Ahhoz, hogy ilyen eredményt bizonyit-
hassunk, el6szor meg kell mutatnunk, hogy egy eloszlasfliiggvényt meghataroz annak
karakterisztikus fiiggvénye. Ezt mondja ki az alabbi eredmény.

2. Tétel. Eqgy eloszldsfigguényt egyértelmiien meghatdrozza karakterisztikus fiiggvénye,
azaz, ha F(:) és G(-) két eloszldsfigguény, és ezek op(t) = [e™F(du), pa(t) =
[ €™ G(du) karakterisztikus figguényei teljesitik a pr(t) = oa(t) azonossdgot minden
—00 < t < oo szdmra, akkor F(x) = G(x) minden x szdmra.

Annak érdekében, hogy a 2. Tételt belassuk sziikségiink van egy olyan eredményre,
mely szerint a trigonometrikus fliggvények, illetve azok véges linearis kombinacidi, a
folytonos és korldtos fiiggvények egy elég gazdag csaladjat alkotjak. Weierstrass alabb
megfogalmazott masodik approximacios tétele ilyen eredmény.

Weierstrass masodik approximacios tétele. Tetszoleges folytonos és 2w szerint
periodikus f(t) (valds vagy komplex értéki) figguényre és € > 0 wvalds szamra létezik
n

olyan (n = n(f,e) fokszami) P,(t) = > are'*® trigonometrikus polinom, melyre
k=—n

sup |f(t) — P,(t)] <e.
—oo<t<oo



Megjegyzés: Weierstrass masodik approximacids tétele csak 27 szerint periédikus fiigg-

n .
vények approximéaciéjanak lehtdsségét allitja P, (t) = 5. are®* alaki trigonometrikus
k=—n
polinomok segitségével. Ez a megszoritas valéban sziikséges, hiszen az ilyen trigonomet-

rikus polinomok 27 szerint periddikusak. Viszont ebbdl az allitasbol azonnal kovetkezik,
hogy tetszbleges K > 0 és ¢ > 0 szamra és egy folytonos és K szerint periddikus f(-)

n .
fiiggvényre létezik olyan P,(t) = 3. ape’*™ /K trigonometrikus polinom, melyre
k=—n

sup |f(t) — P,(t)] <e.
—oo<t<oo

A 2. Tétel bizonyitdsa: Eloszor azt mutatjuk meg Weierstrass masodik approximacios
tételének segitségével, hogy a tétel feltételeinek teljesiilése esetén tetszoleges K > 0
szdmra és K szerint periédikus h(-) figgvényre [ h(u)F(du) = [ h(u)G(du). Valéban,
Weierstrass tétele szerint tetszoleges K > 0 és € > 0 szamokra létezik olyan P,(t) =
S a;e?™ K trigonometrikus polinom, melyre teljesiil a  sup | P,(t) — h(t)| < ¢
j=—n —oo<t<oo
becslés. Integralva a h(-) és a P,(-) fiiggvényt a F' és G eloszlasfiiggvény szerint, a fenti
approximdciébdl kapjuk, hogy [ |h(u) — P, (u)|[F(du) < e és [|h(u) — P,(u)|G(du) <
e. Eazért |[ h(u)F(du) — [h(u)G(du)| < 2e. Mivel ezt az egyenlétlenséget minden
e > 0 szdmra be tudjuk bizonyitani, ezért [ h(u)F(du) = [ h(u)G(du), mint dllitottuk.
Innen az is kovetkezik, hogy ha h(-) kompakt tartéju folytonos fliggvény, azaz ha létezik
olyan A szdm, melyre h(u) = 0, ha |u| > A, akkor [h(u)F(du) = [h(u)G(du).
Valéban, definidljuk minden K > A szdmra azt a hi () fiiggvényt, mely a h(-) fiiggvény
[— K, K] intervallumra vett megszoritdsanak a 2K szerinti periodikus kiterjesztése, azaz
hi(u) = h(u — 21K), ahol [ olyan egész szam, melyre —K < u — 2[K < K. Ekkor
példaul a konvergens fliggvénysorozataok integraljanak limeszére vonatkozo Lebesgue
féle dominalt konvergencia tételbdl kovetkezik, hogy

/h(u)F(du) = lim [ hx(u)F(du) = lim [ hg(u)G(du)= /h(u)G( du).

K—o0 K—o0

(A Lebesgue féle dominélt konvergencia tételt megfogalmazzuk ennek az eléadasnak a
kiegészitésében is. Ahhoz, hogy lassuk, ez az eredmény hasznéalhaté, vegytik észre, hogy

lim hg(z) = h(x) minden x szdmra, és  sup |hx(x)| < const.)
K—oo —oco<z <00

Legyenek —oo < x < y < oo olyan szamok a szamegyenesen, melyek folytonossagi
pontjai mind az F' mind a G eloszlasfiiggvénynek. Belatjuk a fenti reldcié segitségével,
hogy F(y) — F(z) = G(y) — G(z). Valéban, rogzitsiink egy € > 0 szdmot, és definidljuk
a kovetkez6 h(-) = h(-)figgvényt: h(u) =1, haz <wu <y, h(u) =0, hay+e < u vagy
u<xz—e, h(u) = m,haygugy—kg, h(u) = w,hax—sgugx.

€
Felhaszndlva a [ he(u)F(du) = [ h.(u)G(du) azonossdgot minden & > 0 szdmra, és azt
hogy lir%fhe(u)F(du) = F(y) — F(z), lir%fha(u)G( du) = G(y) — G(z), ha z és y az
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F és G fliggvény folytonossagi pontjai, ¢ — 0 hataratmenettel kapjuk az F(y) — F(z) =
G(y) — G(x) azonossagot.

Ez utobbi azonossagot felhasznalva és alkalmazva az x — —oo hataratmenetet
kapjuk, hogy F(y) = G(y), ha y mind az F(-) mind a G(-) eloszlasfiiggvénynek folyto-
nossagi pontja. Mivel az F' és G eloszlasfiiggvénynek csak megszamlalhato sok szakadasi
pontja van, és mind a két fliggvény balrél folytonos, innen kovetkezik, hogy az F' és G
eloszlasfiiggvények megegyeznek.

Szeretnénk eldonteni egy Fy,(-), n = 1,2,..., eloszlasfliggvénysorozatrdl ezen el-
oszldsfiiggvények ¢, (t) = [ e"“F,(du) karakterisztikus fiiggvényei ismeretében, hogy
konvergédlnak-e eloszlasban valamely (szdmunkra esetleg ismeretlen) F'(-) eloszlasfiigg-
vényhez. Ha konvergalnak, akkor természetesen szeretnénk meghatarozni ezen elosz-
lasfiiggvények F'(-) limeszét is. Az 1. Tételben megfogalmazott (a) feltétel szerint a
konvergencia teljesiiléséhez sziikséges, hogy a ¢, (t) karakterisztikus fiiggvények minden
rogzitett ¢ szdm esetén konvergaljanak valamely szamhoz, ha n — oco. De elég-e egy ilyen
konvergencia teljestilése az eloszlasok konvergencidjahoz? Az alabbi példa megmutatja,
hogy erre a kérdésre a valasz nemleges.

Példa: Legyen F,(-),n=1,2..., a [—n,n] intervallumban egyenletes eloszlasi val6szi-
1

niliségi valtozok sorozata, azaz legyen F,, (-) stirliségfiiggvénye f, (u) = 2 ha —n <wu <
n

n, fn(u) =0, ha |u| > n. Ekkor az F,(-) eloszlasfiiggvények karakterisztikus fliggvényei
minden pontban konvergalnak az ¢(0) = 1, ¢(t) = 0, ha t # 0 képlettel megadott o(t)
fiiggvényhez, amelyik az origéban nem folytonos. Tovabbé az F,,(-) eloszlasfiiggvények
nem konvergalnak eloszldsban, mert minden véges [a, b] intervallumra

lim [F},(b) — F,,(a)] = 0.

n—oo

Valéban, az F), eloszlasfiiggvény karakterisztikus fliggvénye

1 n.o eitn _ e—itn
) = — itu du =
en(t) = 5 /ne “ omit

ahonnan |p,(t)| < . Innen lim ¢, (t) =0, hat # 0. Mésrészt, ¢, (0) = 1 minden n-

1
e
b—a

Y

re tehat, lim ¢, (0) = 1. Ezenkiviil egy véges [a, b] intervallumra F, (b)—F),(a) =
ha n < max(|al, |b|), ahonnan kovetkezik, hogy lim [F},(b) — F,,(a)] = 0. Ez azt jelenti,
hogy az F;, eloszlasok ,.kifolynak a végtelenbe”, és ezért nincs hatareloszlasuk.

Vegyiik viszont észre, hogy érvényes a kovetkezé lemma:

1. Lemma. Tetszdleges F eloszldsfigguény ¢(t) = [ € F(du) karakterisztikus figg-
vénye folytonos minden pontban.



Bizonyitds: Jeldlje (t) = [ €' F(du) az F eloszlasfiiggvény karakterisztikus fliggvé-
nyét. Ekkor tetszoleges ¢, J illetve K > 0 szamra teljesiil a

lo(t+6) — @(t)| < / |ettHo)u _ eitu) o y) < / sup  |ef U _ it B( )

u: |u|<K u: |u|<K

+/ 2F(du) < sup [P — 1|4+ F(-K) + (1 — F(K))
w: |u|>K u: Ju|<K

egyenl6tlenség. Tetszbleges € > 0 szdmhoz vélaszthatunk olyan K = K(g) szamot,
melyre F'(—K) + (1 — F(K)) < %. Ezutan elég kis 69 = do(e, K) > 0 valasztdssal

elérhetjiik, hogy sup [e®" — 1| < %, ha § < dp. Innen kovetkezik, hogy |p(t + d) —
u: |u|<K

o(t)| < e, had < by, azaz a p(+) fiiggvény folytonos.

A 2. lemmé&bdl és Tétel A-bdl kovetkezik, hogy amennyiben F), eloszlasfiiggvé-
nyek sorozata konvergdl egy F' eloszlasfliiggvényhez, akkor azok karakterisztikus fligg-
vényei egy folytonos fliggvényhez konvergdlnak. Ugyanis a karakterisztikus fliggvények
limeszei megegyeznek a hatéreloszlas karakterisztikus fliggvényével, ami az 1. lemma
szerint folytonos fiiggvény. Az 1. lemma el6tt tekintett példa azt mutatja, hogy ezt a
folytonossagi feltételt nem szabad elhagyni, ha a karakteresztikus fiiggvények nyelvén
akarunk feltételt adni eloszlasok konvergencidjara. Ez a példa azt is sejteti, hogy a
legkritikusabb pont az origd, és mindenek el6tt itt kell biztositani a karakterisztikus
fliggvények limeszének folytonossagat. Valéban, mint az alabb megfogalmazott, fon-
tossaga miatt Alaptételnek nevezett eredmény azt mondja ki, hogy egy eloszlasfligg-
vénysorozat karakterisztikus fliggvényeinek konvergencidja egy az origéban folytonos
fliggvényhez a sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy az eloszlasfiiggvények kon-
vergaljanak valamely hatareloszlashoz. S6t, ez a tétel segitséget ad a hatareloszlasfiigg-
vény megtalalasahoz is.

Eloszlasok konvergencidjardl szélé alaptétel. Legyen F(u), —oo < u < o0,

eloszldsfiggvények egy sorozata p,(t) = [€e"“F,(du) karakterisztikus figgvényekkel,

n = 1,2,.... Ha a po(t) = lim @,(t) hatdrérték létezik minden —oo < t < o0
n—oo

szdmra, €s a po(t) limeszfigguény folytonos az origoban, akkor létezik olyan Fy(u)
eloszlasfigguény, melynek a po(t) fligguény a karakterisztikus figguénye. Tovdbbd e
feltétel teljesiilése esetén az F, (u) eloszlasfigguények eloszlisban konvergdlnak az Fo(u)
eloszlasfiggvényhez.

Megforditva, ha F,(u), n = 1,2,..., eloszldsfigguényeknek egy olyan sorozata,
mely eqy Fo(u) eloszldsfigguényhez konvergdl eloszlasban, ¢, (t), n = 1,2,..., jeldli az
F.(u), ©o(t) pedig az Fo(u) eloszldsfiigguény karakterisztikus fligguényét, akkor po(t) =
nh_)ngo ©n(t) minden —oo < t < 0o szdmra. Tovdbbd, ez a konvergencia egyenletes minden

véges intervallumban.

Ennek az eredménynek a bizonyitdsa lesz a kovetkezo eldadas téméja.



