A Valészintiségszamitas I1. eldadassorozat harmadik el6adasa.
2002. szeptember 24.

Hataroszlastételek vizsgalata.
A valészintiségszamitas talan legfontosabb eredménye a fiiggetlen valészintliségi valtozdk
normalizalt Osszegének aszimptotikus eloszldsat leird centrélis hatareloszlastétel, mely-
nek alabbi nem teljesen altalanos, de fontos specialis esetét targyaltuk a bevezeto valo-
szinliségszamitas eldadason is.
Centralis hatareloszlastétel. Legyenek £1,&o,. .., flggetlen, egyforma eloszldsi valo-
n

szindiségi vdltozok, jeldlje Sy, = > &, n=1,2,..., e valdsziniségi vdltozok részletdssze-
j=1

Sp— ES,  j=1 . j=1
VVar S,

geit. Ekkor az S, wvalésziniiségi vdltozok

normalizaltjai

teljesitik a

S, — ES, .
lim P| —/——— <z ) =®(x), minden —oo <z < o0 szamra
n—00 (\/VarSn ) (z)
s ey v 1 —u2/2 /7. . .. ’
reldcidt, ahol ®(x) = —c€ du, a standard normdalis eloszadsfigguény.
—oo V2T

Ahhoz, hogy lassuk, a fent megfogalmazott tétel értelmes tudnunk kell, hogy a benne
szereplo standard normaélis eloszlasfiiggvény valéban eloszlasfiiggvény. Ezt mondja ki
az alabbi lemma:

Lemma.

o0 1 2
—u</2 .
——e du = 1.
/_Oo V2T

< 1
Bizonyitds. Vezessik be az [ = / e~ /2 gy jelolést. Ekkor a Fubini tétel szerint

oo V21

I? = /OO /oo L w2 gy gy

2m o) [e%e)
1 [e%¢)
I’ = / / — e dr dp = / re™" /2 dp = [—e_TQ/z} =1.

Ebben a szdmoldsban az I? mennyiséget kifejez6 az (u,v) térben megadott kettds in-
tegralt kifejeztiik az (r,p) poldrkoordinatarendszerben az u = rcosp, és v = rsiny

ahonnan
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helyettesités segitségével, mint az 0 < r < 0o, 0 < ¢ < 27, tartomanyon felirt integralt.
Ezen szamolas soran felhasznaljuk, hogy a polarkkoordinata rendszerbe valé attérést
leir6 transzforméacié Jacobianja r, azaz formdalisan dudv = rdrdyp. Ezért jelenik meg
egy r szorzd az integralban a polarkoordinatarendszerbe valé attéréskor. Ha lesz ra ido
és igény e képlet szemléletes tartalmat késobb elmagyarazom.

A fent kimondott centralis hatareloszldastételhez hasonlé eredmény érvényes fligget-
len, de nem feltétleniil egyforma eloszlasi valdszintiségi valtozok normalizalt Gsszegére
nagyon altalanos esetben. A mostani és az ezt koveté néhany eléadasban ezt az ered-
ményt fogjuk részletesen targyalni. Megfogalmazzuk a pontos eredményt, és megbeszél-
jiik annak bizonyitasat, illetve a bizonyitds néhany méas matematikai teriileten is hasznos
gondolatat. Ahhoz, hogy ezt megtegyiik el0szor targyalnunk kell eloszlasfiiggvények
konvergencidjanak a fogalmat. Eloszor felidézziik ennek definiciéjat és legfontosabb
tulajdonséagait.

Eloszlasban valé konvergencia definiciéja. Legyen F,,(-), n = 1,2,..., eloszlds-
fligguények sorozata a szamegyenesen. Azt mondjuk, hogy az F,(-) eloszldsfigguények
eloszlasban konvergalnak egy F(-) eloszlasfigguényhez, ha lim F,(x) = F(z) az F(+)

n—oo
(hatdr)eloszlasfiiggvény minden folytonossdgi pontjdban.

Legyen &,, n = 1,2,..., valosziniségi vdltozok sorozata. Azt mondjuk, hogy a
& valdszintségi valtozok eloszlasban konvergalnak egy F(-) eloszlasfiggvényhez, ha az
F,(x) =P, <), —00 < x < 00, eloszldsfiigguények eloszldsban konvergdlnak az F(x)
eloszlasfiggvényhez.

Legyen &,, n = 1,2,..., valosziniségi vdltozok sorozata. Azt mondjuk, hogy a
&y valosziniiségi valtozok eloszldsban konvergdlnak eqy & valosziniségi vdltozohoz, ha az
F.(x) = P&, < ), —00 < x < 00, eloszlasfigguények eloszlisban konvergdlnak az

F(z) =P <x), —00 < x < o0 eloszldsfigguényhez.

Felmeriilhet a kérdés, miért van kitlintetett szerepe a hatareloszlasfiiggvény sza-
kadasi pontjainak az eloszlasfiiggvény konvergenciajanak definicidjaban. Természetes-e,
hogy ezekben a pontokban nem koveteltiik meg a konvergenciat? E kérdés megértésének
érdekében tegyiik a kovetkezo megjegyzést.

Mint azt a kordbbi el6addsokon megbeszéltiik, és elfogadtuk (bizonyitds nélkiil) egy
a szamegegyenesen megadott F' eloszlasfiiggvény indukal egy valdsziniiségi mértéket, az
ugynevezett Lebesgue—Stieltjes mértéket a szdmegyenes szép (Borel-mérhetd) részhal-
mazain. Ezt a mértéket up-fel fogjuk a tovabbiakban jelolni, és az F' eloszlasfiiggvény
altal meghatarozott eloszlasnak fogjuk nevezni. Ez a pp Lebesgue-Stieltjes mérték
az az (egyértelmilen meghatédrott) valdsziniliségi mérték a szamegyenes Borel-mérhetd
részhalmazainak o-algebrdjdn, melyre teljesiil az, hogy pp((—oo,x)) = F(x) minden
x valés szamra. Bar eloszlasfiiggvények konvergenciajardl beszéliink, valéjaban az el-
oszlasfiiggvények altal meghatarozott eloszlasok konvergencidjat fogjuk vizsgalni. Ha
adva van F,, eloszlasfiiggvények egy sorozata, akkor a hozzajuk tartozo eloszlasok, azaz
pr, Lebesgue-Stieltjes igy mértékek képzelhetek el szemléletesen, mint olyan témeg-
eloszldsok a szédmegyenesen, melyekben egy A C R (Borel-mérhet$) halmaz ,silya” a
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wr, (A) mérték. Az F,, eloszlasfiiggvények konvergencidja egy F eloszlasfiiggvényhez azt
jelenti, hogy a pf, tomegeloszlasok nagy n indexre kozel vannak a pp tomegeloszlashoz.

Az eloszlasban valé konvergencia jobb megértése érdekében tekintsiik a kovetkezd

egyszerl példat. Legyen zg =0, és x,,, n = 1,2,..., olyan szdmsorozat, melyre =, < 0,
n=12...,¢é lim z, =0. Legyen up,, n = 0,1,2,..., az a mérték, mely az z,
n—oo

pontba van koncentrélva, azaz pp, ({x,}) = 1, részletesebben up (A) =1, ha z, € A,
és pup, (A) =0,haxz, ¢ A. A up, eloszlis azon F,, eloszlasfiiggvény altal meghatarozott
Lebesgue—Stieltjes mérték, melyre F,(z) = 0, ha =z < z,, F,(x) = 1, ha z > x,.
Természetes azt varni, hogy az eloszlasfiiggvény alkalmas definicidja esetén a most
definialt példaban az F), eloszlasfliiggvények eloszlasban konvergalnak az F{ eloszlashoz.
Masrészt vegyiik észre, hogy nan;O F,(x) = Fy(z) minden x # 0 szamra. De az z = 0
pontban, azaz az Fj fiiggvény szakadasi pontjaban ez a konvergencia nem teljesiil, mert
F,(0) =1, han > 1, és Fy(0) = 0. Tehdt az altalunk megadott definicié szerint az
F,, eloszlasok eloszlasban konvergalnak az F{y eloszlashoz, de annak érdekében, hogy
ez teljesiiljon sziikség volt arra, hogy az eloszlasban valé konvergencia definiciéjaban
nem koveteljiik meg az eloszlasfiiggvények konvergencidjat a hatarfiiggvény szakadési
pontjaiban.

Be lehet latni, hogy az eloszlasban valé konvergencia kifejezi azt a szemléletes
tartalmat, melyet a tomegeloszlasokkal valé reprezentacié sugall, ezt azonban nem
tessziik. Ehelyett egy olyan eredményt fogalmazok meg, az eloszlasban valé konver-
gencia egy ekvivalens jellemzését adja meg. Ennek az eredménynek a bizonyitasat
csak a kiegészitésben adom meg. Bar gyakorlati alkalmazasokban &ltaldban az el-
oszlasfliggvények konvergencidjanak eredeti definiciéjat hasznaljuk, hatareloszlastételek
bizonyitasaban célszeriibb az eloszlasban valé konvergencianak az alabbi 1. Tételben
megfogalmazott jellemzését hasznalni.

1. Tétel. F,(u), n = 1,2,... eloszldsfigguvények sorozata akkor és csak akkor kon-
vergdl eloszldsban egqy F'(u) eloszldsfiigguényhez, ha minden a szamegyenesen értelmezett
folytonos, korldtos g(u) figgvényre teljesil a

lim [ g(u) dFy(u) = / 9(u) dF (u) (a)

n—oo
az0nossdg.

Természetes az a gondolat, hogy az eloszlasban valé konvergencianak az 1. Tételben
leirt jellemzését hasznaljuk fel, de prébaljuk meg az (a) formuldban megfogalmazott
feltételt redukdlni a folytonos és korlatos fliggvények egy kisebb és jobban kezelhetd
osztalyara, és abbol kovetkeztetni az eloszlasban valé konvergenciara. Erdemes ezt a
redukciét az fi(z) = e® (komplex) értéki fiiggvényeket tekinteni, ahol, —oco < t < oo,
paramétere ennek a fliggvénycsalddnak, és definidlni egy F'(-) eloszlasfiiggvény vagy egy
F(+) eloszlasi valdszintiségi valtozé karakterisztikus fliggvényét az aldbbi médon beldtni.

Eloszlasfiiggvények és valoszintiiségi valtozé karakterisztikus fliiggvényének a
definicidja. Legyen adva eqy F(-) eloszldsfiigguény. Ennek karakterisztikus fiigguényét
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az
00

o) =prt) = [ F(dw), - <t<ox,
— o0

képlettel definidljuk. Tekintsink egy & valdszindségi vdltozét valamely (2, A, P) valo-

szintségi mezdn, és jelolje F(u) = P(§ < u), —oo < u < 00, e valdsziniségi vdltozo

eloszlasfigguényét. A £ valdsziniségi valtozonak a karakterisztikus fligguénye a

o(t) = Be' = / e™F(du), —oo<t< oo,

— 0

fligguény. (Mivel egy valdsziniiségi vdltozo karakterisztikus fiiggvénye csak annak elosz-
lasfugguényétol figg, ezért jogunk van adott eloszldasu valdsziniségr valtozo karakterisz-
tikus fiigguényérdl beszélni.)

Mint latni fogjuk, eloszlasfiiggvények konvergenciajat jol lehet vizsgalni a karak-
terisztius fiiggvények segitségével. A karakterisztikus fliggvények definiciéjaban megje-
lend fi(z) = e*® fiiggvények az tgynevezett trigonometrikus fiiggvények, és a késébbi
vizsgalatokban megjelené moédszerek és eredmények a Fourier analizis témakorébe tar-
tozik. Jegyezziik meg azt is, hogy a tovabbiakban komplex értékii fiiggvényekkel is dol-
gozunk. Ezért a késobbi eredmények teljes bizonyitasa érdekében ellendrizni kell, hogy
az el6z6 eléadasokban szereplo eredmények fliggetlen valdszinliségi valtozokra nemcsak
valds, hanem komplex értékii valészintiségi valtozokra is érvényesek. Ez csak technikai
jellegli és nem valodi nehézség, mert a késobbiekben felhasznalt allitdsok bizonyitasa
komplex értékili valdszintiségi valtozok esetében semmilyen plusz nehézséget nem okoz.

Ez utébbi megjegyzést kissé részletesebben is kifejtjiik. Eloszor azt kell tisztaznunk,
hogy mit jelent a komplex értékii valdszintiségi valtozé. Ez olyan mérheto fiiggvény egy
(Q, A, P) val6szintiségi mezon, mely értékeit a komplex szamsikon veszi fel. Az, hogy a
E(w) = m(w) + inz(w) valésziniiségi valtozé mérhetd az (€2, A, P) valésziniiségi mezén,
azt jelenti, hogy minden z = z 4 iy komplex szdmra {w: m(w) < x,m2(w) < y} €
A. Nem nehéz latni, hogy a fenti jelolésekkel a &(w) valdsziniiségi valtozé akkor és
csak akkor mérhetd, ha az (n1(w),n2(w)) valds értékd véletlen vektor mérheté. Ha
adva vannak valamilyen ¢V = ngl) + ingl), L&) = n%n) + in2n) komplex értéki
val6szintiségi valtozok egy (€2, A, P) valészintiségi mezén, akkor ezek akkor fiiggetlennek,
ha az <77§1),77§1)), (ngn),nén)> (két-dimenzids) valdsziniiségi vektorok fiiggetlenek.
Jegyezziik meg, hogy a Fubini-tétel érvényes nemcsak valds, hanem komplex értékii
fliggvényekre is. Ezért a valds értéki fiiggetlen valdsziniiségi valtozdkra vonatkozd
tételek (melyek a Fubini tétel kovetkezményeinek is tekinthetéek) érvényesek komplex
értéki valdszintiségi valtozokra is.

Specidlisan igaz, hogy amennyiben &1, ..., &, fiiggetlen komplex értékii valdszintisé-
gi valtozdk, akkor rajuk is érvényes az alabbi fliggetlen valészintiségi valtozok szorzatara
vonatkozo6 fontos azonossag:

E& - &n = E&i - By
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Tovabbé, amennyiben f1(z),..., fn(2) komplex értékii (mérheté) fiiggvények, akkor az
fi(&1), .., fn(&,) valésziniiségi valtozok is mérhetéek. Az elébbi Osszefliggéseknek, il-
letve a trigonometrikus fiiggvényekre érvényes e*(#11u2) = git1 iz az0n0ss4gnak kovet-
kezménye az alabbi egyszerii, de fontos azonossag.

Lemma valdésziniiségi valtozok karakterisztikus fliggvényének viselkedésérol.
n

Legyenek &1, ..., &y, flggetlen valdszindségi vdltozok, jelolje Sy, = > &, e valdszindségi
i=1

vdltozok oOsszegét és ;(t), 1 < j < mn, a & valdszindiségi valtozo karakterisztikus fiigg-

vényét. Ekkor az S, dsszeg karakterisztikus fiigguénye a ¥, (t) = Ee®™n = ] v;(t),
j=1

—00 < t < oo fiugguény. Ha A és B # 0 valds szdmok, akkor a valosziniségi

valtozo karakterisztikus fiiggvénye az

. . t : = t
it(S,—A)/B _ _—itA/B v\ _ —itA/B N
Fe =e %(B)—e jl:[l%(3>

fuggvény.

Bizonyitas:

n
Eeit‘s’n — Elt(£1++€n) — Eeitgl eit§2 ... eité-n — Eeit£1 Eeit£2 ... Eeitén — H ()0] (t)
j=1

a &, 1 < j < n, fiiggetlensége miatt illetve az €% valdszinfiségi valtozék ebbél
kovetkezo fiiggetlensége miatt. Ezenkiviil

Fet(SnA)/B _ [i(t/B)Sn o—itA/B _ ~itA/By, (%) ,

ha az S, valésziniiségi véltoz6 karakterisztikus fiiggvénye 1, (t). Innen kovetkezik a
Lemma &llitasa.

A fenti lemma szerint fliggetlen valészintiségi valészintiségi valtozok karakterisztikus
fliggvényének ismeretében egyszerti médon ki tudjuk fejezni normalizalt 6sszegiik karak-
terisztikus fliggvényét. Ez azt sugallja, hogy ha eloszlasfiiggvények konvergencidjat jelle-
mezni tudjuk az eloszlasfliiggvények segitségével, akkor a karakterisztikus fiiggvények
vizsgalata lehet6vé teszi a centralis hatareloszlastétel bizonyitasat. Az elkovetkezéekben
megmutatjuk, hogy ez a program végrehajthatd. Ezelott azonban mutatunk egy on-
magaban is érdekes példat, amelyik egyben megmutatja a felhasznaland6 bizonyitési
modszert. Nevezetesen, megmutatjuk, hogyan lehet a Fourier analizis vagy ha igy tet-
szik a karakterisztikus fliggvény moddszer segitségével bebizonyitani az analizis egyik
hires eredményét, az tigynevezett Stirling formulat, mely az n! kifejezésre ad jo kozelito
formulat.



Jegyezziik meg, hogy amennyiben olyan £ valdszintiségi valtozot tekintiink, amelyik
(e.)

csak egész értékekt vesz fel, és P(§ =n) =p,, n =0,£1,£2,..., >  p, =1, akkor
n=-—oo
a & valészintliségi valtozd karakterisztikus fiiggvénye az

p(t) =Ee™ = Y ppe™, —oco<t<oo

n=—oo

ami a p,, n =0,£1,42,... egyutthatékkal készitett Fourier sor, ezért ennek egytittha-
toi a s

7 e~ "p(t) dt, n=0,+1,+2,... (%)

Pn =

képlet segitségével fejezhetoek ki. Ezt a formulat a n paraméterii Poisson eloszlésra,
konkrétabban annak valészintiségére alkalmazva, hogy egy ilyen valdszintiségi valtozd
az n értéket veszi fel belatjuk az alabbi Stirling formulanak nevezett eredményt.

Stirling formula:

n n
n! ~ v2mn (—) ,
e

azaz az elsé n egész szam szorzata n! teljesiti az aldbbi reldciot:
n n
V2mn (—)
= 1

lim — e/ _
n—oo  ml

A Stirling formula bizonyitdsa: El6szor azt mutatjuk meg, hogy

27

m(Z)”/ﬂ . (b)

en(e” 1—1it) dt

Tekintsiink egy & Poisson eloszlasu valdszinliségi valtozot A = n paraméterrel, azaz
n
legyen P(§ = k) = —e ™, k = 0,1,2,.... Szadmltsuk ki a £ valdsziniiségi valtozo

. k!
P(t) = Ee't karakterisztikus fuggvenyet. Ez a kovetkezd P, (t) Fourier sor:

oo %) 0o i\ ke 4

— P(f — ztk 77, —n+ikt — e (nez ) — e—n—l—ne”
E E —_— E ' .
— — k! k!

k=0

Innen, illetve egy Fourier sor egyiitthatdinak kifejezésébdl a Fourier sor segiitségével
k = n véalasztassal kapjuk, hogy

n 1 ™ ) 1 T ) ;
Ple=n)="rem = [ P (ydi= o [ ety
—T

n! T or 2r )



Ez a képlet ekvivalens a (b) formulaval.

A (b) formula alapjan a Stirling formula bizonyitasahoz elég megmutatni azt, hogy

lim Y n(e* —1—it) dt =
n—oo /27 /_ﬂ_

/ en(e“—l—it) dt

lim = = 1.
n—oo / e_nt2/2 dt
—00

Viszont tekintve az e’ fiiggvény Taylor sorat kapjuk, hogy

amit ugyis irhatunk, hogy

it . t? 3 nt? n—1/8

n(e’ —1—1it)=—n E-I-oz(t)t :_T+ﬁ() ,
alkalmas |a(t)] < const. és |3(t)| < const. egyiitthatékkal, ha [t| < n~3/%, ahonnan
erle=1=it) _ o=nt?/2,B(tn"1E _ o—nt?/2 (1+~(t)n=1/8), y(t) < const., ha t < n=3/8,

és
—3/8

n .
/ 6’&(6“717’%) dt
. _n—3/8 o
nh—{go n=3/8 =L
6—nt2/2 dt
_n—3/8
Tovabba nem nehéz belatni, hogy
n—3/8 nl/8
/ e~/ gy / —t*/2 gy 2/ —°/2 g
lim <=n=%s — lim Zn/% =1— lim nl/s =1,
n—oo /OO 6fnt2/2 dt n—oo /OO 67t2/2 dt n—0o0 V2T
—0 — 0
_p—3/8 T
it - it .
ezért elég megmutatni, hogy az / e™(e" =171 gt ég / e =17 gt integra-
- n—3/8

lok elég kicsik, pontosabban ezek az integralok y/n-nel megszorozva is nulldhoz tartanak.

(Ez a feltétel azért jelenik meg ebben a formédban, mert /n / e/ gt = \/2r.
—o0

Ennek bizonyitdsahoz jegyezziik meg, hogy |e?| = eR¢? tetszbleges z komplex szdmra,
ahol Re z a z szdm valods részét jeloli. Innen

le

it_q_ - S _ S 1/4
n(e—1 zt)| — en(cost 1) <e const. n :

ha n%/8 < |t| < 7, ahonnan kovetkezik a kivant becslés.
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Megjegyzem, hogy a fenti bizonyitas hatterében a kovetkezd észrevétel van. Ha
tekintiink n fiiggetlen 1 paraméteri Poisson eloszlasi valdszintiségi valtozét, akkor ezek
Osszege n paraméteri Poisson eloszlasu valdszintiségi valtozé. Annak valdszintiségére,
hogy n fiiggetlen Poisson eloszlast valdszintiségi valtozé Osszege egy adott értéket vesz fel
jol tudjuk becstilni, mert ki tudjuk fejezni elészor az Osszeg karakterisztikus fliggvényét,
és ezutan a Fourier sorok egyiitthatdjat a Fourier sor segitségével kifejezd (k) for-
mula lehetové teszi a keresett valdszintiségek kiszamoldsat is. Ennek az eredménynek
érvényes egy altalanositasa, melyet roviden ismertetek az késébb kimondandé Tétel B-
ben, de a bizonyitasnak csak a vazlatat adom meg. Ebben az eredményben jo aszim-
ptotikus becslést fogalmazunk meg annak valdsziniiségére, hogy fiiggetlen egyforma
eloszlasu egész értékil valésziniliségi valtozok Osszege egy konkrét értéket vesz fel. A bi-
zonyitas eszméje azon alapul, hogy a Stirling formuldra adott bizonyitashoz hasonléan
jo aszimptotikus formulat lehet adni az Gsszeg karakterisztikus fiiggvényére ebben az
altalanosabb esetben is, és ezutdn a (x) azonossag segitségével jé becslést tudunk adni
a minket érdekl6 valdszintiségekre is. Ehhez azonban sziikségiink van bizonyos eredmé-
nyekre a karakterisztikus fliggvény viselkedésérol. Ezeket az aldabbi két eredményben
fogalmazom meg.

El6szor az alabbi eredményt mondjuk ki, melynek bizonyitasaban felhasznaljuk a
komplex fliggvénytan egyik alapveté eredményét.

Tétel a standard normalis eloszlasfiiggvény karakterisztikus fliiggvényérol. A
1 2

u) = e~ U /2

Ay -

eloszldsfiiggvény karakterisztikus fligguénye a g(t)

, —00 < u < 00, striségfigguénnyel rendelkezd standard normdlis

= e t'/2 fiigguény, azaz

< 1 2 2
eltu e~ U /2 du = et /2.
/_Oo V2T
Magyardzat:

/OO pitu 1 e—u2/2 du:/oo 1 6—(u—it)2/26—t2/2 du

2 2 OO_'l/t 1 2 2 2 2
— et/ / e W /272 gy,

—co—it V2T

A fenti szamolasban a szokasos technikat alkalmaztuk, az exponensben szereplé kvad-
ratikus alakot teljes négyzetté alakitotuk at. Azt allitom, hogy

co—it
1 2 2
—u“/2 —t°/2 .

—e e du = 1.
/;oo—it Vv 2w

Ez az integral abban kiilonbozik a standard normalis strtiségfiiggvény integraljatol,
hogy a normélis stiriségfiiggvény integraljat nem a valés tengelyen, hanem egy vele
parhuzamos egyenesen tekintjiikk. Azt allitom, hogy ez az integral ugyanannyi, mintha
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a valds tengelyen intergaltunk volna. Ezt nem nehéz beldtni, ha szabad hivatkozni
a komplex fiiggvénytan taldn legfontosabb eredményére, mely szerint egy analitikus
fiiggvény korintegralja egy zart gorbén nulla. Azt kell kihasznalni, hogy a g(x) =
e=*/2 fiiggvény analitikus az egész szamsikon, és, ezenkiviil a g(z) fliggvény olyan,
hogy amennyiben a z argumentum imaginarius részének az abszolut értéke kisebb mint
valamely fix K szam realis részének az abszolut értéke pedig nagyon nagy, akkor a
g(z) figgvény nagyon kicsi. Mivel ez a bizonyitds a komplex fiiggvénytani ismeretek
felhaszndalasa segitségével egyszertien végrehajthatd, viszont ez a komplex fliggvénytani
rész, melyet nem tanult mindenki elengedhetetlen a bizonyitasban, ezért a részletek
kidolgozasat elhagyom.

Kovetkezmény: Legyen & normdlis eloszldsiu valoszinidségr valtozo m vdrhato értékkel
és 02 szordsnéqgyzettel. Ekkor & karakterisztikus fiigguénye

Feité — eitm—02t2/2.

Bizonyitds: A £ valésziniiségi valtozdt € = on 4+ m alakban irhatjuk fel, ahol n stan-
dard normadlis eloszlasi valészintiségi véaltozé. (Az n valdszinliségi valtozot az n =

E—m

=—— képlettel definidgjuk. Ekkor n valéban nulla varhatd értékli és 1 szorasnégyzeti
a

valoszinliségi valtozod, és az hogy normalis eloszlasu tulajdonképpen azért igaz, mert ez
jelenti tulajdonképpen azt, hogy £ normalis eloszldsi.) Innen viszont kovetkezik, hogy

itE it(on+m) __ i(to itm itm—a2t2/2
Beite _ peitlontm) _ pilto)ngitm _ /2.

és ezt kellett megmutatni.

Lemma C. Legyen £ olyan valdsziniségi valtozo F(-) eloszldsfiigguénnyel, melyre tel-
oo

jestil az E|¢|F = / lu|* F(du) < oo egyenlétlenség valamilyen k pozitiv egész szdmra.
— 0o
Ekkor a & valdsziniiségi valtozo p(t) karakterisztikus fiigguvényének a derivdltjai megad-

&’ o
hatdk a —jgp(t) = / il "™ F(du) képlettel minden 0 < j < k és —oo < t < 00

dt oo
d p(t
szamra. Specidlisan, t = 0 vdlasztdssal %()

= / ! F(du) = i BEE minden
t=0 —o0

0 <j <k szamra.

Bizonyitdsvdzlat. A Lemma C. bizonyitasa érdekében irjuk fel a

oo

o(t) = Be' = / " F(du)

— 00

azonossagot, és differencialjuk j, j < k, alkalommal. Be lehet 14tni, hogy az E|¢|* < oo
feltétel teljestilése esetén az azonossag jobboldaldn az integralas és differencidlas sor-
rendje felcserélhets. (Ennek a valéjdban nem nehéz, de meglehetdsen technikai rész
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bizonyitasanak elhagyasa miatt beszélek csak bizonyitasvazlatrol bizonyitds helyett. A
teljes bizonyitashoz targyalni kellene néhény olyan ebben az eldadasban csak futélag
emlitett eredményt a mértékelméletbdl, mint példaul a Lebesgue tétel. A teljes bi-
zonyitdst megadom a kiegészitésben.) Innen kapjuk, hogy

&’ oo
—p(t) = iul e F( du).
e = | (du)
Alkalmazva a t = 0 helyettestitést megkapjuk a Lemma masodik allitasanak bizonyitasat
is.

Rétérek a Tétel B megfogalmazéasara. El6tte azonban bevezetjiik az alabbi defini-
ciot:

Egy racsszélességii egész értékeket felvevo eloszlas definicidja. legyen £ egy
csak egész értékeket felvevd £ valosziniségi vdltozo. Azt mondjuk, hogy e valdsziniiségi
valtozo eloszlasa eqy rdcsszélességil, ha nincsenek olyan A > 2 és B egész szamok,
o]
melyekre > P(=nA+ B)=1.
n=-—oo
Tétel B. Legyenek &£1,&s, ... fliggetlen, eqyforma eloszldsu egész értekeket felvevd valo-
szintiségi vdltozok, melyek eloszldsa egy rdcsszélességii. Tegyiik tovdbbd fel, hogy EE? <
00, és legyen E&; = m, Varéy = o2. Ekkor az S, = Y. &, véletlen dsszegek eloszldsai

k=1
teljesitik az

1 (I —nm)? }
P(S, =1) = expd - ), 1=0,41,42, ..
( ) V2mno p{ 2no? 0
n(l
reldciot, ahol az €, (1) hibatag teljesiti a lim  sup 210) = 0 becslést.
=0 _co<i<oo n

Konnyti megérteni, hogy miért kell feltenniink a Tétel B megfogalmazasaban azt,
hogy 1 racsszélességli valdszintliségi valtozokat tekintiink. Hiszen, ha példaul olyan &
valoszinliségi valtozokkal foglalkozunk, melyek csak paros értékeket vesznek fel, akkor
az S, Osszegekre is oroklodik ez a tulajdonsag. Erdemes megérteni, hogyan tudjuk
felhaszndlni azt a bizonyitasban, hogy a tekintett valészintiségi valtozok eloszldsanak a
racsszélessége 1. Bizonyitas nélkiill kézlom (bar a bizonyitds nem til nehéz), hogy ha
a §; valoszinliségi valtozok récsszélessége 1, akkor minden € > 0 szdmhoz létezik olyan
§(g) > 0 szam, hogy a &; valészintiségi valtozok o(t) = Ee''si karakterisztikus fiiggvénye
teljesiti a  sup  |p(t)| < 1—4d(e).

t: e<|t|<m

Ez az Osszefiiggés azt biztositja, hogy a ¢"(t) fliggvény exponencidlisan kicsi, ha
a [—m,m) intervallumbdl kihagyjuk az origd egy kis kornyezetét, és a fliggvényt csak
a maradék részben tekintjiikk. Ezért a P(S, = [) valésziniiségre a kovetkez6 becslés
irhatjuk a (%) formula segitségével:

1 [ . 1 [ .
P(S, =1) / e My, () dt = — | e My, (t)dt + elhanyagolhaté hiba,

T o - 2 J_.
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ahol ¢(-) a &; 6sszeadanddk karakterisztikus fiiggvénye, és € > 0 tetszélegesen kis pozitiv
szam. Ez azt jelenti, hogy szamunkra elegendé ¢(t)" fliggvényre csak kis ¢ szamokra j6
becslést adni. Ezt adja meg a kovetkez6 becslés, melynek szintén nem dolgozom ki a
részleteit. Ez azon alapul, hogy ki tudjuk fejezni a karakterisztikus fliggvény derivéltjait
a nulldban a momentumok segitségével. Ezért a Taylor sorfejtés jé becslést nyuijt a
karakterisztikus fliggvény értékére a nulla kis kornyezetében.

Legyenek &1, &,. ..., fiiggetlen, egyforma eloszlasi valdszintiségi valtozok, melyekre
B¢ < oo, és vezessilk be az E§; = m, oo = Var{; jeloléseket. Legyen tovabbd
Sp = 3 &. Ekkor Ee™Sr = (t)?, Ee®Sn=nmm) — (Eei&1=m))" egért kis ¢ értékekre
k=1
t2

2

azt vérhatjuk a Lemma B és a Taylor formula alapjén, hogy Ee(&1—™) ~ 1 — ¢ > és

EeitSn _ eitnmEeit(Snfnm) _ <€itmEeit(§1,m)>n

~ (eitm (1 _ 0,2%))” ~ ein(tm—02t2/2).

Ez a becslés és az el6z6 szamolds azt sugallja, hogy

1 € L
P(S,=1) = 7 / eTiltgin(tm—o*t*/2) 1y + elhanyagolhaté hiba

—&
tetszOleges kis £ > 0 szdmmal. Tovabb4, mivel az e~ iltein(tm=o"t/2) fiioovény a nulldn
kiviil nagyon gyorsan csokken ezért természetes azt varni, hogy
1 X it in(tm—ot?/2
P(S, =1)~ — e~ itein(tm=0"t"/2) gy
2 J_ o
1 > —no?/2(t—i(m/o%+1/nc?)? —(l—nm)?/2nc>
— e e dt
2 J_

1 { (I — nm)? }
V2mno 2no
és ennek az aszimptotikus formuldnak a helyességét be is lehet latni részletesebb, fi-
gyelmes szamolassal. A részletek alapos kidolgozasaval be lehet bizonyitani a Tétel B-t.

A Stirling formula bizonyitasaban tulajdonképpen a fent vazolt bizonyitast haj-
tottuk végre akkor, ha specialisan Poisson eloszlasu valdszintliségi valtozdkat tekintiink.
Igaz, hogy ott csak az [ = n esetet tekintettiik, mert csak az érdekelt minket. A Tétel B-
ben minden [ egész szamra adtunk egy becslést a P(S,, = [) valszintiiségre, de ez csak
akkor tartalmas, ha az [ szdm viszonylag kozel van az 5,, szdm ES,, = nm varhato
értékéhez. Ugyanis abban az esetben, ha nem tudjuk, hogy a becsl6 fliggvény 6 tagja
nagyobb, mint a becslésben szereplé hibatag, akkor ez a becslés viszonylag kis értékii.
Ez a hellyzet, ha olyan [,,, n = 1,2, ..., szamsorozatra prébalom alkalmazni a becslést,

n—nm

NG

melyre — 00.
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Hasonlitsuk 6ssze a Tétel B eredményét az eldadas elején megfogalmazott centrélis
hatareloszastétellel. A Tétel B-ben csak racsos eloszlasu valdszintiségi valtozokat vizs-
galtunk, és az eredmény azt éllitja, hogy (néhdny enyhe megszorité feltevés teljestilése
esetén) annak valdszintisége, hogy a fiiggetlen valdszintiségi véltozdk Gsszege egy adott
k értéket vesz fel, jol kozelitheté a standard normélis siiriiségfliggvénnyel. (Az ap-
proximalé normalis stirtiségfiiggvény olyan volt, hogy varhato értéke és szorasnégyzete
megegyezett a vizsgdlt Osszeg varhaté értékével és szérasnégyzetével.) A centrélis ha-
tareloszlastétel a véletlen Osszeg eloszlasara ad jo becslést. Hogyan viszonylik ez a két
eredmény egymashoz? Nem nehéz beldtni azt, hogy ha teljesiilnek a Tétel B feltételei,
akkor (ennek az eredménynek a jelolését haszndlva) ebbdl az eredménybdl kovetkezik,

hogy

Tim P (a < S’L\}# < b> = 3(b) — ®(a)

minden —o0o < a < b < oo szamra. Némi tovabbi meggondoldsbdl az is kovetkezik,
hogy ebben az esetben teljesiil a centralis hatareloszlastétel is. (Ennek részleteit nem
dolgozom ki, és nem is fogom kérdezni a vizsgan, de az érdeklodoé hallgaték maguk is

bebizonyithatjak. Azt kell észrevenni, hogy a fenti formulabdl kovetkezik az is, hogy
minden € > 0 szdmra létezik olyan K = K(g) val6s szdm, melyre igaz, hogy

P(S, > K)+ P(S, < —K) <& minden n indexre.

Ez az észrevétel teszi lehetové, hogy az el6z6 formulaban végrehajtsuk az a — —oo
hataratmenetet.

Az allitas megforditasa nem igaz. Abbdl, hogy valésziniliségi valtozok eloszlasfiigg-
vényei konvergdlnak a normalis eloszlashoz nem kovetkezik, hogy annak valdszintisége,
hogy ezek konkrét értéket vesznek fel konvergal ahhoz a stirtiségfiiggvényhez, melyet ez
az eredmény sugall. Ez akkor sem igaz, ha péld4aul tudjuk, hogy a vizsgdlt valésziniiségi
véaltozok csak egész értékeket vesznek fel. (Nem megyek bele a részletek targyaldsaba,
ezt az érdeklodd didkok maguk is megtehetik. Csak megjegyzem, hogy ez azzal a
ténnyel van (nemcsak) formalis kapcsolatban, hogy fliggvénysorozat konvergenciajabol
csak tovabbi erés megszoritasok teljesiilése esetén kovetkezik, hogy a fiiggvénysorozat
elemeinek derivaltjai is konvergédlnak.)

Gondoljuk végig mi volt a Tétel B (csak vazlatosan ismertetett) bizonyitdsdnak a
gondolata. Azt hasznaltuk ki, hogy az eloszlasiiggvény altal definidlt karakterisztikus
fiiggvény (mely ebben az esetben természetes médon Fourier sorként is értelmezhetd
volt) ismeretében kifejezhetd volt az eredeti eloszlas (ez volt a (x) formula), és e for-
mula segitségével jo becslést tudunk adni a minket érdeklédé eloszlasra. Adaptalhato-e
ez a mbdszer mas esetekre? Tudjuk-e hasonlé moédon vizsgalni akkor, ha nem racsos
eloszlast, hanem példaul strtiségfiiggvénnyel rendelkezo eloszlasokat vizsgalunk, vagy
az altalanos esetben, amikor az eloszlasfliggvény nem racsos eloszlasu és nincsen sii-
riiségfiiggvénye sem? A vdlasz ezekre a kérdésekre azon mulik, hogy tudunk-e a (x)
formuldhoz hasonlé egyszerti inverziés formulat felirni, mely a strtségfiggvényt vagy
az eloszlasfiiggvényt fejezi ki a karakterisztikus fiiggvénnyel.
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A strliségfiiggvény esetében a valasz igenld, és ennek kovetkeztében a Tétel B-hez
hasonlé eredményt tudunk bizonyitani szép stiriiségfiiggvénnyel rendelkezo fiiggetlen
valészintiségi valtozok Osszegének a strlségfiiggvényére. Az eloszlasfiiggvény helyzete
bonyolultabb. Ebben az esetben is bizonyithato inverziés formula, de az t1il bonyolult, és
vizsgalatokban nem jol hasznalhaté. Ebben az esetben més modszert érdemes kovetni.
Azt fogjuk vizsgdalni a karakterisztikus fiiggvény segitségével, hogy az eloszlasban valé
konvergenciat kifejez6 (b) relacié mikor teljesiil. Latni fogjuk, hogy erre jol kezelhetd
sziikséges és elégséges feltételt lehet adni a karakterisztikus fliggvények nyelvén. Ez lesz
a kovetkez6 eldadas téméja.

KIEGESZITES: Az 1. TETEL ES A LEMMA C BIZONYITASA.
Az 1. Tétel bizonyitasa el6tt bebizonyitjuk az aldbbi elemi analizisbeli Lemmat.

Lemma. Legyen F(x) folytonos figguény a szdmegyenesen. Ekkor az F(x) pontnak
legfeljebb megszdmldlhato szakaddsi pontja van.

A Lemma bizonyitdsa. Az F(x) fiiggvény folytonossidga miatt az F(-) fliggvénynek
minden pontban van baloldali és jobboldali hatérértéke, és az F(-) fliggvény akkor és
csak akkor folytonos egy x pontban, ha annak bal és jobboldali hatarértéke az x pont-
ban megegyezik. Ha az x pont nem folytonossigi pontja az F(-) fliggvénynek, akkor
annak bal és jobboldali hatérértéke kozott, az [F'(x — 0), F(z + 0)] nem iires interval-
lum belsejében van egy racionalis pont. Rendeljik hozza ehhez az intervallumhoz egy
ilyen pontot. Mivel az F(-) fliggvény monotonitdsa miatt minden ilyen intervallumhoz
kiilonb6z6 pontot rendeliink hozza, és csak megszamlalhaté sok raciondlis szam van,
innen kovetkezik a lemma allitasa.

Az 1. Tétel binonyitisa: Tegyiik fel el6szor azt, hogy az F,, eloszlasfiggvények elosz-
lasban konvergalnak egy F' eloszlasfiiggvényhez, és tekintsiink egy folytonos és korlatos
g(+) fiiggvényt a szamegyenesen. Ekkor a g fliggvény folytonossiga és az F illetve F,
eloszlasfiiggvények viselkedése miatt oo pontok kornyezetében minden £ > 0 szdmhoz
létezik olyan elég nagy K = K(e) > 0, melyre [, ok |9(u)|dFa(u) < e minden
n = 1,2,... indexre, és ez az allitas érvényes akkor is, ha az F,, eloszlasfiiggvényt az
F eloszlastiiggvénnyel helyettesitjiik. Valéban, vélasszunk egy olyan B szamot, melyre

sup  |g(z)| < B. Azt éllitjuk, hogy létezik olyan K szdm, melyre F,(—K) <

—oco<z<infx

és 1 — F,(K) < 55 minden n = 0,1,2,... szdmra. Valéban ez az 4llitds érvényes az
Fy hatarfiiggvényre és egy K szamra, feltehetjiikk azt is, hogy Ky az Fy(-) fiiggvény
folytonossagi pontja. Ekkor abbdl, hogy az F,, eloszlasfliggvények konvergalnak elosz-
lasban az Fj fiiggvényhez innen kovetkezik, hogy létezik olyan ng index, hogy az el6z6
egyenl6tlenség érvényes az F),(-) eloszlasfiiggvényekre minden n > ng indexre. Ha a
fenti K szamot helyettesitjiik egy nala nagyobb elég nagy K szammal, akkor teljesiil az
Fo(—K) < 55 és 1 - F,(K) < 55 és ezért az [ . ul> K lg(u)|dF, (u) < e egyenl6tlenség
is minden n = 0,1,2,... szamra.

_E_
2B

Tovabb4 a folytonos g(-) fiiggvény a [— K, K] intervallumban egyenletesen folytonos.
Ennek az észrevételnek és annak a ténynek a segitségével, hogy lim F,(x) = F(z) az
n—oo

13



F(:) minden folytonossagi pontjaban be lehet latni, véve a [—K, K| intervallumnak
egy olyan elég finom felosztasat, melynek az osztépontjai az F' fliggvény folytonosséagi
pontjai, hogy

<e, han>ng(e).

/u: |u|§K9(u) dF,(u) —/ g(u) dF (u)

u: |u|<K

(E 1épésben kihasznaljuk azt, hogy egy monoton fiiggvénynek csak megszamlalhato
sok szakadasi pontja van. Innen € — 0 hataratmenettel megkapjuk az (a) allitas bi-
zonyitasat.

Megforditva tegyiik fel, hogy teljesiil az (a) relaci6, és legyen x az F' fiiggvény
folytonossagi pontja. Rogzitve egy kis € > 0 szamot definidljuk a kovetkezdé g&(u) =

gis(u), —o00 < u < oo folytonos és korlatos fiiggvényeket: g*(u) = 0, ha u > x + &,

gt(w) =1, hau <z, gt(u) = m, hae <u<z+e g (u) =0, hau >z
5

gu=1lLhau<z—e¢ g (u) = - u, ha x —e <u < z. Alkalmazva az (a) &llitast
5

kapjuk, hogy

Fz—¢) < /g;x(u)F( du) = lim [ g- (u)F,(du) < liminf F), ()

n—oo n—oo

n—oo n—oo

<limsup F,(z) < lim g;'x(u)Fn(du) = /g;'w(u)F( du) < F(x +¢),

és véve az ¢ — 0 hatdrdtmenetet kapjuk, hogy lim F,,(z) = F(x), feltéve, hogy az x
n—oo
pont az F' fiiggvény folytonossagi pontja.

A Lemma C bizonyitdsa. Teljesiiljiin az E|¢|* = ffooo |z|*F(dr) < oo feltétel valamely
pozitiv egész k szamra. Azt fogjuk belatni, hogy ha valamilyen 0 < j < k szamra

&’ g it : . d
pred (t) = / v/ e F(du) minden —oo < t < oo szamra, akkor W@(t) =

— 00
[ee)
/ iy e F((du) minden —oo < t < 0o szdmra. Innen indukciéval kovetkezik a

oo
Lemma C {6 allitasa, mivel az indukcios feltevés érvényes j = 0 esetén.

Viszont
j di
P o) = lim 4 WM G o)y, [ e — P )
dti+1 14 - h—0 h N h—0 h ’
— 00
és az integrandus teljesiti az
g i(th)u i g it ihu
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relaciot. Azt kell megmutatnunk, hogy jogunk van a limeszelésben az integralds és
limeszképzés sorrendjét felcserélni. Ehhez a Lebesgue dominalt konvergenciatétele alap-

jan elég azt bemutatni, hogy létezik olyan K (u) fiiggvény, melyre

ijujei(”h)“ijuj — eltu . 1 )
minden |h| < 5 szamra,

h

< K(u)

és [7° K(u)F(du) < co. Vegyiik észre, hogy

G g oi(tth)usg,, 5 pitu | pthu 1 ) ) )
s | = [uf ’ = [ul’lu+ 9] < [ul ™ + [uf
h h
. 1 1 1 o s :
valamilyen ) < —|h| <9 << |h| < 3 ha |h| < 5 szédmra. Ezért vélaszthatjuk a
kivant K (u) fiiggvényt, mint K (u) = |u|? + [u[7T!, és nyflvan [ K (u)F(du) < oo, ha

j <k
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