A Valésziniiségszamitas I1. eldadassorozat masodik eléadasa.
2002. szeptember 17.

A valészinliségszamitas megalapozasa. Folytatds.

Ezem az el6adason el6szor valdszintiségi valtozok varhatéd értékével fogunk foglalkozni.
Ismertetjiik (kissé vazlatosan) ennek definici6jat, és megtargyaljuk legfontosabb tulaj-
donsagait. Ez a problémakor is nagyon szorosan kapcsolodik a mértékelmélethez, azon
beliill az integralok, elsésorban a Lebesgu integral vizsgalatdhoz. Ez a kapcsolat rogton
latszik a varhato érték definicigjabdl.

Valészintiségi valtozo6 varhaté értékének a definicidja. Legyen &(w) valdsziniségi
vdltozo egy (2, A, P) valdsziniségi mezén. A &(w) valdsziniiségi vdltozo varhato értéke
az

Bé(w) = / £(w) dP(w)

Lebesque integral a P mérték szerint, feltéve, hogy ez az integrdl létezik. Ha ez az
integrdl nem létezik akkor a £(w) valdszinidségi vdtozo vdrhato értékét nem definidljuk.

Maga a Lebesgue integral fogalma szerepel a mértékelméletben, ezért itt annak
definicigjarol csak rovid emlékeztetot adok. A Lebesgue integral pontos elméletének
ismerete nem feltétele ezen eloadas megértésének.

Legyen adva egy (X,.A) mérheté tér, azaz egy X halmaz, és annak bizonyos ki-
jelolt részhalmazai, melyek o-algebrat alkotnak, valamint egy véges pu mérték az A
o-algebran, ami azt jelenti, hogy pu(X) < oo. (Valdjaban ezt a feltételt lehet és
érdemes is gyengiteni, tekinthetiink dgynevezett o-véges mértékeket is. Egy p mérték

o-véges az (X, A) téren, ha létezik az X halmaznak olyan megszamlalhaté sok Bj,
oo

j =1,2,..., halmazokra valé felbontdsa, melyre azonkiviil, hogy X = |J B, teljesiil
j=1
még az u(B;) < oo, j = 1,2,... feltétel is. Nem véges, de o-véges mértékre fontos

példa a Lebesgue mérték a szdmegyenesen.) Jeldljiik = betlivel az X tér egy dltaldnos
pontjat. Tekintjiik a ,,szép” (mérhetd) f(x) valés értékii fiiggvényeket az (X, .A) téren,
és az ilyen fiiggvényeknek fogjuk definidlni a (Lebesgue) integraljat a p mérték szerint.
A definicié a kovetkezo természetes elven alapul. Elészor a legegyszeriibb, ugynevezett
lépcsos fiiggvényekre definialjuk az integralt, mely fiiggvényekre 1étezik az X halmaz-

nak olyan véges Ai,..., A, particiéja, ahol a fiiggvény konstans. Ha az f fiiggvény
olyan 1épcsés fiiggvény, melyre az X halmaz valamilyen véges Aq,..., A, particidjara,

(az, hogy ezen halmazok particiét alkotnak azt jelenti, hogy Aq,..., A, diszjunkt hal-

n
mazok, és |J A; = X), f(z) = ¢; minden x € A; pontra, j = 1,...,n, akkor az
j=1

f fiiggvény integraljat az [, f(x)u(dr) = Y f(x)u(4;), zj € A;, j = 1,...,n,
j=1

képlettel definidljuk. Természetes kozelitéssel tetszoleges pozitiv (vagy negativ) mérhetd
f fiiggvényt kozeliteni lehet pozitiv (vagy negativ) 1épcsés fliggvények szorozatédval
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(példaul elérhetd, hogy u (a:: |fn(z) — f(2)| > %) < %), és ezutdn az f fiiggvény in-

tegraljat az
/ Fayu(dn) = lim | fu@)p(do)
n—oo X

képlet segitségével lehet definidlni. (Ez a limesz lehet végtelen (minusz végtelen) is.)
Végiil egy &ltaldnos mérhetd f fiiggvényt felirhatunk f(z) = fi(z) + f_(z) alak-
ban is, ahol fi(z) = max(0, f(x)) és f_(z) = min(0, f(x)) az f(z) fﬁggvény pozitiv
és negatl'v része, és az f ( ) fiiggvény integraljat deﬁnlalhatjuk az [ f(x)u(dx) =
Jx fe(@)p(dx) + [ f-(x)u(dz) képlettel, feltéve, hogy a jobboldalon szereplo osszeg
értelmes. (Azaz nem plusz végtelent és minusz végtelent kell 6sszeadni.) Természetesen
a fenti definicié jogossdganak indokldsdhoz szamos kérdést tisztézni kell, (példdul, hon-
nan tudjuk, hogy minden mérheté fiiggvény kozelitheté ilyen moédon, azt hogy az
integrél értéke nem fiigg attdl, hogy milyen kozelitést alkalmazunk?), de mivel ez a
problémakor a mértékelmélet része, és szamunkra nem lesz fontos e kérdések vizsgalata,
ezért ezt elhagyjuk. Megjegyezziik, hogy abban, hogy az integralnak egy kényelmes jo
modelljét tudjuk kidolgozni fontos szerepet jatszott az a koriillmény, hogy a p mérték
nemcsak additiv, hanem o-additiv is.)

Beszéljiik meg roviden a Lebesgue és korabban tanult Riemann integral kapcsolatat.

Elsé megjegyzés: Lattuk, hogy a Lebesgue integralt ugy definidltuk, hogy eloszor te-
kintettiikk a legegyszeriibb, tgynevezett 1épcsés fiiggvényeket, és az ilyen fiiggvények
integraljat természetes Osszegként definialtuk. Altalénos fiiggvények integraljanak a
definiciéjat visszavezetjiik erre az esetre alkalmas hataratmenet segitségével. A Riemann
integral esetében is hasonld az integral definicidja, csak ott azok a specialis fiiggvények,
melyek integraljat egy oOsszeg segitségével definidljuk masképp vannak meghatarozva.
Ugyanis, ha tekintjiik annak az intervallumnak egy felosztasat kis intervallumokra, és
tekintiink egy olyan fiiggvényt, melynek értéke a felosztasban szereplé mindegyik kis
intervallumban egy olyan konstanssal egyezik, melynek értéke megegyezik az eredeti
fiiggvény értékével ezen intervallum valamelyik kis pontjaban, akkor a Riemann in-
tegral definicidjaban szerepld kozelité Osszegek ilyen fliggvények integraljaval egyeznek
meg. Tehat a Riemann integral definiciéja is interpretalhaté gy mint az integrélando
fiiggvényt kozelité alkalmas egyszerii fiiggvények integraljainak a limesze.

A 16 kiilonbség a Riemann és Lebesgue integralok kozott az, hogy a Lebesgue in-
tegral definiciéjdban a kozelité egyszerii (elemi) fliggvények csalddja gazdagabb, mint
a Riemann integrilok esetében. Annak érdekében, hogy ezt megtehessiik, ki kellett
épiteni egy o-additiv mértéket egy (sok halmazt tartalmazo) o-algebrara. A fenti gondo-
latot kidolgozva meg lehet érteni, hogy egy Riemann integralhato fiiggvény egyidejiileg
Lebesgue integralhaté fiiggvény is (a Lebesgue mérték szerint), és egy ilyen fiiggvény
Riemann és Lebesgue integralja egyenld.

Masodik megjeqyzés: Erdemes megfogalmazni a kovetkezé egyszertli, de fontos észrevé-
telt. Ha &(w) olyan valdszintiségi valtozé egy (2, A, P) valdszintliségi valtozd, melyre
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P(a < ¢(w) <b) =1 alkalmas —oco < a < b < oo szdmokra, akkor

a< /g(w)P(dw) <.

Valéban, egy ilyen fliggvény hasonlé tulajdonsagu elemi fiiggvényekkel approximélhato,
és mivel az ilyen elemi fiiggvények integraljaira teljesiil az emlitett tulajdonsag, ezért
hataratmenettel megkapjuk ezt az allitast. Ennek az egyenl6tlenségnek érdemes megfo-
galmazni az aldbbi kévetkezményét is. Ha &(w) és n(w) két olyan valészintiségi valtozo,
melyre P(|¢(w) — n(w)] < a) = 1 valamilyen a > 0 szdmra, akkor a &(w) és n(w)
valoszinliségi egyszerre integralhatd, vagy nem integralhaté, és

[erptan - [apian)| <o

Harmadik megjegyzés: A Lebesgue integral, hasonléan a Riemann integralhoz linedris
leképezés, azaz ha f(-) és g(-) két integrélhato fliggvény egy (X, A, u) mértéktéren, a és
b valés szamok, akkor

[ (er@intdo) + by@) (o) = a [ f@hutdz) +b [ gl o).

A Ennek az allitas kovetkezménye a varhato érték egyik fontos tulajdonsaga, amelyiket
kiilon tétel fogalmazza meg.

Tétel. Legyenek &1,...,&, olyan valdszindségi vdltozok egy (2, A, P) valdsziniségi
mezén, melyekre E|&;| < oo, j=1,...,n, c1,...,cy tetszbleges valos szamok. Ekkor

E(c1&(w)+ -+ enén(w)) = a1 BS(w) + -+ + en B (w).

Az egyik rendkiviil fontos kérdés az, hogy hogyan tudjuk kiszamolni egy valdszinii-
ségi valtozo varhaté értékét. Kiilon hangsilyozzuk, hogy a valdszintiségi probléméakban
altaldban nem adjuk meg effektive azt a valdszinliségi mez6t, ahol a valdszintiségi
valtozo létezik, hanem csak a valdszintiségi valtozo eloszlasat ismerjiik. Elegendé-e egy
valoszinliségi valtozo eloszlasanak ismerete ahhoz, hogy kiszamoljuk a varhaté értékét?
Erre a kérdésre az alabbi tétel ad pozitiv valaszt.

Tétel Legyen egy (2, A, P) téren értelmezett £(w) valdszintségi vdltozo eloszlasfliggué-
nye F(x). Ekkor a £ valdsziniségi viltozo vdrhato értéke teljessiti az
Pe(w) = / wF( du)

— 00

azonossdgot. Altaldnosabban, ha g(x) tetszbleges (mérhetd) valds figgvény, akkor

Bglew) = | " g F(du).

— o0
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Még dltaldnosabban, tekintsinkn &1 (w), ..., &, (w) valdsziniiségi vdltozokat egy (2, A, P)
valoszintiségi mezdn, és leqgyen g(x1,...,x,) tetszéleges (mérhetd) n-vdltozos fiigguény.
Ha F(zy,...,2,) = P& < x1,...,6n < xp) a (&1(w), ..., &0 (w)) vektor eloszldsfiiggué-
nye, akkor

Eg(&(w),..., & (w)) = /OO /OO g(ut, ... up)F(duy, ..., duy).

A Tételben megfogalmazott 6sszes azonossdg ugy értendd, hogy amennyiben az azonossdg
egyik oldalan dallo kifejezés értelmes, akkor a mdsik kifejezés is az, és a két kifejezés
egyenlo.

A fenti tételben az F eloszlasfliggvény szerinti integral azt jelenti, hogy tekintjiik az
F eloszlasfiiggvény éltal meghatdrozott pp Lebesgue—Stieltjes mértéket (a szdmegyenes
vagy az n-dimenziés tér Borel mérheté halmazainak o-algebrdjén), és a pp mérték
szerinti Lebesgue integrédlt tekintjiik. A fent megfogalmazott tétel a mértékelméleti
vizsgalatok természetes anyaga, ezért itt annak csak révid magyarazatat adjuk a rész-
letek kidolgozasa nélkiil.

Idézziik fel, hogy mint az el6z6 6ran megtargyaltuk egy F'(x1,...,z,) n-viltozds
eloszlasfiiggvényhez a kévetkezé médon (is) konstrudlhatunk egy (2,4, P) valészintiségi
mezot és rajta olyan &q,...,&, valdoszinlségi valtozdkat, melyek egyiittes eloszlasfiigg-
vénye ez az F eloszlasfiiggvény: (2, A, P) = (R",B", ur), ahol R™ az n-dimenzids
euklidészi tér, B" az n-dimenzids tér Borel o-alagebra, up az F' eloszlasfiiggvény altal
meghatarozott Lebesgue—Stieltjes mérték, és a &, 1 < k < n, valészinliségi valtozdkat
alp(ry,...,xyn) =z, 1 < k < n, képlet segitségével definialjuk. Vildgos, hogy ebben
az esetben a Tételben felirt integrdl formulak érvényesek.

Az altalanos eset visszavezetheté erre a specidlis esetre a kovetkezO észrevétel
segitségével: Legyen adva egy (2,4, P) valészintiségi mez6 és rajta egy F(z1,...,Ty)
eloszlasu (&1 (w),...,&n(w)) véletlen vektor. FEkkor a T: (2, A, P) — (R",B", ur),
T(w) = (&L1(w),...,¢n(w)), w € Q, leképezés a mértékelmélet széhasznalatat alkal-
mazva mértéktartd, ami azt jelenti, hogy tetszéleges B € B Borel mérheté halmazra,
pr(B) = P(T~Y(B)), ahol a T~!(B) halmazt, melyet a B halmaz 6sképének szok-
tak hivni a T71(B) = {w: (§&1(w),..., & (w)) € B} képlet definidlja. A mértékelmélet
egy fontos (bar nem nagyon nehéz) eredménye megadja, hogyan transzformalédnak in-
tegralok mértéktarté leképezések hatasara, és a fent kimondott képlet ebbdl kiolvashaté.
(A tételben kimondott eredmény egyébként azon alapul, hogy véve a fenti T transz-
formaciét a tételben megfogalmazott azonossagok kozvetleniil lathatdak 1épcsos fliggvé-
nyekre, és ezek az azonossagok kiterjeszthetéek altaldnos fliggvényekre alkalmas hatar-
atmenettel.)

Ahhoz, hogy a fenti integralokkal jol tudjunk szdmolni meg kell értentink a Le-
besgue és Riemann integrédl kapcsolatat. Mint lattuk minden varhaté érték kifejezheto
az euklidészi téren értelmezett alkalmas Lebesgue—Stieltjes mérték szerinti Lebesgue
integréllal. Az analizisben definidjdk egy g fiiggvény [ g(z)F(dz) Stieltjes integraljat
egy F fuggvény szerint. A mi szamunkra az lesz az érdekes, hogy amennyiben egy
fliggvénynek létezik az [ g(z)F(dx) Stieltjes integrélja, akkor létezik az [ g(x)up(dx)
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Lebesgue-Stieltjes integralja is, ahol up az F fiiggvény altal meghatarozott Lebesue—
Stieltjes mérték, és a két integral megegyezik. Megfogalmazhato ennek az eredménynek
a tobb-dimenziés valtozata is, de ezzel nem foglalkozunk.

Sok valdszintiségi feleadatban fontos szerepet jatszik a stlirtiségfiiggvény szerepe.
Megfogalmazzuk ennek definiciéjat, és ismertetjiik legfontosabb tulajdonsagait.

Stirtiségfiiggvény definiciéja. Legyen F(x) eloszldsfiggvény. Azt mondjuk, hogy a
f(x) az F(x) eloszldsfiigguény striiségfiggvénye (sokszor azt a széhaszndlatot is alkal-
mazzdk, hogy egy F(z) eloszldsi valdszinidségi vdltozo siriiségfiggvénye, ha teljesil az

Flz) = /; f(u) du

azonossag minden —oo < x < 00 Sszdmra.

Azt mondjuk, hogy egy n-dimenzids F(xq,...,x,) eloszldsfigguénynek siriséqfigg-
vénye az f(z1,...,x,) fliggvény, ha

F(ml,...,xn):/ / flug,...,up)duy ... duy,

minden x1,...,x, valos szamra.

A siirtiségfiiggvény fogalma azért hasznos, mert ha egy valdsziniliségi valtozénak
létezik stirtiségfliiggvénye akkor annak varhaté értéke kiszamithatéd e stlirtiségfiiggvény
segitségével. Igaz ugyanis a kovetkezo tétel.

Tétel. Ha eqy F(x) eloszlasfigguénynek f(x) a stiriségfiggvénye, akkor teljesil az

T g P(dn) = [ gw)f(u) du (a1)
/ /

=00 — 00

azonossdag minden g(u) figgvényre.

Ha egy n-vdltozés F(x1,...,x,) eloszlasfigguénynek létezik f(x1,...,xy) striség-
figguénye, akkor teljesil az

/ / g(uy, ..., un)F(duy, ..., duy)

:/ / 9un, -y un) fun, .y un) dug, . . ., dun

azonossag minden n vdltozds g(u, ..., u,) fliggvényre. A fenti azonossdagok gy érten-
ddek, hogy a két oldalon szerepld kifejezés egyszerre létezik vagy nem létezik.

Ahhoz, hogy a fenti eredményt hasznalni tudjuk, el kell tudnunk donteni, hogy
egy eloszlasfiiggvénynek mikor 1étezik eloszlasfliggvénye, és ha létezik, akkor ki kell
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tudnunk azt szamolni. Az analizis egyik fontos eredménye, az tigynevezett Newton—
Leibniz formula segit e probléma megolddsdban. E szerint a formula szerint, ha te-
kintjik egy f(z) figgvény F(x) = f(f f(u) du hatarozatlan integraljat, akkor teljesiil az
f(x) = dFdSc) egyenl6ség (majdnem) minden x pontra. (A majdnem kitétel sziikséges,
hiszen példaul, ha az f(z) fliggvény értékét véges sok pontban megvaltoztatjuk, akkor az
4j fliggvény F'(z) hatdrozatlan integrélja megegyezik az eredeti fiiggvény hatarozatlan
integraljaval, azaz az F(x) integral ismeretében nem lehet eldénteni azt, hogy a két
fliggvény koziil melyikkel szamoltunk. A majdnem minden jelz0 pontos jelentését
megadjak a mértékelméletben, ez a mértékelmélet nagyon fontos fogalma.) Igaz ennek az
allitasnak részleges megforditdsa, mely szerint, ha egy F'(x) folytonos fiiggvény, és véges

sok pont kivételével differencidlhatd, akkor annak f(z) = %gf) differencidlhanyadosat
integralva visszakapjuk az eredeti fiiggvényt, azaz F(z) = f; f(u)du + C minden x
szamra egy alkalmas C' konstanssal. Szdmunkra ez az eredmény elsésorban az alabbi
kovetkezményei miatt érdekes: Ha az F(x) eloszldsfliiggvény folytonos, és véges sok pont
kivételével derivalhatd, akkor az F'(x) siiriiségfliggvénye az

_ dF(z)

fla) =22,

minden z szdmra (b1)

fiiggvény. (A mértékelméletben egy ennél tartalmasabb, de nehezebben bizonyithaté
eredményt is targyalnak. Nevezetesen azt az eredményt, mely szerint annak sziikséges
és elégséges feltétele, hogy az F(x) eloszlasfiiggvénynek létezzék siiriiségfliggvénye az,
hogy az F'(z) fliggvény abszolut folytoos legyen. Ekkor az f(z) fliggvényt a (b1l) képlet
adja meg. Természetesen ennek az eredményének a megfogalmazasdhoz hozzatartozik
az abszolut folytonos fliggvény fogalménak tisztdzésa is.)

Ervényes ennek az eredménynek tobb-dimenzids véaltozata is. Eszerint, amennyiben
egy F(x1,...,z,) n-véltozds eloszladfiiggvény elég sima, akkor létezik f(z1,...,z,)
striségfiiggvénye, és azt a

. 6’”F(x1,...,:cn)
Oz Oxp

(b2)

képlet adja meg.

Gyakran el6fordul, hogy bizonyos feladatokban a benne szerepld valdszintiségi valto-
zoknak nem az eloszlds, hanem stirtiségfiiggvényét adjuk meg. Az eloszlasfiiggvényekhez
hasonléan megadhatjuk a stirtiségfiiggvények jellemzését is. Ezt az eredményt fogalmaz-
zuk meg a kovetkez6 tételben.

Tétel. Egy f(x) figgvény akkor és csak akkor siriségfigguénye eqy alkalmas eloszlds-
figgvénynek, ha f(x) > 0 (majdnem) minden x valds szamra, €és

/C:f(u)du:l.
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Ervényes ennek az allitasnak a kovetkezo tobb-dimenzios wdltozata is. FEgy n-

vdltozos f(x1,...,x,) fligguény akkor és csak akkor siriiségfigguénye egy alkalmas m-
vdltozos eloszlasfiggvénynek, ha f(x1,...,x,) > 0 az n-dimenzids euklidészi tér (majd-
nem) minden (x1,...,x,) pontjdban, és

/ / Fluty . un)du ... dup = 1.

Felidézziik azt az egyszerii, de hasznos eredményt, mely szerint, amennyiben egy &
valoszinliségi valtozo diszkrét eloszlasu, azaz létezik véges vagy megszamlalhaté sok
olyan x1,zs,..., érték, melyekre P(§ = x;) = p;y, @ = 1,2,..., > p; = 1, akkor
a & valdszintiségi valtozo egy ¢(¢&) fliggvényének a varhaté értéke az aldbbi mddon
szamolhaté ki:

&maz/mwam:EZWmszaL

ahol F'(-) a £ valoszintiségi valtozé eloszlasfiiggvényét jeloli. Ezzel kapcsolatban megfo-
galmazzuk a kovetkezo feladatot:

Feladat:

Jellemezziik az olyan valdszintliségi valtozdk eloszlasfiiggvényeit, melyek egy valdszinti-
séggel csak véges sok érték valamelyikét vehetik fel. Mutassunk példat olyan diszkrét
eloszlasu valdszintiségi valtozéra, amelyik minden intervallumban szigorian monoton
no.

Erdemes megjegyezni a kovetkezd egyszeri, de gyakran hasznos Osszefiiggést. Ha
egy F(x) eloszlasfiiggvényt felbontunk F'(x) = Fi(z) + Fy(x) alakban, akkor érvényes
tetszoleges g(x) fliggvényre az

| swrtaw = [ gwra+ [~ gtura

— 00 — 00 — 00

azonossag. Tovabba az eloszlas és stlirliségfiiggvények kozotti kapcesolat altalanosithato
(szamunkra az lesz a lényeges, hogy az aldbb megfogalmazott allitdsban eloszlasfiigg-
vények helyett teinthetiink olyan fiiggvényeket is, melyek integralja nem feltétlentil
1), nevezetesen amennyiben egy F' és f fiiggvényekbdl &ll6 fiiggvényparra teljesul a
(bl) Osszefiiggés (tobbvaltozds fiiggvények esetén a (b2) Osszefliggés), akkor ezek a
fiiggvények egy tetszéleges g(-) fliggvénnyel egyiitt teljesitik az (al) Gsszefiiggést (t6bb-
véaltozos esetben az (a2) Osszefiiggést) is. El6fordulhat, hogy olyan valdszintiségi valto-
zokkal kell dolgoznunk, melyeknek van egy ,,nem egyre normalt strtségfiiggvénnyel” és
egy ,,nem egyre normalt diszkrét kompponenssel” rendelkezé része. Ilyenkor érdemes
lehet az elébb emlitett Osszefliggéseket felhaszndlni. A kovetkez6 feladat mutat erre
példat.



Feladat:

Az egységintervallumra egyenletes eloszldssal ledobunk egy pontot, azaz annak valo-
szinlisége, hogy a pont egy [a,b] C [0,1] intervallumba esik b — a, valamint ettdl
fliggetlentil egy szabalyos pénzdarabot. Ha fej a pénzdobas eredménye, akkor legyen
a nyereményiink a leesési hely értékével egyenld, ha pedig frast dobunk, akkor legyen
a nyereménylink a dobas értékétol fiiggetlentil % Szamoljuk ki nyereményiink varhato
értékét és szérasnégyzetét.

Megjegyzés: Csak megemlitjiik, de pontosan meg nem fogalmazzuk a mértékelmélet
néhany fontos eredményényét a (Lebesgue) integralrél, melyekre legaldbbis egyel6re
nem lesz sziikségiink. Ezek az eredmények olyan jellegii allitast fogalmaznak meg,
mely szerint, ha fiiggvények egy sorozata egy hatarfliiggvényhez konvergal, akkor nagyon
altaldnos feltételek mellett e fiiggvények (Lebesgue) integraljai konvergalnak a hatér-
fliggvény integraljahoz. Ilyen tipusu allitast fogalmaz mag a Lebesgue féle (dominélt)
konvergencia tétel, a Beppo—Levy tétel monoton fiiggvénysorozatok konvergencidjardl
és (bar ez utébbi kissé eltérd jellegli) a Fatou lemma. Erdemes megjegyezni, hogy
mig ahhoz, hogy fliggvények konvergencidjabdl csak nagyon erés megkotések mellett
kovetkeztethetiink a fiiggvények derivaltjainak a konvergencidjara, addig fliggvények
integraljai nagyon &altalanos feltételek esetén konvergal a hatarfliiggvény integraljahoz.

Részletesebben fogjuk viszont targyalni a Fubini tételnek nevezett eredményt, mivel
az mind a fiiggetlen valdszintiségi valtozok tulajdonsagainak megértésében mind konkrét
szamolasokban fontos szerepet jatszik. Ezért ennek az eredménynek a tartalmardl
részletesebben beszélek. Ez az eredmény azt mondja ki, hogy egy szorzattéren értelme-
zett fliggvénynek egy szorzat mérték szerinti integraljat szukcessziv integralaassal is ki
lehet szamolni. A tétel megfogalmazédsa el6tt megemlitem a kovetkezd eredményt:

Tétel mértékek szorzatardl. Legyen adva véges sok (X;, Aj,p;), j = 1,...,n,
mértéktér véges p; mértékekkel, azaz legyen A; az X; tér bizonyos részhalmazaibol dllo
o-algebra, X; € Aj, p; mérték a A; o-algebran, melyre X; € A;. Ekkor létezik az
(X, A p) = (X7 X X X, Ay X oo X Ay, i1 X -+ X ) szorzat mértéktér, ahol X az
dsszes (x1,...,xn), x; € Xj, 1 < j <mn, n hosszi sorozatbdl dll, A az Ay x -+ x Ay,
Aj e Aj, 1 < j <n alaki halmazokat tartalmazo legszikebb o-algebra, a pn mérték pedig
az a mérték, melyre p(Ay x -+ x Ay) = p1(A1) -+ - un(Ay) minden ilyen alakd halmazra.
A tétel f6 tartalma az, hogy létezik ilyen p mérték az (X, A) téren, méghozza egyetlen
tlyen mérték.

1. Megjegyzés: Valdjaban a tétel kissé altaldnosabban is érvényes. Elég feltenni, hogy a

o0
tekintett p; mértékek o-végesek, azaz létezik az X; halmazoknak olyan X; = (J A;k)
k=

elsallitasa, melyre p(A™) < oo, Egy ilyen dltaldnositas hasznos lehet, példdul, ha a
szamegyenest tekintjiik a Borel o-algebraval és Lebesgue mértékkel, és e tér onmagaval
vett direkt szorzatat akarjuk tekinteni.

2. Megjegyzés: A most kimondott tétel specidlis esete az el6z6 eldadasban megfogal-
mazott eredménynek mértékterek végtelen szorzatardl. Igaz, hogy abban volt egy itt
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nem szereplé megszorito feltétel, mely szerint valdszinliségi mértékeket szorzunk oOssze,
azaz (1(X;) = 1 minden j-re. Ez a feltétel azonban csak azért szerepelt abban az
eredményben, hogy végtelen sok tér szorzatat is tekinthessiik. Ha véges sok tér szorza-
taval foglalkozunk, akkor ez a feltétel nem sziikséges, és konnyi tole megszabadulni.

Most megfogalmazzuk a Fubini tételt.

Fubini tétel. Legyen adva véges sok (X;, Aj, 1), j = 1,...,n, mértéktér véges
(dltaldnosabban o-véges) p; mértékekkel, és tekintsik ezek (X, A,p) = (X5 x --- X
Xpy, Ay X oo X Ay g X -+ X ) Szorzatterét, melyet az el6z8 tétel megfogalmazdsdaban
megadtunk. Legyen g(z) = g(x1,...,xy,) tetszdleges a szorzattéren értelmezett (mérhetd)
figguény. Ekkor

/g(a;l,:z;g, cesy) dp(z, - Ty)

_ (/X </X (/Xng(ajl,...,a:n)ul(dxl)) ,ug(dxg)) ...un(dxn)>.

Ez az azonossag ugy értendd, hogy az azonossdg két oldalan lévd integrdl illetve szuk-
cessziv integrdl eqyszerre létezik.

Kiilon megfogalmazzuk ezt az eredményt abban a specialis esetben, amikor a szam-
egyenesen vett valosziniliségi mértékek szorzata szerinti integralt tekintiink, mivel mi
leggyakrabban a Fubini tétel ilyen alaki megfogalmazasaval talalkozunk.

Fubini tétel specidlis esete eloszlasfiiggvényekre. Legyenek F;(-), 1 < j <
n, eloszldsfigguények a szdmegyenesen, és leqgyen g(x1,...,xz,) (mérhetd) n-vdltozos
fugguény. Ekkor

/g(xl,xg, . ,l‘n)F1<dx1)F(dx2) .. Fn(d.'lin)

_ (/ (/ (-~/g(xl,...,xn)Fl(dx1)> F2(dx2)) ...Fn(da:n)).

Ez az azonossag ugy értendd, hogy az azonossdg két oldalan lévd integrdl illetve szuk-
cessziv integrdl egyszerre létezik.

Erdemes kiilon megfogalmazni ennek az azonossdgnak a kovetkezd fontos specidlis
esetét. Ha g(x1,...,2,) = g1(x1) -+ gn(xy) alaki specidlis fliggvények integrdljat te-
kintjik, akkor a kovetkezd azonossdagot irhatjuk fel:

/gl(xl)gg(xg) gk () F1(dey)Fa(dxs) ... Fr(day,)
= [s@Fi(dn) [ g Falden) - [ o) Pilden) =]

j=1

[ 95615 do).



Megjegyzés: A fenti tételben szerepld integralok ugy értendéek, hogy amikor F;(dx;)
szerinti integralt tekintjiik akkor az F) eloszldsfiiggvény dltal meghatérozott pup, Le-
besgue—Stieltjes mérték szerinti Lebesgue integralt tekintjiik. Hasonléan az

/gl(l‘l)gg(l‘g) gk () F1(day)Fa(dxs) ... Fp(day,)

integral azt jelenti, hogy tekintjik az F(z1,...,2,) = Fi(z1)F2(x2) ... F(z,) n-vél-
tozés eloszlasfliiggvényt, és a g fliggvényt az altala meghatarozott pp mérték szerint
integraljuk. Természetesen, ha ,,szép” fliggvényeket integralunk, akkor az itt szerepld
Lebesgue integralok helyettesithetéek a veliik egyenlé Riemann—Stieltjes integralokkal.

Annak érdekében, hogy lassuk, hogy a fenti megjegyzés hasznos oldjuk meg a
kovetkezd feladatot.

Feladat:

Legyenek Fi(x),..., F,(x) egyvaltozos eloszlasfiiggvények. Ekkor az F(z1,...,x,) =
Fi(xy) - Fy(xy,) fliggvény n-valtozds eloszlasfiiggvény.

Most megismételiink néhany a bevezetd valdszintiségszamitas eldadasban szereplo
fontos fogalmat és eredményt.

Valészintliségi valtozdk fiiggetlenségének a definicidja. Legyenek &1, ..., &, va-
loszindiségi vdltozok egy (2, A, P) valdsziniségi mezén. Azt mondjuk, hogy ezek a vald-
szintdségr valtozok figgetlenek, ha minden x1,...,x, valds szdmra

P<£1 <$1,...,§n<$n)zp<§1 <$1)"'P(fn<l‘n).

Ennek a fogalomnak a tobbdimenzids valtozata a kovetkezo:

Tobbdimenzios valdsziniliségi valtozok fiiggetlenségének a definicidja. Le-
gyenek €N = (&4,...,608), .., € = (&ua,. . Enr), k-dimenzids valdszindisé-
gi vdltozok (vektorok) egy (2, A, P) wvalészintiségi mezén. Azt mondjuk, hogy ezek a
valdszintiséqi vektorok figgetlenek, ha tetszéleges z(V) = (11,5 T1k),s - s ™ =
(Tn1s--sTnk), k-dimenzids vektorokra

P&ii<zia, - &n<Zig s §ng <Tnis-- s &nk < Tnk)
=P (51,1 <Z11,-.-. ;gl,k < $17]€) - P (fn,1 < ZTnl,--- ,gn,k < xn,k) .

Valészintliségi valtozdk végtelen sorozatanak fiiggetlensége. Legyen £1,&o,. ..
(egy vagy tébb-dimenzids) valdsziniségi vdltozok sorozata egy (€2, A, P) wvaldsziniiségi
mezén. Azt mondjuk, hogy ezek a valdsziniiségi valtozok fiiggetlenek, ha minden n egész
szamra a &1, ..., &, valdsziniségi vdltozok figgetlenek.

Kimondunk néhany eredményt, melyek a Fubini tétel kovetkezményei.
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Tétel A. Legyenek &q,...,&, flggetlen valosziniiségi vdltozok, By, ..., B, a szamegye-
nes Borel mérhetd részhalmazai. FEkkor

P(& € Bi,....&n € By) = P(& € B1) - P(&n € By).

Tétel B. Legyenek &1, ..., &, figgetlen k-dimenzios) valdsziniiségi vdltozok, (k tetszd-
leges pozitiv egész szdm, €s g1,...,Ggn valos értéki fliigguvények a k-dimenzios euklidészi
téren. Ekkor

E(91(61(w) -~ gn(6n(w))) = Egi(&1(w)) - - Egn(&n(w))-

A fenti azonossdg gy értendd, hogy amennyiben az eqyik oldalon szerepld kifejezés
értelmes, akkor a madsik oldalon szereplo kifejezés is értelmes, és eqyenlo vele.

Feladat:
Mutassuk meg, hogy a Tétel A. kovetkezik a Tétel B.-bol.

Felidéziink néhany tovabbi eredményt és fogalmat a bevezetd valdszintiségszamitas
el6adéasbol.

Tétel. Legyenek &1, ...,&n,Ent1s-- -, Entk fliggetlen valdszindiségi valtozok egy Q, A, P)

valdsziniségi mezén, f(x1,...,xy) tetszdleges (mérhetd) k-valtozds fiigguény. Definidl-
guk azn = f(&nt,y- .-, Entk) valdszinidségi valtozot, amelyik nem figg az elsén &1, ..., &,
valoszintségi valtozotol. Ekkor a &1, ..., &y, n valdsziniségi valtozok fuggetlenek.
Feladat:

Bizonyitsuk be a fenti tételt a Fubini tétel segitségével.
Felidézziik a kovetkezo fogalmakat és eredményeket is.

A szérasnégyzet definicidja: Legyen & olyan valdszindséqgi vdltozo, melyre E€? < oo.
Ekkor a & valdsziniiséqgi vdltozo szordsnégyzetét az

Varé = E (§ — E¢)?

képlet definidlja. Ha EE? = oo akkor a Var & szérdsnégyzetet nem definidljuk vagy azt
mondjuk, hogy Var § = oo.

A kovarianciafiiggvény definicidja. Legyen & és n két valosziniiségi valtozo, melyek

mindegyikének létezik szdérdsnégyzete, azaz EE? < oo és En? < oo. FEkkor a & és
kovariancifiigguényét Cov (§,n)-t a

Cov (§,n) = E[(§ — E&)(n — En)]
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kifejezés definidlja. Ha a EE? < oo és En? < oo feltételek valamelyike nem teljestiil,
akkor nem definidljuk a
Cov (§,m) = Eén — E{En.

Cov (§,7m) kovariancifiigguényt.

Lemma.
Var§ = BE? — (E€)?,  Cov (¢,m) = E&n — EEED.

EE{En| < \/EE2EN?.

Tétel. Ha &1,&,...,&, figgetlen valosziniségi valtozok, cq,ca,...,cp valos szamok,

akkor

Tovdbbd, (E€)* < E€2, és

Var (c1€1 + coby + - 4 cn€y) = A Varéy + ca3Varés + -+ + 2 Var&,.

Altaldnosabban, ha &1, ..., &, tetszdleges valosziniiségi valtozok ugyanazon a valoszini-
ségi mezon, melyek mindegyikének létezik szorasnégyzete, cq, ..., c, valos szamok, akkor

Var (Y ;& | =Y Varg;+2 Y ¢ien(BE & — B EG)
j=1

j=1 1<j<k<n

= Zc?Varfj +2 Z cjcr, Cov (&5, &)
j=1

1<j<k<n

=Y AVarg+ > cierCov(&, &)
j=1 1<j,k<n, j#k
Feladat:

Bizonyitsuk be a lemmaban szerepld (Eﬁ)2 < E€? és |EEEN| < \/E£2En? egyenlbtlensé-
geket, melyeket egyébként Schwarz vagy Cauchy—Schwartz egyenlotlenségnek is szoktak
nevezni.

Feladat:

Mutassunk példat olyan &q,...,&, valdszintiségi valtozokra, melyek nem fiiggetlenek,
viszont teljesitik a Cov (§;, &) = 0 azonossdgot minden 1 < j < k < n szdmpdrra, ezért

Var (¢1&1 + 6o + -+ + ¢nén) = C%V&I‘f1 + c%Var o+ -+ ciVar &n
minden valos ¢y, ..., ¢, szadmsorozatra.

Feladat:

Mutassunk példat hdrom olyan &;1,&s,&3 (nem filiggetlen) valdszintiségi valtozora, me-
lyekre E€1§2 = E&E s, E&1&s = EGES, E&ls = EGES, de EG&HEs # E&EGES.
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A Markov és Csebisev egyenlotlenség. Legyen & nem negativ valdsziniségi valtozo,
azaz olyan valdszintségi valtod, melyre P(§ > 0) = 1. Ekkor
E¢

P(&Z:C)S?

minden X > 0 szdmra. (Ez a Markov egyenlétlenség.)

Legyen & olyan valdsziniségi vdltozd, melyre EE? < oo. Ekkor
Var ¢
P(¢ - Be| 2 ) <~

minden x > 0 szdmra. Ez a Csebisev egyenlitienség.

A Csebisev egyenl6tlenség kovetkezménye. Legyenek &q,...,&, figgetlen valo-
szintségi valtozok, melyek mindegyike teljesiti az E§; < oo, 1 < j < n, feltételt. E
valosziniségi vdltozok dtlaga tetszoleges € > 0 szamra teljesiti az alabbi egyenlotlenséget:

. Var (i fj) i Var §;
Pl D& -Eg)|>¢] < - L :

n “
Jj=1

n2e2 n2e2

Felidézziik két stirtiségfiiggvény konvoluciéjanak a fogalmat, illetve azt az ered-
ményt, mely megadja, hogyan lehet két fliggetlen (siirtiségfiiggvénnyel rendelkezd) va-
16szintiségi valtozo Gsszegének a stirtiségfiiggvényét kiszamolni konvolucié segitségével.
Megjegyzem, hogy ez az eredmény is (melynek bizonyitasat elhagyom), a Fubini tételen
alapul. Ugyanis a Fubini tétel lehet6vé teszi, hogy két fiiggetlen valdszintiségi valtozéd
Osszegének az eloszlasffiggvényét felirjuk az eloszlasfiiggvények szorzata szerinti in-
tegrél segitségével, majd ezt differenidlva megkapjuk a striiségfiiggvényt. Ezen eljarast
végrehajtva, alkalmas helyettesitések segitségével némi szamolassal megkapjuk az alabb
megfogalmazott eredményt.

(Stirtiség)fiiggvények konvoluciéjanak a definicidja. Legyen f(-) és g(-) két siri-
ségfdggvény a szdmegyenesen, dltaldnosabban integrdalhato fliggvények, azaz tegyik fel,

hogy [ |f(u)ldu < oo és [7_|g(u)|du < co. Az f(-) és g(-) figgvények f = g(-)
konvolucw]a az

/ fwg(z —u)du, —oo <z < o0,

figguény.

Megjegyzés: Egyszerii (lineéris) transzforméciéval kapjuk, hogy a konvoluciét mésképp
is kiszamolhatjuk. Ez mutatja, hogy a konvoluciéban résztvevo fiiggvények szimmetri-

kus szerepet jatszanak.
— [ swgte-wydu= [tz - w)gu)du

:/oof<§—u>g<g+u> du, —oo <z < 00.
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Tétel fiiggetlen valdszintiiségi valtozdok Osszegének a sturiliségfiiggvényérol.
Legyen & és n két fiiggetlen valdsziniiségi vdltozo f(-) és g(-) striségfiiggvénnyel. Ekkor
a &+ n osszegnek is létezik striségfiggvénye, és az az

f*g(a:):/_oo fwg(x —u)du, —oo<z< o0

fugguény.
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