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Feltételes valósźınűség és várható érték (második rész)

Az alábbi tételben felsorolom a feltételes várható érték legfontosabb tulajdonságait.
Érdemes észreveni, hogy ezek a tulajdonságok megfelelnek a szemléletes képünknek.
Olyan tényeket fejeznek ki például, hogy amennyiben a feltételben szereplő F σ-algebra
független a ξ valósźınűségi változótól, aminek a feltételes várható értékét számoljuk,
akkor ez semmi információt nem ad, ezért a feltételes várható érték megegyezik a várhtó
értékkel (5. tulajdonság). Ha viszont a ξ valósźınűségi változó F mérhető, akkor F
ismeretében őt is ismerjük, ezért feltételes várható értéke megegyezik a valódi értékével,
sőt amennyiben egy ξη szorzat feltételes várható értékét számoljuk, akkor kiemelhető a
feltételes várható érték elé. (6. tulajdonság.)

Rögźıtsünk egy (Ω,A, P ) t, és legyen F ⊂ A az ebben a valósźınűségi mezőben
szereplő A σ-algebra rész-σ-algebrája. Az alábbi tulajdonságokban szereplő valósźınű-
ségi változók az előbb rögźıtett valósźınűségi mezőn vannak értelmezve.

Tétel a feltételes várható érték tulajdonságairól.

1. Ha
∞
∑

k=1

|ak|E|ξk| < ∞, F ⊂ A tetszőleges σ-algebra, akkor

E

(

∞
∑

k=1

akξk

∣

∣

∣

∣

∣

F

)

(ω) =
∞
∑

k=1

akE(ξk|F)(ω) majdnem minden ω ∈ Ω pontban.

2. Ha E|ξ| < ∞, G ⊂ F ⊂ A tetszőleges σ-algebrák, akkor E (E(ξ|F)|G) (ω) =
E(ξ|G)(ω) majdnem minden ω ∈ Ω pontban. Speciálisan E (Eξ|F) = Eξ.

3. Ha ξ olyan valósźınűségi változó, melyre P (a ≤ ξ ≤ b) = 1 alkalmas −∞ < a <

b < ∞ számokkal, F ⊂ A σ-algebra, akkor a ≤ E(ξ|F)(ω) ≤ b majdnem minden
ω ∈ Ω pontban. Általánosabban, ha ξ(ω) ≥ η(ω) majdnem minden ω ∈ Ω pontban,
akkor E(ξ|F)(ω) ≥ E(η|F)(ω) majdnem minden ω ∈ Ω pontban.

4. E(ξ|A)(ω) = ξ(ω), ahol A a valósźınűségi mező definiciójában szereplő ,,legna-
gyobb” σ-algebra. Ha A0 jelöli a triviális σ-algebrát, amelyik csak az Ω és ∅ üres
halmazból áll, akkor E(ξ|A0)(ω) = Eξ.

5. Ha E|ξ| < ∞, F ⊂ A, a ξ valósźınűségi változó független az F σ-algebrától, azaz
ha tetszőleges F ∈ F és a számegyenesen lévő Borel mérhető B ⊂ R1 halmazokra,
P ({ω : ξ(ω) ∈ B} ∩ F ) = P ({ω : ξ(ω) ∈ B})P (F ), akkor E(ξ|F)(ω) = Eξ.

6. Ha Eξ2 < ∞, Eη2 < ∞, F ⊂ A, a ξ valósźınűségi változó F σ-algebrára mérhető
valósźınűségi változó, azaz tetszőleges a számegyenesen lévő Borel mérhető B ⊂ R1

halmazra, {ω : ξ(ω) ∈ B} ∈ F , akkor E(ξη|F)(ω) = ξ(ω)E(η|F)(ω) majdnem
minden ω ∈ Ω pontban.

A Tétel bizonýıtása. Az 1. tulajdonság bizonýıtásához azt kell belátni, hogy minden
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F ∈ F halmazra

∫

F

(

∞
∑

k=1

akE(ξk|F)(ω)

)

P ( dω) =

∫

F

(

∞
∑

k=1

akξk)(ω)

)

P ( dω).

Ez az álĺıtás viszont igaz, mert a feltételes várható érték definiciója és az integrál
alapvető tulajdonságai alapján

∫

F

(

∞
∑

k=1

akE(ξk|F)(ω)

)

P ( dω) =
∞
∑

k=1

ak

∫

F

E(ξk|F)(ω)P ( dω)

=

∞
∑

k=1

ak

∫

F

ξk(ω)P ( dω) =

∫

F

(

∞
∑

k=1

akξk(ω)

)

P ( dω).

A 2. tulajdonság első álĺıtásának belátásához azt kell ellenőrizni, hogy az adott feltételek
mellett minden G ∈ G halmazra

∫

G

ξ(ω)P ( dω) =

∫

G

E(ξ|F)(ω)P ( dω),

mert a feltételes várható érték definiciója alapján

∫

G

E(ξ|F)(ω)P ( dω) =

∫

G

E(E(ξ|F)|G)(ω)P ( dω)).

A ḱıvánt azonosság viszont igaz, mert az adott feltételek mellett G ∈ G. A második
álĺıtás belátása érdekében tekintsük a triviális csak a teljes és üres halmazból álló A0 =
{∅,Ω} σ-algebrát, és vegyük észre, hogy A0 ⊂ F minden a valósźınűségi mezőn definiált
F σ-algebrára, másrészt E(η|A0) = Eη tetszőleges η valósźınűségi változóra. Innen
EE(ξ|F) = E(E(ξ|F)|A0) = E(ξ|A0) = Eξ.

A 3. tulajdonság azért érvényes, mert, ha ξ(ω) ≥ η(ω) majdnem minden ω ∈ Ω pontban,
akkor

∫

F

E(ξ|F)(ω)P ( dω) =

∫

F

ξ(ω)P ( dω) ≥

∫

F

η(ω)P ( dω) =

∫

F

E(η|F)(ω)P ( dω)

minden F ∈ F halmazra. Innen következik, hogy az

F0 = {ω : E(ξ|F)(ω) < E(ξ|F)(ω)} ∈ F

halmazra P (F0) = 0. Ellenkező esetben ugyanis nem teljesülne a fenti egyenlőtlenség
az F0 = F halmazra. Mivel az azonosan konstans függvények feltételes várható értékei
önmagukkal egyenlő, ezért, ha a ≤ ξ ≤ b egy valósźınűséggel, akkor

a = E(a|F) ≤ E(ξ|F) ≤ E(b|F) = b.
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A 4. tulajdonság bizonýıtása triviális, ezért azt elhagyom.

Az 5. tulajdonság bizonýıtásához azt kell belátni, hogy ha F ∈ F , és az F σ-algebra
független a ξ valósźınűségi változótól, akkor

∫

F

ξ(ω)P ( dω) =

∫

F

Eξ(ω)P ( dω) = P (F )Eξ.

Viszont ebben az esetben az F halmaz IF (ω) indikátor függvénye független a ξ(ω)
valósźınűségi változótól, ezért

∫

F
ξ(ω)P ( dω) = EIF (ω)ξ(ω) = EIF (ω)Eξ = P (F )Eξ.

Az 6. tulajdonság bizonýıtásához azt kell belátni, hogy ha Eξ2 < ∞, Eη2 < ∞ és ξ F
mérhető valósźınűségi változó, akkor minden F ∈ F halmazra

∫

F

ξ(ω)E(η|F)(ω)P ( dω) =

∫

F

ξ(ω)η(ω)P ( dω).

Abban az esetben, ha a ξ valósźınűségi változó egy B F mérhető halmaz indikátor
függvénye, akkor ez az álĺıtás nyilvánvaló, mert ekkor B ∩ C ∈ F , ezért

∫

F

ξ(ω)E(η|F)(ω)P ( dω) =

∫

F∩B

E(η|F)(ω)P ( dω)

∫

F∩B

η(ω)P ( dω) =

∫

F

ξ(ω)η(ω)P ( dω).

Ezután az 1. tulajdonságból következik, hogy a bizonýıtandó azonosság érvényes olyan
ξ(ω) =

∑

cjIBj
(ω) lépcsős függvényekre is, melyeket véges sok Bj ∈ F halmaz in-

dikátorfüggvényének lineáris kombinációjaként kapunk. Mivel tetszőleges F mérhető
ξ valósźınűségi változó jól approximálható ilyen lépcsős függvényekkel, innen standard
határátmenettel be lehet látni az álĺıtást. Ennek részleteit elhagyom.

Megfogalmazom és bebizonýıtom a fenti álĺıtások egy érdekes következményét az
alábbi tételben.

Tétel. Legyen adva egy ξ valósźınűségi változó, melyre Eξ2 < ∞, és egy F σ-algebra,
F ⊂ A egy (Ω,A, P ) valósźınűségi mezőn. Ekkor az E(ξ|F) feltételes valósźınűségnek
megvan a következő optimum tulajdonsága:

E [ξ(ω) − E(ξ(ω)|F)]
2

= inf
η F mérhető

valósźınűségi változó, Eη2<∞

E(ξ(ω) − η(ω))2.

1. megjegyzés: A fenti tétel azt fejezi ki, hogy ha a ξ valósźınűségi változót az F
σ-algebra eseményeitől függő valósźınűségi változóval, azaz F mérhető valósźınűségi
változóval akarjuk becsülni, és a becslés jóságát úgy mérjük, hogy véve a becsült
ξ valósźınűségi változó és a becslésre használt valósźınűségi változó különbségének a
négyzetét, e kifejezés várható értéke legyen minél kisebb, akkor az E(ξ|F) feltételes
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várható érték az optimális becslés. Jegyezzük meg, hogy a bevezető valósźınűség-
számı́tás előadásban szerepelt egy eredmény, amelyik a fenti álĺıtás speciális esetének
tekinthető. Nevezetesen beláttuk, hogy Var ξ = E(ξ − Eξ)2 ≤ E(ξ − a)2 tetszőleges
a valós számra. Ha definiáljuk azt a triviális F0 = {∅,Ω} σ-algebrát, amelyik csak az
üres halmazból és a biztos eseményből áll, akkor erre a σ-algebrára csak a konstans
függvények mérhetők, és erre a F0 σ-algebrára nézve E(ξ|F0) = Eξ. Ezért az előbb
megfogalmazott tétel az ebben a megjegyzésben megfogalmazott álĺıtást jelenti ebben
a speciális esetben.

2. megjegyzés: Az (Ω,A, P ) téren mérhető és négyzetesen integrálható függvények
(valósźınűségi változók) egy úgynevezett L2 teret alkotnak, ami Hilbert tér és a F
mérhető, négyzetesen integrálható függvények e tér egyik alterét alkotják. Ebben az
interpretációban a fenti eredmény azt mondja ki, hogy a Hilbert tér egy ξ eleméhez az
ennek az altérnek legközelebbi eleme az E(ξ|F) valósźınűségi változó. A Hilbert terek
úgy képzelhetőek el, mint (esetleg) végtelen dimenziós euklideszi terek. Tudjuk, hogy
egy euklideszi térben egy ponthoz egy altérben levő pontok közül a legközelebbi pont
e pont merőleges vetülete az altérre, továbbá ez a tulajdonság érvényes Hilbert terekre
is. Az alább ismertetett bizonýıtás tulajdonképpen ezen geometriai kép által sugallt
módszer kidolgozása a most vizsgált esetben.

A tétel bizonýıtása. Legyen η tetszőleges F mérhető négyzetesen integrálható függvény.
Belátjuk, hogy

E(η(ω)(ξ(ω) − Eξ|F)(ω)) = 0 azaz Eη(ω)ξ(ω) = E(η(ω)E(ξ|F)(ω)).

(Ez jelenti azt, hogy ξ(ω) − E(ξ|F(ω)) a ξ(ω) ortogonális vetülete a F mérhető és
négyzetesen integrálható függvények alterére.) Ez az álĺıtás azért igaz, mert

E(η(ω)ξ(ω)) = E(E(ηξ|F)(ω) = Eη(ω)E(ξ|F)(ω)

a feltételes várható érték előző tételben megfogalmazott 2. és 6. tulajdonságai alapján.
Innen tetszőleges η F mérhető, négyzetesen integrálható függvényre

E(η − ξ)2 = E ((η − Eξ|F) + (E(ξ|F) − ξ))
2

= E(η − Eξ|F)2 + E (E(ξ|F) − ξ)
2

+ 2E(η − Eξ|F))(E(ξ|F) − ξ))

= E(η − Eξ|F)2 + E (E(ξ|F) − ξ)
2 ≥ E(η − Eξ|F)2,

mert E(η − Eξ|F))(E(ξ|F) − ξ)) = Eη(E(ξ|F) − ξ)) − EEξ|F)(E(ξ|F) − ξ)) = 0, és
ezt kellett belátni.

Az előző tételben megfogalmazott eredmény fontos mind a valósźınűségszámı́tás-
ban, mind a statisztikában. A statisztikában alapvető kérdés az, hogy hogyan lehet egy
ismeretlen mennyiséget (jelen esetben egy valósźınűségi változót) ismereteink alapján
(jelen esetben a F σ-algebra, illetve annak ismeretében, hogy ezek mely részhalmazai
következtek be, és melyek nem) minél jobban megbecsülni. A becslés jóságának termé-
szetes mérése az, hogy milyen kicsi a becsült és becsülendő mennyiség közötti különbség
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négyzetének a várható értéke. A fenti eredményt úgy lehet interpretálni, hogy az
E(ξ|F)(ω) feltételes várható érték a ξ(ω) valósźınűségi változó legjobb közeĺıtése vala-
mely F mérhető valósźınűségi változóval (az L2(Ω,A, P ) térben). Egy komoly kellemet-
lenség, hogy a feltételes várható érték kiszámı́tása nagyon bonyolult feladat. Egy fontos
speciális esetben azonban, amikor normális eloszlású vektor bizonyos koordinátáinak
ismeretében a többi koordináta feltételes várható értékét akarjuk kiszámı́tani ez a
probláma viszonylag egyszerű. Erről szól a következő feladat. Csak azt a speciális
esetet tekintjük, maikor kétdimenziós normális eloszlású vektor egyik koordinátájának
a feltételes várható értékét akarjuk kiszámolni a másik koordináta ismeretében. De ezt
a feladatot viszonylag könnyen általánośıthatjuk.

Feladat:

Legyen (ξ, η) egy két-dimenziós normális eloszlású véletlen vektor. Számı́tsuk ki az
E(ξ|η) várható értéket.

Megoldás: Láttuk, (lásd a 9. előadáson szereplő 6. következményt a normális eloszlású
véletlen vektorokról, hogy ξ = aη + ζ alakban ı́rható, ahol az a konstans alkalmas

választásával (nevezetesen az a =
Cov (ξ, η)

Var η
választással) elérhető, hogy a ζ = ξ − aη

és η valósźınűségi változók függetlenek legyenek. Ezzel az a választással viszont

E(ξ|η) = E((aη + ζ)|η) = aE(η|η) + E(ζ|η) = aη + Eζ = a(η − Eη) + Eξ

=
Cov (ξ, η)

Var η
(η − Eη) + Eξ

a várható értéknek az előzó tételben szereplő 1. 5. és 6. tulajdonságai alapján.

Megjegyzés: Vegyük észre, hogy a fenti feladat eredménye szerint egy normális eloszlású
véletlen vektor egyik koordinátájának a feltételes várható értéke a feltételben szereplő
koordináta lineáris függvénye. Ez az álĺıtás érvényes az itt nem tárgyalt magasabb di-
menziójú normális vektorokra természetes módon megfogalmazható általánosabb prob-
léma esetében is. Láttuk, egy előző eredményben, hogy egy valósźınűségi változó
feltételes várható értéke feltéve bizonyos más valósźınűségi változókat megegyezik a te-
kintett valósźınűségi változónak a feltételben szereplő valósźınűségi változók seǵıtségével
megadható legjobb közeĺıtésével az L2 normában. A fenti feladat eredménye (illetve an-
nak itt meg nem fogalmazott magasabb dimenziós általánośıtása) azt mondja, hogy
abban a speciális esetben, ha egy normális vektor koordinátáinak a feltételes várható
értékét akarjuk kiszámolni feltéve más koordináták értékeit, akkor ez a legjobb L2-
normában vett közeĺıtés egyben a legjobb (a feltételben szereplő valósźınűségi változók-
kal kifejezhető) L2 normában vett lineáris közeĺıtés. E tény alapvető szerepet játszik
sok elméleti statisztikai vizsgálatban.

Amikor valósźınűségi változók függvényeinek (nem feltételes) várható értékét vizs-
gáltuk, nagy seǵıtséget jelentett az, hogy e várható értékeket ki tudtuk fejezni e valósźı-
nűségi változók eloszlásfüggvényei, pontosabban ezen eloszlásfüggvények által megha-
tározott Lebesgue–Stieltjes mérték szerinti (Lebesgue) integrál seǵıtségével. Felmerül a
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kérdés, nem lehet-e megfogalmazni és bebizonýıtani ezen eredménynek valamely termé-
szetes megfelelőjét a feltételes várható értékre. Erre a kérdésre pozit́ıv választ lehet adni,
de a vizsgálatban bizonyos nehézségek lépnek fel. E nehézségek azzal kapcsolatosak,
hogy a Lebesgue-féle integrált csak (σ-addit́ıv) mértékek szerint tudjuk definiálni, és
felmerül a kérdés, tudjuk-e definiálni ezeket a σ-addit́ıv feltételes eloszlásokat. Be lehet
látni, hogy ez lehetséges, de a bizonýıtás az általános esetben mély gondolatokat igényel,
és amellett a kapott eredmény egzisztencia tétel, tehát nem ad lehetőséget arra, hogy
a ḱıvánt feltételes várható értékeket effekt́ıve kiszámoljuk. Azt a tételt, mely az ilyen
vizsgálatokban alapvető a Kiegésźıtésben ismertetem bizonýıtás nélkül.

Viszont van egy olyan speciális eset, amelyikben mindent explicit módon ki tudunk
számolni. Ráadásul ez a speciális eset tartalmazza a klasszikus statisztikai vizsgálatok-
ban legfontosabb eseteket.

A matematikai statisztikában bizonyos vizsgálatokban szükség van feltételes elosz-
lásokkal való számolásra. Az itt felmerülő kérdések azonban egyszerűbbek. Olyan tipusú
kérdések merülnek fel, melyekben adott egy (ξ1, . . . , ξk, ξk+1, . . . , ξk+l) véletlen vektor,
melynek létezik f(x1, . . . , xk+l) sűrűségfüggvénye, és ki akarjuk számı́tani a

(ξ1, . . . , ξk, ξk+1, . . . , ξk+l)

véletlen vektor egy h(ξ1, . . . , ξk, ξk+1, . . . , ξk+l) függvényének feltételes várható értékét
a ξk+1 = xk+1, . . . , ξk+l = xk+l feltételek mellett. Ez azért egyszerűbb az előzőleg
vizsgált kérdéseknél, mert ebben az esetben a felmerülő feltételes eloszlásokat explicit
módon kiszámı́thatjuk. Azt álĺıtjuk, hogy ebben az esetben a (ξ1, . . . , ξk) feltételes
sűrűségfüggvénye feltéve a ξk+1 = xk+1, . . . , ξk+l = xk+l feltételeket

f(x1, . . . , xk|xk+1, . . . , xk+l) =
f(x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xk+l)

g(xk+1, . . . , xk+l)
,

ahol

g(xk+1, . . . , xk+l) =

∫

f(x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xk+l) dx1, . . . dxk,

azaz a (ξk+1, . . . , ξk+l) véletlen vektor sűrűségfüggvénye. Ez azt jelenti, hogy tetszőleges
Borel mérhető A ⊂ Rk halmazra

P ({ω : (ξ1(ω), . . . , ξk(ω)) ∈ A}|ξk+1(ω) = xk+1, . . . , ξk+l(ω) = xk+l)

=

∫

A

f(x1, . . . , xk|xk+1, . . . , xk+l) dx1 . . . dxk.

Annak igazolásához, hogy a fenti feltételes valósźınűségeket az adott módon lehet kiszá-
molni a (∗) formula alapján azt kell ellenőrizni, hogy minden A ⊂ Rk és B ∈ Rl Borel
mérhető halmazpárra

P ({ω : (ξ1(ω), . . . , ξk(ω)) ∈ A} ∩ {ω : (ξk+1(ω), . . . , ξk+l(ω)) ∈ B})

=

∫

B





∫

A

f(x1, . . . , xk|xk+1, . . . , xk+l) dx1 . . . dxk



 g(xk+1, . . . , xk+l) dxk+1 . . . dxk+l.
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Ez az azonosság viszont érvényes, mert

∫

B

[
∫

A

f(x1, . . . , xk|xk+1, . . . , xk+l) dx1 . . . dxk

]

g(xk+1, . . . , xk+l) dxk+1 . . . dxk+l

=

∫

A×B

f(x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xk+l) dx1 . . . dxk dxk+1 . . . dxk+l

= P ({ω : (ξ1(ω), . . . , ξk(ω)) ∈ A} ∩ {ω : (ξk+1(ω), . . . , ξk+l(ω)) ∈ B}) .

Be lehet látni, hogy egy h(x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xk+l) függvényre a

h(ξ1, . . . , ξk, ξk+1, . . . , ξk+l)|ξk+1 = xk+1, . . . , ξk+l = xk+l)

feltételes várható értéket ki lehet számolni a következő módon:

h(ξ1, . . . , ξk, ξk+1, . . . , ξk+l)|ξk+1 = xk+1, . . . , ξk+l = xk+l)

=

∫

h(x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xk+l)
f(x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xk+l)

g(xk+1, . . . , xk+l)
dx1 . . . dxk.

Ennek a formulának a bizonýıtását, mely úgy történhet, hogy azt előbb a legegy-
szerűbb h függvényekre, bizonýıtjuk, olyan h függvényekre, melyek

h(x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xk+l) = IA(x1, . . . , xk)IB(xk+1, . . . , xk+l)

alakban ı́rhatóak, ahol IA(·) és IB(·) egy k illetve l dimenziós mérhető halmaz indikátor
függvénye. Ezután bizonyos mértékelméleti eredmények felhasználásával bizonýıtható
az álĺıtás általános függvényekre alkalmas határátmenet seǵıtségével. Ennek részleteit
elhagyom. A fent tárgyalt formulák seǵıtségével be lehet bizonýıtani néhány érdekes
formulát a feltételes eloszlásokra, mint például a következő két feladat megoldását.

1. feladat:

Legyen ζ és η két független valósźınűségi változó, G(u, v) két-változós mérhető függvény.
Mutassuk meg, hogy EG(ζ, η)|η = y) = EG(ζ, y).

2. feladat:

Legyen (ξ, η) két-dimenziós normális eloszlású véletlen vektor. Mutassuk meg, hogy

P (ξ < x|η = y) = Φm,σ(x), m = Eξ +
Cov (ξ, η)(y − Eη)

Var η
és σ2 = Var ξ −

Cov (ξ, η)2

Var ξ
paraméterekkel, ahol Φm,σ(·) az m várható értékű és σ szórásű normális eloszlású való-
sźınűségi változó eloszlásfüggvénye.

Megjegyzés: Az 1. feladat álĺıtása heurisztikusan természetes. Ugyanis, ha η = y, akkor
G(ζ, η) = G(ζ, y) és mivel η és ζ független valósźınűségi változók, ezért η ismerete
semmilyen információt nem ad a ζ valósźınűségi változó viselkedéséről. Ez azt sugallja,
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hogy az EG(ζ, η)|η = y) feltételes várható értéket úgy kapjuk meg, hogy a G(ζ, y)
valósźınűségi változó várható értékét számoljuk ki a (ζ eredeti eloszlása szerint).

A 2. feladat álĺıtását az 1. feladat álĺıtásnak és annak a ténynek a seǵıtségével
tudjuk belátni, hogy egy két-dimenziós véletlen normális eloszlású vektor első koor-
dinátája kifejezhető a második koordináta és egy attól független normális eloszálású
valósźınűségi változó lineáris kombinációjaként. Vegyük észre, hogy a 2. feladat ered-
ménye szerint ξ feltételes eloszlása rögźıtett η = y feltétel esetén normális eloszlás,
amelynek szórása nem függ az η = y feltételtől.

Az 1. feladat megoldása: Legyen F (u) a ζ, H(y) az η valósźınűségi változó eloszlás-
függvénye. Ekkor EG(ζ, y) =

∫

G(u, y)F ( du), és azt kell belátnunk, hogy tetszőleges
Borel-mérhető A halmazra

∫

A

EG(ζ, y)H( dy) = EG(ζ, η)IA(η) =

∫

IA(y)

∫

G(u, y)F ( du)H( dy),

ahol IA(·) az A halmaz indikátorfüggvényét jelöli. Ez az azonosság viszont igaz, mert
alkalmazva a Fubini tételt a bizonýıtandó azonosság jobboldalán szereplő integrálra,
és először az x változó szerint integrálva a bizonýıtandó azonosság azt kapjuk, hogy a
belső integrál EG(ζ, y)-nal egyenlő. Innen látható, hogy a jobboldalon szereplő integrál
egyenlő a baloldalon szereplő kifejezéssel.

A 2. feladat bizonýıtása. Alkalmazzuk 9. előadáson szerepelt 6. következményt, és

tekintsük a ξ koordinátájának ξ = aη + ζ előálĺıtását a =
Cov (ξ, η)

Var η
választással. Ekkor

a ζ = ξ − aη és az η valósźınűségi változók függetlenek. Ezért P (ξ < x|η = y) =
P (aη+ζ < x|η = y) = P (ay+ζ < x) az 1. feladat eredménye alapján. (Ez az 1. feladat
eredményéből következik, ha azt a következő G(u, v) = Gx(u, v) függvényre alkalmaz-

zuk: G(u, v) = 1, ha u+av < x, és G(u, v) = 0, ha u+av ≥ 0, ahol a =
Cov (ξ, η)

Var η
.) Vis-

zont ζ normális eloszlású valósźınűségi változó Eξ − aEη = Eξ −
Cov (ξ, η)Eη

Var η
várható

értékkel és Var ξ+a2Var η−2aCov (ξ, η) = Var ξ−
Cov (ξ, η)2

Var ξ
szórásnégyzettel. Másrészt

Eay + ζ = ay + Eζ, és Var (ay + ζ) = Eζ, ahonnan következik a feladat b) része is.

Kiegésźıtés. A következő tétel bizonýıtását elhagyom. Ez nehezebb, mint a korábbi
eredmények vizsgálata, viszont néhány finomabb vizsgálatban nagyon hasznos.

Tétel a feltételes reguláris eloszlás létezéséről. Legyen (ξ1(ω), . . . , ξk(ω)) egy k-
dimenziós valósźınűségi vektor egy (Ω,A, P ) valósźınűségi mezőn, F ⊂ A σ-algebra.
Jelölje B a Borel σ-algebrát az Rk k-dimenziós euklideszi téren. A (ξ1(ω), . . . , ξk(ω))
véletlen vektornak létezik az F σ-algebra szerinti reguláris feltételes eloszlása, azaz meg
lehet adni egy olyan F (B,ω), F (B,ω) : B × Ω → R1, függvényt, melyre

i.) F (B, ·) minden B ∈ B halmazra F mérhető valósźınűségi változó.
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ii.) F (·, ω) minden ω ∈ Ω pontra valósźınűségi mérték az Rk k-dimenziós euklideszi
tér B σ-algebráján, azaz F (Rk, ω) = 1, 0 ≤ F (B,ω) ≤ 1 minden B ∈ B halmazra,

F

(

∞
⋃

k=1

Bk, ω

)

=
∞
∑

k=1

F (Bk, ω) minden diszjunkt Bk ∈ B, k = 1, 2, . . . , halmazokból

álló rendszerre.

iii.) F (B,ω) = P ((ξ1(ω), . . . , ξk(ω)) ∈ B|F) (ω) minden B ∈ B halmazra. Ez azt je-
lenti, hogy az F (B,ω) függvény tekinthető mint a csak majdnem minden ω ∈ Ω pontban
meghatározott P ((ξ1(ω), . . . , ξk(ω)) ∈ B|F) (ω) feltételes valósźınűség egyik verziója.

E tétel bizonýıtása nem triviális. Itt nem elég pusztán a feltételes valósźınűség
definicióját kihasználni, hanem a bizonýıtásban fontos szerepe van az euklideszi tér szép
topológiai tulajdonságainak is. A fő probléma az, hogy bár a feltételes várható érték 1.)
pontban megfogalmazott tulajdonsága alapján a ii.) pontban megkövetelt σ-additivitás
érvényes rögźıtett diszjunkt Bn ∈ B, n = 1, 2, . . . , halmazokra majdnem minden ω ∈ Ω
pontban ahhoz, hogy a ii.) pontban megfogalmazott álĺıtást belássuk szükségünk van
kontinum sok ilyen feltételt biztośıtani (majdnem) minden ω ∈ Ω pontban. Ez viszont
sokkal erősebb álĺıtás mint az 1.) pontban megfogalmazott tulajdonság.

Egy véletlen vektor függvényének a várható értékét ki lehet számolni mint en-
nek a függvénynek a véletlen vektor eloszlása szerinti integrált. A reguláris feltételes
eloszlásról szóló tétel azért hasznos, mert lehetővé teszi ennek az eredménynek a ter-
mészetes általánośıtását a feltételes várható érték kiszámíıtásáról. Ez a tartalma a
következő tételnek, melyet itt nem bizonýıtunk, bár a bizonýıtás, amelyik standard
módon elvégezhető nem túl nehéz. Ebben az eredményben nagyon fontos az, hogy a
reguláris feltételes eloszlás minden ω ∈ Ω pont esetén mérték, ezért minden ω ∈ Ω
pontban definiálhatunk az F (·, ω) reguláris eloszlás szerinti Lebesgue integrálokat.

Tétel. Legyen adva egy (Ω,A, P ) σ-algebra, azon egy F ⊂ A σ-algebra, egy ξ =
(ξ1, . . . , ξk) k-dimenziós és η = (η1, . . . , ηl) l-dimenziós véletlen véletlen vektor. Legyen
továbbá az (η1, . . . , ηk) véletlen vektor F mérhető, és jelölje F (B,ω), B ⊂ Rk Borel
mérhető függvény, ω ∈ Ω a (ξ1, . . . , ξk) véletlen vektor reguláris feltételes eloszlása
feltéve az F σ-algebrát. Legyen h(x1, . . . , xk, y1, . . . , yl) egy k+ l változós Borel mérhető
függvény, melyre E|h(ξ1, . . . , ξk, η1, . . . , ηl)| < ∞. Az E (h(ξ1, . . . , ξk, η1, . . . , ηl)|F) (ω)
feltételes várható értéket ki lehet számı́tani a következő képlet seǵıtségével:

E (h(ξ1, . . . , ξk, η1, . . . , ηl)|F) (ω)

=

[
∫

h(x1, . . . , xk, y1, . . . , yl)F (dx1, . . . , dxk, ω)

]

y1=η1(ω),...,yl=ηl(ω)

.
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