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2002. december 17.

Feltételes valSsziniiség és varhaté érték (mdasodik rész)

Az alabbi tételben felsorolom a feltételes varhato érték legfontosabb tulajdonsédgait.
Erdemes észreveni, hogy ezek a tulajdonsigok megfelelnek a szemléletes képiinknek.
Olyan tényeket fejeznek ki példéul, hogy amennyiben a feltételben szereplé F o-algebra
fiiggetlen a & valdszinliségi valtozétdl, aminek a feltételes varhatéd értékét szamoljuk,
akkor ez semmi informaciot nem ad, ezért a feltételes varhaté érték megegyezik a varhté
értékkel (5. tulajdonsdg). Ha viszont a & valészintliségi véaltozé F mérhetd, akkor F
ismeretében 6t is ismerjiik, ezért feltételes varhaté értéke megegyezik a valddi értékével,
sOt amennyiben egy &7 szorzat feltételes varhaté értékét szamoljuk, akkor kiemelhet6 a
feltételes varhaté érték elé. (6. tulajdonsag.)

Rogzitsiink egy (€2, A, P) t, és legyen F C A az ebben a valdsziniiségi mezSben
szerepl6 A o-algebra rész-o-algebrdja. Az alabbi tulajdonsidgokban szerepl6 valdszini-
ségi valtozdk az elobb rogzitett valoszinliségi mezon vannak értelmezve.

Tétel a feltételes varhato érték tulajdonsagairol.

1. Ha Y |ag|E|&k| < 0o, F C A tetszdleges o-algebra, akkor
k=1
E (Zakfk .7-") (w) = Z%E(Sk|f)(w) majdnem minden w € Q pontban.
k=1 k=1

2. Ha E|§] < o0, G C F C A tetszbleges o-algebrdk, akkor E (E({|F)|G) (w) =
E(&|G)(w) majdnem minden w € Q pontban. Specidlisan E (EE|F) = E.

3. Ha & olyan valdsziniségi valtozo, melyre P(a < & < b) = 1 alkalmas —o0 < a <
b < oo szamokkal, F C A o-algebra, akkor a < E(&|F)(w) < b majdnem minden

w € Q pontban. Altaldnosabban, ha &(w) > n(w) majdnem minden w € Q pontban,
akkor E(&|F)(w) > E(n|F)(w) majdnem minden w € 2 pontban.

4. E(¢|A)(w) = &(w), ahol A a valdszinilségi mezd definicidjaban szerepld ,,legna-
gyobb” o-algebra. Ha Ag jeloli a trividlis o-algebrdt, amelyik csak az Q és 0 dires

halmazbdl dll, akkor E(&|Ap)(w) = E.

5. Ha E|§| < o0, F C A, a & valdsziniiségi vdltozo figgetlen az F o-algebrdtdl, azaz
ha tetszéleges F' € F és a szdmegyenesen lévé Borel mérheté B C R halmazokra,
P{w: ¢{(w) € B}NF)=P({w: {(w) € B})P(F), akkor E({|F)(w) = E.

6. Ha E¢? < 00, En? < 0o, F C A, a & valdsziniiségi vdltozé F o-algebrdra mérhetd
valdszintiségi viltozo, azaz tetszéleges a szdmegyenesen lévé Borel mérheté B C R*
halmazra, {w: {(w) € B} € F, akkor E(&n|F)(w) = &(w)EMn|F)(w) majdnem

minden w € §2 pontban.

A Tétel bizonyitdsa. Az 1. tulajdonsig bizonyitasdhoz azt kell belatni, hogy minden
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F € F halmazra

/(ZakE(fk]]:)(w)> P(dw):/ <Zak§k)(w)) P(dw).
F \k=1 F\i=

Ez az &llitds viszont igaz, mert a feltételes varhaté érték definicidja és az integral
alapveto tulajdonsagai alapjan

/(Z%E(fk|7:)( ) (dw) Zak/ (&x|F) (w) P(dw)
F \k=1 k=1

=fj [ @) /(Zm) ).

A 2. tulajdonség elsé allitasdanak belatdasahoz azt kell ellenérizni, hogy az adott feltételek
mellett minden G € G halmazra

/ £(w)P(dw) = / (¢ F)(w)P(dw).
G G

mert a feltételes varhato érték definicidja alapjan

| B@P@)P(do) = [ BEEF)IG@)P(d),
G G

A kivant azonossag viszont igaz, mert az adott feltételek mellett G € G. A masodik
allitas belatasa érdekében tekintsiik a trividlis csak a teljes és lires halmazbdl all6 Ay =
{0,Q} o-algebrat, és vegyiik észre, hogy A9 C F minden a valdsziniiségi mezén definidlt
F o-algebrara, masrészt E(n|Ap) = En tetszbleges n valdsziniiségi valtozéra. Innen

EE(§|F) = E(E(§|F)|Ao) = E(£]Ao) = ES.

A 3. tulajdonsédg azért érvényes, mert, ha £(w) > n(w) majdnem minden w € €2 pontban,
akkor

[ B @Pde) = [ cwPtan = [ awptan = [ EaiFw P
minden F' € F halmazra. Innen kovetkezik, hogy az
Fo ={w: E(¢|F)(w) < E(¢|F)(w)} € F

halmazra P(Fy) = 0. Ellenkez6 esetben ugyanis nem teljesiilne a fenti egyenlétlenség
az Fy = F halmazra. Mivel az azonosan konstans fliggvények feltételes varhato értékei
onmagukkal egyenlo, ezért, ha a < & < b egy valészintiséggel, akkor

= E(a|F) < E(¢|F) < EQF) = 0.
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A 4. tulajdonsag bizonyitasa trivialis, ezért azt elhagyom.

Az 5. tulajdonsag bizonyitasahoz azt kell beldatni, hogy ha F' € F, és az F o-algebra
fiiggetlen a £ valdszintliségi valtozotol, akkor

/Ff(w)P(dw) = /FEﬁ(w)P(dw) = P(F)EE.

Viszont ebben az esetben az F halmaz Ir(w) indikdtor fiiggvénye fiiggetlen a &(w)
valészintiségi valtozétdl, ezért [, &(w)P(dw) = Elp(w)é(w) = Elp(w)E¢ = P(F)EE.

Az 6. tulajdonsig bizonyitdsahoz azt kell beldtni, hogy ha E¢? < oo, En? < 0o és & F
mérhet6 valdszintiségi valtozo, akkor minden F' € F halmazra

§(w)E(n|F)(w)P(dw) §(w dw).
J s gAC

Abban az esetben, ha a £ valdszintiségi valtozo egy B F mérheté halmaz indikator
fiiggvénye, akkor ez az 4allitds nyilvanvald, mert ekkor BN C' € F, ezért

/ W EMF)w)P(dw) = | E@|F)(w)P(dw)

FNB

/FmB n(w)P(dw) = /F £(w)n(w)P( dw).

Ezutan az 1. tulajdonsagbdl kovetkezik, hogy a bizonyitandé azonossag érvényes olyan
§(w) = > cjIp,(w) lépcsds fiiggvényekre is, melyeket véges sok B; € F halmaz in-
dikatorfiiggvényének linedris kombinacidjaként kapunk. Mivel tetszéleges F mérhetd
& valdszintiségi valtozo jol approximéalhato ilyen 1épcsos fliggvényekkel, innen standard
hataratmenettel be lehet latni az allitast. Ennek részleteit elhagyom.

Megfogalmazom és bebizonyitom a fenti allitdsok egy érdekes kovetkezményét az
alabbi tételben.

Tétel. Legyen adva eqy & valdszindségi viltozo, melyre EE? < oo, és eqy F o-algebra,
F C A egy (2, A, P) valdsziniiségi mezén. Ekkor az E(&|F) feltételes valdsziniiségnek
megvan a kovetkezo optimum tulajdonsdga:

E[¢(w) - EEW)F) = inf E(§(w) — n(w))*.

n F mérhetd
valdsziniliségi valtozé, E772<oo

1. megjegyzés: A fenti tétel azt fejezi ki, hogy ha a £ valdszintiségi valtozét az F
o-algebra eseményeitdl fiiggd valdsziniiségi valtozdval, azaz F mérheto valoszinliségi
valtozéval akarjuk becsiilni, és a becslés josagat tgy mérjik, hogy véve a becsiilt
& valdszintliségi valtozo és a becslésre hasznalt valdszintiségi valtozé kiilonbségének a
négyzetét, e kifejezés varhaté értéke legyen minél kisebb, akkor az E(&|F) feltételes
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varhaté érték az optimalis becslés. Jegyezzilk meg, hogy a bevezetd valdszinliség-
szamitas el6adasban szerepelt egy eredmény, amelyik a fenti allitas specidlis esetének
tekinthet6. Nevezetesen belattuk, hogy Varé = E(€ — E¢)? < E(€ — a)? tetsz6leges
a valés szamra. Ha definidljuk azt a trividlis Fo = {0,Q} o-algebrat, amelyik csak az
iires halmazbdl és a biztos eseménybol all, akkor erre a o-algebrara csak a konstans
fiiggvények mérheték, és erre a Fy o-algebrara nézve E(£|Fy) = E{. Ezért az elébb
megfogalmazott tétel az ebben a megjegyzésben megfogalmazott allitast jelenti ebben
a specialis esetben.

2. megjeqyzés: Az (Q, A, P) téren mérhetd és négyzetesen integralhat6 fiiggvények
(valésziniiségi véltozdk) egy tgynevezett Lo teret alkotnak, ami Hilbert tér és a F
mérhetd, négyzetesen integralhaté fiiggvények e tér egyik alterét alkotjak. Ebben az
interpretaciéban a fenti eredmény azt mondja ki, hogy a Hilbert tér egy & eleméhez az
ennek az altérnek legkozelebbi eleme az E(£|F) valoszintiségi valtozé. A Hilbert terek
ugy képzelhetdek el, mint (esetleg) végtelen dimenziés euklideszi terek. Tudjuk, hogy
egy euklideszi térben egy ponthoz egy altérben levé pontok koziil a legkozelebbi pont
e pont merdleges vetiilete az altérre, tovabba ez a tulajdonsag érvényes Hilbert terekre
is. Az aldbb ismertetett bizonyitds tulajdonképpen ezen geometriai kép &ltal sugallt
modszer kidolgozasa a most vizsgalt esetben.

A tétel bizonyitdasa. Legyen n tetszéleges F mérhet6 négyzetesen integralhaté fliggvény.
Belatjuk, hogy

E(n(w)(§(w) — E¢|F)(w)) =0 azaz  En(w)é(w) = E(n(w)E(E|F)(w)).

(Ez jelenti azt, hogy &(w) — E(|F(w)) a £(w) ortogonalis vetiilete a F mérhetd és
négyzetesen integralhaté fiiggvények alterére.) Ez az allitds azért igaz, mert

E(n(w)é(w)) = E(EME|F)(w) = En(w)E(¢|F)(w)

a feltételes varhato érték el6zo tételben megfogalmazott 2. és 6. tulajdonsigai alapjan.
Innen tetszdleges n F mérhetd, négyzetesen integralhaté fiiggvényre

E(n—€)? = E((n— E¢F) + (B(E|F) - €))°
= E(n — E¢|F)* + E(E(|F) — €)® + 2E(n — E¢|F))(E(E|F) —€))
— E(

E(

n— E€|F)? + E(E(EF) - €)° > E(n — E¢|F)?,

mert E(n — E¢|F))(E(E|F) — &) = En(E(£|F) — €)) — EEEF)(E(E|F) —€) =0, és
ezt kellett belatni.

Az el6z6 tételben megfogalmazott eredmény fontos mind a valdszinliségszamitas-
ban, mind a statisztikdban. A statisztikaban alapveto kérdés az, hogy hogyan lehet egy
ismeretlen mennyiséget (jelen esetben egy valdszintiségi valtozot) ismereteink alapjén
(jelen esetben a F o-algebra, illetve annak ismeretében, hogy ezek mely részhalmazai
kovetkeztek be, és melyek nem) minél jobban megbecsiilni. A becslés josaganak termé-
szetes mérése az, hogy milyen kicsi a becsiilt és becsiillendé mennyiség kozotti kiilonbség
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négyzetének a varhatéd értéke. A fenti eredményt gy lehet interpretdlni, hogy az
E(&|F)(w) feltételes varhaté érték a &(w) valdszintliségi valtozd legjobb kozelitése vala-
mely F mérhet6 val6szintiségi valtozdval (az Lo(€2, A, P) térben). Egy komoly kellemet-
lenség, hogy a feltételes varhaté érték kiszamitdasa nagyon bonyolult feladat. Egy fontos
specidlis esetben azonban, amikor normélis eloszlasi vektor bizonyos koordinatainak
ismeretében a tobbi koordinata feltételes varhatéd értékét akarjuk kiszamitani ez a
problama viszonylag egyszeri. Errdl szol a kovetkezo feladat. Csak azt a specidlis
esetet tekintjiik, maikor kétdimenziés normalis eloszlastu vektor egyik koordinatajanak
a feltételes varhato értékét akarjuk kiszamolni a masik koordinata ismeretében. De ezt
a feladatot viszonylag kénnyen altalanosithatjuk.

Feladat:

Legyen (£,m) egy két-dimenzids normdlis eloszlasu véletlen vektor. Szdmitsuk ki az
E(&|n) varhato értéket.

Megoldas: Lattuk, (ldsd a 9. el6adédson szerepld 6. kovetkezményt a normalis eloszlasi
véletlen vektorokrdl, hogy & = an + ¢ alakban irhatd, ahol az a konstans alkalmas

Cov (§,1)

Varn
és n valdészintliségi valtozok fliggetlenek legyenek. Ezzel az a vélasztassal viszont

E(&ln) = E((an +¢)n) = aE(nln) + E(C|n) = an + EC = a(n — En) + E¢

_ Cov(&m),
= Vary (n— En) + E¢

vélasztdsdval (nevezetesen az a = vélasztéassal) elérhetd, hogy a ¢ = £ — an

a varhaté értéknek az el6z6 tételben szerepld 1. 5. és 6. tulajdonsagai alapjan.

Megjegyzés: Vegyik észre, hogy a fenti feladat eredménye szerint egy normalis eloszlasu
véletlen vektor egyik koordinatajanak a feltételes varhato értéke a feltételben szerepld
koordindta linearis fliggvénye. Ez az allitas érvényes az itt nem targyalt magasabb di-
menzioju normalis vektorokra természetes médon megfogalmazhaté dltalanosabb prob-
léma esetében is. Lattuk, egy el6z6 eredményben, hogy egy valdszintiségi valtozéd
feltételes varhaté értéke feltéve bizonyos més valdszintiségi valtozokat megegyezik a te-
kintett valdszintliségi valtozénak a feltételben szereplo valdszintiségi valtozok segitségével
megadhaté legjobb kozelitésével az L, normaban. A fenti feladat eredménye (illetve an-
nak itt meg nem fogalmazott magasabb dimenziés altaldnositdsa) azt mondja, hogy
abban a specidlis esetben, ha egy normalis vektor koordindtdinak a feltételes varhaté
értékét akarjuk kiszamolni feltéve mds koordinatak értékeit, akkor ez a legjobb Lo-
normaban vett kozelités egyben a legjobb (a feltételben szerepl6 valdszintiségi valtozok-
kal kifejezhetd) Lo normaban vett linedris kozelités. E tény alapvetd szerepet jatszik
sok elméleti statisztikai vizsgalatban.

Amikor valdsziniiségi valtozdk fiiggvényeinek (nem feltételes) varhaté értékét vizs-
galtuk, nagy segitséget jelentett az, hogy e varhato értékeket ki tudtuk fejezni e valdszi-
niségi valtozdok eloszlasfliggvényei, pontosabban ezen eloszlasfiiggvények altal megha-
tarozott Lebesgue—Stieltjes mérték szerinti (Lebesgue) integral segitségével. Felmertil a
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kérdés, nem lehet-e megfogalmazni és bebizonyitani ezen eredménynek valamely termé-
szetes megfelel6jét a feltételes varhaté értékre. Erre a kérdésre pozitiv valaszt lehet adni,
de a vizsgalatban bizonyos nehézségek lépnek fel. E nehézségek azzal kapcsolatosak,
hogy a Lebesgue-féle integrélt csak (o-additiv) mértékek szerint tudjuk definidlni, és
felmeriil a kérdés, tudjuk-e definidlni ezeket a o-additiv feltételes eloszldsokat. Be lehet
latni, hogy ez lehetséges, de a bizonyitas az altalanos esetben mély gondolatokat igényel,
és amellett a kapott eredmény egzisztencia tétel, tehat nem ad lehetéséget arra, hogy
a kivant feltételes varhato értékeket effektive kiszamoljuk. Azt a tételt, mely az ilyen
vizsgalatokban alapveto a Kiegészitésben ismertetem bizonyitas nélkiil.

Viszont van egy olyan specidlis eset, amelyikben mindent explicit médon ki tudunk
szamolni. Rdadasul ez a specialis eset tartalmazza a klasszikus statisztikai vizsgalatok-
ban legfontosabb eseteket.

A matematikai statisztikdban bizonyos vizsgalatokban sziikség van feltételes elosz-
lasokkal val6 szamolédsra. Az itt felmeriil6 kérdések azonban egyszeriibbek. Olyan tipusi
kérdések meriilnek fel, melyekben adott egy (&1, ..., &k, Ekt1,---,Ekr1) Véletlen vektor,
melynek 1étezik f(xq,...,zr4) striségfiiggvénye, és ki akarjuk szamitani a

(617 C a€k7€k+17 cee 7€k+l)

véletlen vektor egy h(&1, ..., &k, Ekt1s - - -, Eprr) fliggvényének feltételes varhatd értékét
a &kt1 = Thily---,Eppr = x4 feltételek mellett. Ez azért egyszerlibb az el6zoleg
vizsgalt kérdéseknél, mert ebben az esetben a felmeriilé feltételes eloszlasokat explicit
moédon kiszamithatjuk. Azt allitjuk, hogy ebben az esetben a ({1,...,&;) feltételes

strtiségfiiggvénye feltéve a {py1 = Tpy1, - -+, Eprr = T4y feltételeket
f(xla ey Ty Tt 1y - - 7xk‘+l)
fl@r, .o Tk Thg1so Thgt) = )
9(Zrr1,- s Thpt)
ahol
9( Ty, Tpqr) = /f(wh---,xk,xkﬂ,---,$k+z)d$1,--- dxy,
azaz a (§k41,- - -, k1) véletlen vektor siiriségfiiggvénye. Ez azt jelenti, hogy tetszéleges

Borel mérheté A ¢ RF halmazra
P({w: (§1(w), -+, 6k(w)) € AYEk+1(w) = Tpt1, - -+ (W) = Tpetr)
:/ floy, . op]Trgt, - Tpqr) doy .o day.
A

Annak igazolasahoz, hogy a fenti feltételes valdszintiségeket az adott médon lehet kisza-
molni a () formula alapjén azt kell ellenérizni, hogy minden A C R¥ és B € R' Borel
mérhet6 halmazparra

P({w: (G(w),...,&(w)) € A} N{w: (Ers1(w), .., Erri(w)) € BY)

:/ /f(a:l,...,:ck]:ck+1,...,xk+l)d:c1...d:l:k g(xk—i—l;---yxk:—i—l)dzk—i—l---dxk:—i—l-
B A



Ez az azonossag viszont érvényes, mert

/ [/ f@r, . k| Trg1s - Thgr) doy oo dog | g(Tpg1s - o Thogt) dTggr - - dTgyy
B /A

= / f(xl, vy Ty Lh41y -+ - ,.C(Jk_H) dxl ce dxk dxk+1 e dZL‘k_H
AxB
=P ({w: ()., &(Ww)) € A} N{w: (Ee41(w), - &kr1(w)) € BY) .
Be lehet latni, hogy egy h(z1,..., %k, Tgt1,. .., Try) figgvényre a
R(€1s- s ks s Skttt = Thaty -+ o5 &l = Tht)

feltételes varhaté értéket ki lehet szamolni a kovetkezd modon:

(&1 &y Ehgrs - - s Skt ) [kt = Thgts - o, Ehl = Tht)
:/h(xh...,xk,karl,...,ackH)f( Loy Thy Thpls s Phtl) dry ... dxy.
9(Try1s - Thoyt)

Ennek a formulanak a bizonyitasat, mely gy torténhet, hogy azt elébb a legegy-
szeriibb h fiiggvényekre, bizonyitjuk, olyan h fiiggvényekre, melyek

h’(xla oy Ty Tht1y - - - 7xk+l) = IA<:E17 e 7xk)IB(xk+17 s 7xk+l>

alakban frhatéak, ahol I4(-) és Ig(-) egy k illetve [ dimenziés mérhet6 halmaz indikator
fliggvénye. Ezutan bizonyos mértékelméleti eredmények felhasznalasaval bizonyithatd
az allitas altalanos fiiggvényekre alkalmas hataratmenet segitségével. Ennek részleteit
elhagyom. A fent targyalt formulak segitségével be lehet bizonyitani néhany érdekes
formulat a feltételes eloszlasokra, mint példaul a kovetkezo két feladat megoldasat.

1. feladat:

Legyen ( és n két fiiggetlen valdszintiségi valtozd, G(u,v) két-valtozos mérhet6 fiiggvény.
Mutassuk meg, hogy EG(C,n)ln =y) = EG(C,y).

2. feladat:

Legyen (&,7n) két-dimenziés normélis eloszlasu véletlen vektor. Mutassuk meg, hogy

. 2
P& <l = 1) = (o), m = B¢+ CHEDI I 6 62— varg - SO

paraméterekkel, ahol ®,, ,(-) az m varhatd értékii és o szérasti normélis eloszlasu valo-
szinliségi valtozé eloszlasfiiggvénye.

Megjegyzés: Az 1. feladat allitasa heurisztikusan természetes. Ugyanis, ha n = y, akkor
G(¢,n) = G(C,y) és mivel n és (¢ fiiggetlen valdszinliségi valtozok, ezért n ismerete
semmilyen informaciét nem ad a ¢ valdszintiségi valtozé viselkedésérdl. Ez azt sugallja,
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hogy az EG((,n)|n = y) feltételes varhatd értéket ugy kapjuk meg, hogy a G((,y)
valésziniiségi véltoz6 varhaté értékét szamoljuk ki a (¢ eredeti eloszldsa szerint).

A 2. feladat &llitasat az 1. feladat allitasnak és annak a ténynek a segitségével
tudjuk belatni, hogy egy két-dimenzids véletlen normalis eloszlasu vektor elsé koor-
dinataja kifejezhet6 a masodik koordinata és egy attol fiiggetlen normalis eloszalasu
valészintliségi valtozo linearis kombinacigjaként. Vegyiik észre, hogy a 2. feladat ered-
ménye szerint £ feltételes eloszlasa rogzitett 7 = y feltétel esetén normélis eloszlas,
amelynek szorasa nem fligg az n = y feltételtol.

Az 1. feladat megolddsa: Legyen F(u) a C , H(y) az n valésziniiségi véaltozo eloszlas-
figgvénye. Ekkor EG(C,y) = [ G(u,y)F(du), és azt kell beldtnunk, hogy tetszSleges
Borel-mérhet6 A halmazra

/ EG(C,y)H(dy) = EG(C,n)Ia(n) = / La(y) / G(u,y) F( du) H(dy).
A

ahol I4(-) az A halmaz indikatorfiiggvényét jeloli. Ez az azonossdg viszont igaz, mert
alkalmazva a Fubini tételt a bizonyitandd azonossag jobboldalan szerepld integrélra,
és el6szor az x valtozo szerint integralva a bizonyitandd azonossag azt kapjuk, hogy a
belsé integral EG((, y)-nal egyenld. Innen lathatd, hogy a jobboldalon szerepl6 integrél
egyenld a baloldalon szereplo kifejezéssel.

A 2. feladat bizonyitdsa. Alkalmazzuk 9. el6adason szerepelt 6. kovetkezményt, és

Cov (€,7)
Varn

a ( = & — an és az n valdszinliségi valtozdk fiiggetlenek. Ezért P(§ < x|n = y) =

P(an+({ < zln=y) = P(ay+( < x) az 1. feladat eredménye alapjén. (Ez az 1. feladat

eredményébdl kovetkezik, ha azt a kovetkez6é G(u,v) = G (u,v) fiiggvényre alkalmaz-

zuk: G(u,v) =1, hautav < z, és G(u,v) = 0, hau+av > 0, ahol a = %ﬁ;n).) Vis-

Cov (§,m)En
Varn

tekintsiik a € koordinatajanak & = an+ ¢ eldallitasat a = valasztassal. Ekkor

zont ¢ normalis eloszlasu valészintiségi véaltozé E¢ —aFEn = E& — véarhaté

2
értékkel és Var £-+a2Var p—2aCov (€, 1) = Var&— %
T

Eay+ ¢ = ay + E(, és Var (ay + () = E(, ahonnan kovetkezik a feladat b) része is.

szorasnégyzettel. Masrészt

KIEGESZITES. A kovetkezd tétel bizonyitdsit elhagyom. Ez nehezebb, mint a kordbbi
eredmények vizsgalata, viszont néhany finomabb vizsgalatban nagyon hasznos.

Tétel a feltételes reguldris eloszlas létezésérél. Legyen (§1(w),...,&k(w)) egy k-
dimenzids valdsziniségi vektor egy (2, A, P) valdsziniségi mezén, F C A o-algebra.
Jelélje B a Borel o-algebrdt az R¥ k-dimenzids euklideszi téren. A (£1(w),. .., &k (w))
véletlen vektornak létezik az F o-algebra szerinti requldris feltételes eloszldsa, azaz meg
lehet adni egy olyan F(B,w), F(B,w): B x Q — R, fiigguényt, melyre

i.) F(B,-) minden B € B halmazra F mérhetd valdsziniiségi vdltozo.
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i.) F(-,w) minden w € Q0 pontra valdsziniségi mérték az RF k-dimenzids euklideszi
tér B o-algebrdjdn, azaz F(R*,w) =1, 0 < F(B,w) < 1 minden B € B halmazra,

F ( U Bk,w) = > F(Bg,w) minden diszjunkt By € B, k =1,2,..., halmazokbdl
k=1 k=1
allo rendszerre.
iii.) F(B,w) = P((&1(w),...,&k(w)) € B|F) (w) minden B € B halmazra. Ez azt je-
lenti, hogy az F(B,w) figgvény tekinthetd mint a csak majdnem minden w € 2 pontban
meghatdrozott P ((&1(w), ..., (w)) € B|F) (w) feltételes valdsziniség egyik verzidja.

E tétel bizonyitasa nem trivialis. Itt nem elég pusztan a feltételes valdszinliség
definicidjat kihasznalni, hanem a bizonyitasban fontos szerepe van az euklideszi tér szép
topoldgiai tulajdonsagainak is. A {6 probléma az, hogy bar a feltételes varhaté érték 1.)
pontban megfogalmazott tulajdonséga alapjan a ii.) pontban megkdvetelt o-additivités
érvényes rogzitett diszjunkt B,, € B, n =1,2,..., halmazokra majdnem minden w € 2
pontban ahhoz, hogy a ii.) pontban megfogalmazott allitast beldssuk sziikségiink van
kontinum sok ilyen feltételt biztositani (majdnem) minden w € €2 pontban. Ez viszont
sokkal erdsebb allitas mint az 1.) pontban megfogalmazott tulajdonsag.

Egy véletlen vektor fiiggvényének a varhato értékét ki lehet szdmolni mint en-
nek a fiiggvénynek a véletlen vektor eloszldsa szerinti integralt. A regularis feltételes
eloszlasrol szolo tétel azért hasznos, mert lehetové teszi ennek az eredménynek a ter-
mészetes altalanositasat a feltételes varhatd érték kiszamiitasardl. Ez a tartalma a
kovetkez6 tételnek, melyet itt nem bizonyitunk, bar a bizonyitas, amelyik standard
modon elvégezheté nem til nehéz. Ebben az eredményben nagyon fontos az, hogy a
reguléris feltételes eloszlas minden w € ) pont esetén mérték, ezért minden w €
pontban definidlhatunk az F(-,w) reguldris eloszlas szerinti Lebesgue integralokat.

Tétel. Legyen adva egy (2, A, P) o-algebra, azon eqgy F C A o-algebra, eqy & =

(&1, .., &) k-dimenzids és = (n1,...,m) l-dimenzids véletlen véletlen vektor. Legyen
tovdbbd az (n1,...,m) véletlen vektor F mérhetd, és jelolje F(B,w), B C R* Borel
mérhetd figgvény, w € Q a (&1,...,&k) véletlen vektor reguldris feltételes eloszldsa

feltéve az F o-algebrdat. Legyen h(x1,...,Zk,Y1,...,Y1) egy k+1 vdltozés Borel mérhetd

figgvény, melyre E|h(&1,. .. &k, my--ym)| < oo. Az E(h(&1, ..., &k, my -, m)|F) (w)
feltételes vdarhato értéket ki lehet szamitani a kovetkezo képlet segitségével:

E &,y &ems e sm)|F) (W)

:l/h(ml,...,xk,yl,...,yl)F(dxl,...,dxk,w) .
y1=m(w),....y1="n1(w)



