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Feltételes valésziniiség és varhaté érték (elsd rész)

A feltételes valdszintiiség és feltételes varhato érték nulla valdszintiségi feltételek mellett
is definidljak, de az igy definidlt fogalmak a valdszinliségszamitas legnehezebb fogal-
mai kozé tartoznak. Ahhoz, hogy e fogalmakat jobban megértsiik, probaljuk el6szor
megérteni azt, hogy milyen szemléletes képet akarunk ennek a definiciénak a segitségével
megfogalmazni. Ennek érdekében tekintsiik a kovetkezd példat.

Van tiz darab lampank, ezek élettartama egyméstdl fiiggetlen, (exponencidlis el-
oszlassal és) 25 éra varhaté értékkel. Egy foglalatba betessziik az elsé lampét, hogy
bevilagitson egy termet. Ha a lampa kiégett azonnal kicseréljiik a kovetkezé lampara.
Els6 kérdés: Mit varunk varunk, mennyi ideig elegendo a tiz lampa egylittesen a terem
bevilagitasahoz? A természetes valasz az, hogy ez a tiz lampa egyiittes élettartamanak a
varhaté értéke, azaz 10x25=250 éra. A masodik kérdés a kdvetkezo: Megfigyeljiik, hogy
melyik idépontban cseréljiik ki a masodik lampat. Mit varunk ennek az informaciénak
az ismeretében a tiz lampa egylittes élettartamara? Ha ez a csere 48 éra 22 perc mulva
torténik meg, akkor a természetes becslés a 10 lampa egyiittes élettartamara 48 ora 22
perc plusz 8 x 25 ora, azaz 248 ora 22 perc. Ha ez a csere 51 ora 19 perc mulva torténik,
akkor hasonléan azt varjuk, hogy ez az idétartam 251 éra 19 perc.

A fenti példa nem 6nmaga miatt érdekes szamunkra, hanem azért, mert ramutat
arra, hogy természetes felvetni a kovetkezd kérdést. Adva egy esemény vagy egy valdszi-
niségi valtozo, akkor érdekelhet minket ennek az eseménynek a valdszintisége vagy va-
16szintiségi valtozonak varhato értéke. Elofordulhat, hogy més eseményekenek bekovet-
kezését vagy be nem kovetkezését mas valdszintliségi valtozok felvett értékét meg tudjuk
figyelni, és ezen plusz informacié ismeretében akarjuk megbecsiilni a minket érdeklo
esemény valosziniiségét vagy valdsziniiségi valtozé varhatéd értékét. Ekkor természetes
olyan becslést adni, amelyik ezeket a plusz informaciokat is figyelembe veszi. Az el6z6
paragrafusban is ilyen kérdést fogalmaztunk meg. Ott meg akartuk becsiilni tiz val6szi-
niségi valtozd osszegének a varhatd értékét azon feltétel mellett, hogy az elsé két valtozd
Osszegének az értéke ismert. Figyeljiink fel arra, hogy az els6 két lampa Osszélettartama
folytonos eloszlasu valdszintiségi valtozd, ezért nulla annak a valdszintisége, hogy egy
eloirt értéket vesz fel. Tehat a keresett valdszintliségi valtozé feltételes varhato értékére
olyan feltétel mellett vagyunk kivancsiak, hogy egy nulla valészinliségi esemény kovet-
kezett be. Viszont a bevezeto valdsziniiség eléadasban targyalt feltételes valdszintiség
(és feltételes varhaté érték) fogalma csak abban az esetben volt értelmes, ha a feltétel
nem nulla valészinliségli. Szeretnénk a feltételes valdszinliség és feltételes varhatd
érték fogalmanak olyan altalanositasat adni, amelyik lehetové teszi, hogy a feltételes
valészintiségrol és feltételes varhatd értékrol beszélhessiink nulla valdszintiségi feltételek
mellett is, és a bevezetett fogalmak megfeleljenek szemléletes képilinknek, melyet elso pil-
lanatban csak homalyosan tudunk megfogalmazni. Lehetséges ilyen definiciét adni, de
ehhez sziikséglink van a mértékelmélet néhany mély eredményére. Mostani eldadasom
célja e feltételes valdsziniiség és varhato érték fogalmanak ismertetése az dltalanos es-
etben, illetve legfontosabb tulajdonsagainak targyalasa.
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Az el6z6 példa azt sugallja, hogy egy A halmaz feltételes valdsziniiségét feltéve bi-
zonyos &1, . .., & valdszinliségi valtozok értékét igy érdemes definidlni, mint a &1,..., &
valésziniiségi véltozok alkalmas (Borel) mérhet6 fiiggvényét, azaz P(A|¢1 = x1,...,&k =
x) = fa(xy,...,21), ahol fa(xy,...,zx) Borel mérheté fiiggvény az RF k-dimenzids
euklideszi térben, és azt méri mennyire valészinli az A esemény feltéve, hogy &1 =
T1,...,& = xp. Bzt a valészinliséget implicit mdédon tudjuk definidlni. Azt varjuk a
P(AN B) = P(B)P(A|B) azonossag analogidjara (formélisan a

B={w: &(w),...,&(w)) € [x1,21 +dzq] X -+ X [2), 21 + d2i]}
és az A halmaz vélasztdsdval), hogy

P (&, &) € [z, 21 +day] X - X [xg, xp + dag) N A)
=P((&,...,&) € [r1,21 +dzq] X - X [x), T + dag]) fa(xe, ... xp).

Ez az azonossag azonban semmitmondd, mert az azonossag mindkét oldala nulla. Vi-
szont ez egy tartalmas &llitdssa vélik, ha ezt az azonossagot kiintegraljuk. Ez azt su-
gallja, hogy teljesiilnie kell a

:/( ) BfA(an,...,xk)P(& € [x1, 21 +da1),..., & € [wg, of + dag])
T1,...,X%)E

:/ fA(iL’l,...,l'k)F(diL'l,...,dil?k) (*)
(z1,...,x1)EB

azonossagnak, ahol B az RF k-dimenziés tér tetszSleges (Borel) mérheté halmaza,
F(xy,...,xk) pedig a k-dimenzids ({1,...,&k) valoszintiségi véltozd eloszlasfiiggvénye.
Az analizis egyik fontos eredményébdl, az alabb ismertetendé Radon—Nikodym tételbél
kovetkezik, hogy 1étezik olyan f4(-,-,-) fliggvény mely teljesiti a (x) azonossdgot minden
mérhet6 B halmazra, és ezek az azonossagok lényegében egyértelmiien meghatirozzak
ezt az fa feltételes valdszintiség fliggvényt. Annak érdekében, hogy megértsiik a lénye-
gében egyértelmiien kitétel értelmét jegyezziik meg, hogy ha egy fa fliggvény teljesiti a
(*) azonossagok rendszerét, akkor megvaltoztatva ezt az f4 fiiggvényt egy a (&1, ...,&k)
valészintliségi valtozok F' eloszlasa altal meghatarozott Lebesgue—Stieltjes mérték szerint
null mértéki halmazon, akkor olyan 1j fiiggvényt kapunk, mely szintén teljesiti a fenti
egyenletrendszert. Az, hogy a (*) azonossidgot minden B halmazra teljesité f4 fiiggvény
lényegében egyértelmiien meg van hatdrozva azt jelenti, hogy ha két f4 és fa fiiggvény
teljesiti a (%) azonossagot a k-dimenzids euklideszi tér minden B Borel mérhet6 hal-

mazéra, akkor fa(z1,...,2x) = fa(z1,...,2) a (&1,...,&) véletlen vektor F eloszldsa
szerint meghatédrozott Lebesgue—Stieltjes mérték szerint majdnem minden (x1,...,xx)
pontban.

Hasonlé gondolatmenet segitségével definidlhatjuk egy n, E|n| < oo, valdszintiségi
valtoz6 gp(z1,...,x25) = EM|& = x1,...,& = xy) feltételes varhat6 értékének a



definicigjat feltéve a & = x1,...,& = xp feltételeket. Ez olyan (Borel-mérhetd)
gn(21, ..., z)) fliggvény, melyre az

En(w)I {w: (&1(w), ..., &(w)) € A}) 2/{ o] n(w) dP(w)
w: 1(w),....¢x(w))E (**)

:/ gn(21, ... zk)F(dey, ..., doy)
A

relacidk teljesiilnek a k-dimenziés R* euklideszi tér tetszoleges A Borel mérhetd rész-
halmazéra, ahol I(B) jeloli egy B C 2 halmaz indikdtor fliggvényét, és F(zq,...,x%) a
(&1, .., &) véletlen vektor eloszlasfiiggvénye. Azt, hogy ilyen g,(x1,...,x) fliggvény
valoban létezik, és ez a g, fliggvény az F'(z1,...,xy) eloszldsfiiggvény altal meghatéro-
zott Lebesgue—Stieltjes mérték szerint egy valdszinliséggel meg van hatarozva szintén a
Radon—Nikodym tétel segitségével lathatjuk be.

Miel6tt megtargyalnank a fent emlitett Radon—Nikodym tételt, megfogalmazzuk a
feltételes valdszintiség és varhato érték fogalmat némileg altalanosabb esetben. El6for-
dulhat ugyanis, hogy az el6zetes informacioéink, melyek alapjan egy halmaz valdszinii-
ségére vagy egy valdszinliségi valtozo értékére becslést akarunk adni nem tomorithetd
véges sok valdsziniiségi valtozd megfigyelt értékébe. Ahhoz, hogy a feltételes valészini-
ség és feltételes varhato érték fogalmat természetes moédon meg tudjuk fogalmazni ebben
az altalanosabb esetben is, el6szor azt kell tisztaznunk, hogy mit jelent az altaldanos
esetben az, hogy bizonyos megfigyelt események fiiggvényéként akarunk valamit meg-
becsiilni.

Ha meg tudunk figyelni megszamlalhaté sok eseményt, akkor meg tudjuk figyelni
ezek unigjat, metszetét, illetve mindegyik esemény komplementerét. Ez azt jelenti,
hogy a megfigyelheté események o-algebrat alkotnak. Ezért az altalanos kérdés ugy
fogalmazhaté meg, hogy adva egy (2, A, P) valésziniiségi mezén egy F C A o-algebra
és egy A esemény vagy egy n valdsziniiségi véltozd, melyre E|n| < oo, akkor hogyan
definidljuk a P(A|F)(w) feltételes valdszintiséget illetve E(n|F)(w) feltételes varhaté
értéket feltéve az F o-algebrat. Az, hogy az F o-algebra ismeretében akarjuk meg-
becsiilni az A halmaz valdsziniiségét illetve n valészintiségi valtozo értékét a P(A|F)(w)
és E(n|F)(w) feltételes valdsziniiség definiciéjdban azt jelenti, hogy

i.) A P(A|F)(w) feltételes valésziniiség F mérhet6 fiiggvény.
i"). Az E(n|F)(w) feltételes varhaté érték F mérhetd fliggvény.

Az F o-algebra szerinti feltételes valoszintiség és feltételes varhato érték definicidjat
a (x) képlethez vezet$ érveléshez hasonléan a kovetkez6 moédon prébaljuk definidlni a
P(A|F)(w) feltételes valdészintiséget és E(n|F)(w) feltételes varhatéd értéket.

ii.) P(ANB) = / P(A|F)(w) dP(w) minden F mérheté B halmazra.
B
i.") / N(w) dP(w) = / E(n|F)(w) dP(w) minden F mérhet6 B halmazra.
B B
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A feltételes valoszintiség és feltételes varhato érték definiciéja. Legyen adva egy
(Q, A, P) valdsziniségi mezének eqy F C A rész-o-algebrdja. Legyen tovdbbd adva egy
A € A esemény vagy egqy n(w), En(w)| < oo valdsziniségi valtozé ezen a valdsziniiségi
mezén. Az A esemény P(A|F)(w) feltételes valdsziniisége feltéve a F o-algebrdt olyan
valdszinidségi vdaltozo mely teljesiti az i.) és 4i.) tulajdonsdgokat. Az n(w) valdsziniségi
vdltozo E(n|F)(w) feltételes vdrhato értéke feltéve a F o-algebrdt olyan valdsziniségi
vdltozo, mely teljesiti az i.") és ii'.) tulajdonsdgokat.

Tisztédzni kell, hogy a fenti definicié tényleg meghatdrozza a P(A|F)(w) feltételes
valésziniiséget és E(&|F)(w) feltételes varhaté értéket. Ez az aldbb megfogalmazandé
Radon—Nikodym tétel kovetkezménye. Ezenkiviil meg kivanjuk érteni az altalanos eset-
ben defininidlt P(A|F) illetve E(n|F) feltételes valdszintiség és feltételes varhaté érték
kapcsolatat az el6z6leg specidlis esetben definidlt P(A|{y = x1,...,& = zk) és E(n|&1 =
x1,...,& = xy) kifejezésekkel.

Annak érdekében, hogy a Radon—Nikodym tételt megfogalmazhassuk elébb be kell
vezetni a kovetkezd definiciot.

Definicié: Egy elGjeles mérték abszolut folytonossaga egy mérték szerint.
Legyen u (esetleg o )-véges (o-additiv) mérték és v véges (o-additiv) eldjeles mérték
eqy ) téren értelmezett F o-algebran. Azt mondjuk, hogy a v eldjeles mérték abszolut
folytonos a p mérték szerint, ha minden olyan C' € F halmazra, melyre n(C) = 0, a
v(C) =0 reldcio is teljestil.

Radon—Nikodym tétel. Legyen adva eqy 2 tér, rajta eqy F o-algebra, tovdbbd ezen
a F o-algebrdn eqy p (o-véges) mérték és v (véges) elbjeles mérték. Tegyiik fel, hogy
a v eldjeles mérték abszolut folytonos a p mértékre nézve. Akkor létezik olyan az )
téren definidlt valds értéki F mérhetd f(w) figgvény, melyre [ |f(w)|du(w) < oo, és
Jo f(w)du(w) < oo minden C € F halmazra. Tovdbbd ez az f(w) fiiggvény egyértelmi
a kovetkezd értelemben. Ha két fi(w) és fo(w) F mérhetd fiiggvény teljesiti a fenti
reldciot minden C' € F halmazra, akkor fi(w) = fa(w) a pu mérték szerint majdnem
minden w € £ pontban.

1. megjegyzés: A Radon—Nikodym tétel tipikus egzisztencia tétel. Az altalanos esetben
nem ad médszert arra, hogyan lehet a keresett f(w) Radon—Nikodym derivéltat effektive
kiszamolni. Ez a probléma a feltételes eloszlas és feltételes varhatéd érték fogalmaban
is megjelenik, és ez teszi a feltételes varhato érték fogalmat nehézzé és népszeriitlenné.
Szerencsére a legfontosabb statisztikai probléméakban, ahol ez eldkeriil effektiv médon
tudunk vele szdmolni. (Ehhez a kérdéshez kés6bb még visszatériink.)

2. megjegqyzés: Legyen adva egy (£2,.A) mérhet tér, azon egy (o-additiv p mérték,
és egy elGjeles v mérték. (Tegyiik fel az egyszeriiség kedvéért, hogy p o-véges és v
véges. Az az integrdl tulajdonsagaibdl azonnal latszik, hogy amennyiben a v mérték
eléall a Radon—-Nikodym tételben leirt médon, akkor az abszolut folytonos a p mértékre
nézve. Létezik a két mérték kapcsolatanak részletesebb leirdsa is, mely arrdl az esetrol
is szol, amikor a v mérték nem abszolut folytonos a p mértékre nézve. Nevezetesen,
mindig igaz, hogy az 2 halmaz felbonthaté Q@ = BU (Q\ B) alakba, B € A gy, hogy
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w(Q\ B) =0 és minden C' C B halmazra v(C) = 0, ha u(C) = 0. Ez azt jelenti, hogy,
ha a p és v mértéket, illetve eldjeles mértéket megszoritjuk a B halmazra, akkor ott
v abszolut folytonos a p mértékre, mig a komplementer halmaznak a g mértéke nulla,
mig a v mértékre ez a tulajdonsiag nem feltétleniil teljesiil. Ez azt jelenti, hogy be lehet
vezetni a v, és vy, el6jeles mértékeket a v,(A) = v(ANBés vy, =v(AN(Q\B)), Ac A
képlettel. Ekkor v = v, + vy, a v, mérték abszolut folytonos a p mértékre nézve,
ezért alkalmazhaté ra a Radon—Nikodym tétel. A vg, mérték szingularis a pu mértékre
nézve, ami azt jelenti, hogy létezik egy olyan B € A halmaz, melyre u(B) = 0 viszont
Vsz(C) = 0 minden C C 2\ B halmazra. Egy v el6jeles mérték felbontdsa egy abszolut
folytonos és szingularis komponensre egyértelmii.

Jegyezziik meg, hogy az a kitétel, hogy a Radon-Nikodym tételben meghatarozott
f(w) figgvény csak p majdnem mindeniitt van meghatdrozva természetes. Ha egy
f(w) fiiggvény teljesiti a Radon—Nikodym tételt, és a p mérték szerint null mértékii
halmazon megvaltoztatjuk ezt a fliggvényt, akkor ez a megvaltoztatott fliggvény is
teljesiti a Radon—Nikodym tételben megkovetelt tulajdonsagokat.

KOZBEVETETT MEGJEGYZES: Annak érdekében, hogy jobban megértsilk a Radon—
Nikodym tételt, felidézek néhany eredményt, ami része a Mértékelmélet anyaganak, és
segithet jobban megérteni ezt az eredményt. A tétel (klasszikus) bizonyitdsa, melyet
nem dolgozunk ki az alabbi, az irodalomban Hahn-féle felbontasi tételnek nevezett ered-
ményen alapul. Ez olyan tényt fejez ki, hogy tetszoleges elGjeles mértéknek van egy
pozitiv és negativ része, és az elOjeles mérték ezek Osszegeként irhaté fel.

Hahn-féle felbontési tétel. Legyen adva egy (X, A) mértéktér, azaz eqgy X halmaz, és
annak ,,mérhetéd” halmazai, melyek eqy A o-algebrdt alkotnak, és eqy v o-additiv eldjeles
mérték az A o-algebrardn. (Ez azt jelenti, hogy minden A € A halmaz elédllithato
véges sok vagy megszamldlhato sok A, € A halmaz unidjoként igy, hogy A = |J An,
lv(A,)| < oo és vagy v(B) < oo vagy v(C) > —oo minden C € A halmazra. Ekkor
létezik olyan B € A halmaz, melyre v(C) > 0 minden C C B, C € A ésv(D) <0
minden D C X \ B, D € A halmazra.

Megjegyzés. Tetszbleges A € A halmazt felirhatunk A = (AN B) U (A \ B) alakban.
Ekkor v(A) =v(ANB)+v(A\ B,v(ANB) >0é v(A\ B) <0. Ezért bevezethetjiik
avt(A) =v(ANB) és v (A) =v(A\ B) mennyiségeket minden A € A halmazra. A
vt mértéket a v eldjeles mérték pozitiv részének, a v~ (negativ) mértéket pedig a v
elgjeles mérték negativ részének nezezziik.

Legyen adva egy p véges mérték és egy v elGjeles mérték ugyanazon az (X, .A)
mértéktéren. Tegyiik fel, hogy v abszolut folytonos a p mértékre nézve. Hogyan tudjuk
megtaldlni a Banach—Hahn tételben szereplo a v elGjeles mértéknek a p mérték szerinti
Radon—Nikodym derivaltjat? A v mérték Hahn felbontdsa megadja, hol kell ezt a
Radon—Nikodym derivaltat pozitivnak és hol kell negativnak vélasztani. Hasonldéan
véve egy tetszoleges ¢ valds szamot, és tekintve a v — cu mérték Hahn-felbontasat, meg
tudjuk mondani, hol lesz a Radon—Nikodym derivalt nagyobb vagy egyenld, mint c¢. A
bizonyitas ennek a gondolatnak a kdvetkezetes végigvitelébdl all. A {6 probléma az,
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hogy a Hahn-felbontas csak egzisztecia tétel, ezért nem teszi lehetévé, hogy egyszerii
modszert adjunk a Radon—Nikodym derivalt kiszamitasara.

Kiilonosen érdekes, és a mértékelméletben kiilon vizsgalt eset az, amikor a szam-
egyenesen definialt v mértékeket tekintjik, és a p mérték a A Lebesgue mérték. Ekkor
egy v abszolut folytonos eldjeles mérték eléallithaté v([a,b]) = ff f(u) du alakban, és
csak az abszolut folytonos mértékek irhatdak ilyen alakban. Ha egy v mérték felirhatd
a fenti alakban, akkor érvényes az [ g(u)v(du) = [ g(u)f(u)du azonossig is minden
mérhetd g(-) fliggvényre. (Ez az azonossig ugy értendd, hogy a két oldalon szerepld
integral egyszerre létezik vagy nem létezik.) Tekintsiink a tovdbbiakban olyan el&jeles
mértékeket a szdmegyenesen, melyeknek mind a negativ mind a pozitiv része véges.
Jegyezziik meg, hogy ezen megszoritds utan kolcsonosen egyértelmii megfeleletetés 1é-
tesitheto a szamegyenesen értelmezett v el6jeles mértékek és a szamegyenesen definialt
korlatos valtozasu G(-) fliggvények kozott, ha azonositunk két olyan fiiggvényt, melyek
kiilonbsége konstans. (Ezt a megfeletetést megkaphatjuk, hogy egy fiiggvényhez hozza-
rendeljiik az altala meghatarozott Lebesgue—Stieltjes mértéket, egy v mértékhez pedig
a G(r) = v([—oo,x)) fliggvényt rendeljiikk hozza. Igaz az a tétel is, mely szerint egy
fiiggvény akkor és csak akkor korlatos valtozasu, ha eléall két korlatos monoton fliggvény
kiilonbségeként. Ez az eredmény megfelel a szamegyenesen definidlt eléjeles mértékek
Hahn-féle felbontdsédnak.) Egy (korldtos valtozdsi) fiiggvényt akkor és csak akkor
neveziink abszolut folytonosnak, ha az altala definialt el6jeles mérték abszolut folytonos.
Természetes médon felmeriil a kivansag, hogy adjunk lehetéleg minél attekinthetobb
jellemzést az abszolut folytonos mértékekrol (fliggvényekrél) a szamegyenesen, és jelle-
mezziik a kiilonbozo lehetséges tulajdonsagi mértékeket.

Be lehet latni, hogy egy G korlatos valtozasu fliggvény akkor és csak akkor abszolut
folytonos, ha minden € > 0 intervallumra létezik olyan § > 0 szam, melyre igaz, hogy

tetszoleges olyan diszjunkt [ag,bg) intervallumokra 1 < k < n, (az n szadm tetszOleges),
n

melyekre (b — a) < 0, teljesiil a ‘ > (G(b) — G(ak))’ < ¢ egyenlStlenség is, vagy
k=1 k=1

e < U ([ak,bk)) < g, ha A ( U ([ak,bk)> g, ahol vg jeloli a
k=1 k=1
G figgvény altal indukalt Lebesgue—Stieltjes mértéket. Egy elGjeles mértéket disz-

krétnek nevezziink, ha véges vagy megszamlalhaté pontba van koncentralva, azaz egy
véges vagy megszamlalhaté halmaz komplementerének a mértéke nulla. Bevezetnek
még egy harmadik fogalmat is: Egy elGjeles mértéket szingularisnak neveznek, ha min-
den pontjanak a mértéke nulla, de van a szamegyenesnek olyan mérheto részhalmaza,
melynek el6jeles mértéke nem nulla. Be lehet latni, hogy ilyen szingularis el6jeles mérték
valoban létezik, s6t az is igaz, hogy tetszoleges elGjeles mérték egyértelmiien felbon-
thaté egy abszolut folytonos, egy diszkrét és egy abszolut folytonos elGjeles mérték
Osszegeként. A szinguldris mértékek létezése okozza, hogy altalanos problémak targya-
lasdban sziikséges Lebesgue-Stieltjes integralokkal is szamolni. Egy abszolut folytonos
elojeles mérték szerinti integral atirhaté mint alkalmas Lebesgue mérték szerinti in-
tegral, a diszkrét mértékek szerinti integralok valéjaban véges vagy megszamlalhato
osszeget jelentenek, de egy szingularis mérték szerinti integral esetében nincsen hasonld

ami ezzel ekvivalens,
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egyszerisitési lehetoség.

A Radon—Nikodym tételbdl egyszeriien kovetkezik a feltételes varhato érték 1étezése.
Valéban, ha adva van egy (2,4, P) val6sziniiségi mez6, azon egy F C A o-algebra
valamint egy £(w) valdszintiségi véaltozo, melyre E|€| < oo, akkor alkalmazzuk a Radon—
Nikodym tételt a kovetkezd valasztassal: Legyen a p mérték a P valdszintiségi mérték,
pontosabban annak megszoritasa az F o-algebrara, és definidljuk a v eldjeles mértéket
az F o-algebran a kovetkezd formula segitségével: v(F) = [, n(w)dP(w) minden F € F
halmazra. Ekkor alkalmazhatjuk a Radon—Nikodym tételt a u mértékre és a v eldjeles
mértékre, mert a v eldjeles mérték abszolut folytonos a p mérték szerint. Ugyanis,
i(A) = P(A) = 0 esetén p(A) = [, n(w)P(dw) = 0. A Radon-Nikodym tétel sze-
rint 1étezik olyan f(w) F mérhetd figgvény, melyre v(F) = [, f(w)p(dw) minden
F' € F halmazra. Ez pedig azt jelenti, hogy a Radon—Nikodym tétel segitségével kon-
strudlt f(w) fiiggvény az E(n|F)(w) feltételes varhaté érték. (Az dllitds jobb megértése
érdekében jegyezziikk meg, hogy az n(w) valdszintliségi valtozd azért nem valaszthato
mindig az f(w) valdsziniiségi valtozénak, mert igaz ugyan, hogy ez a fliggvény teljesiti
a kivant azonossdgot minden F' € F halmazra teljesiti, de nem feltétlentil F mérheto.
(Eredetileg csak annyit tudunk, hogy 1 A mérhetd, és F C A.)

Példa: Tekintsik a kovetkezd példat a definicidé jobb megértése érdekében: Legyen az
(Q, A, P) valésziniiségi mezé az Q = [0,1] x [0, 1] egyszégnégyzet, rajta a szokdsos A
Borel o-algebra és P = A a Lebesgue mérték az egységnégyzet Borel-mérhetd részhal-
mazain. Legyen F az A x [0, 1] alakd halmazokbdl &ll6 o-algebra, ahol A € By, és By
a [0, 1] intervallumon generélt o-algebrat jeloli. Tekintsiink egy tetszéleges (mérhetd és
integralhatd) f(z,y) fiiggvényt az egységnégyzeten, (az (2, A, P) valészinliségi mezon)
és szamoljuk ki az E(f(z,y)|F) valészin(iégi mezén. Ha az f(z,y) fliggvény valéban
fligg mind a két valtozojatol, akkor nem F mérhet6 fliggvény. Viszont definidljuk a
go(x) = fol flx,y)dy és g(x,y) = go(x) fiiggvényeket. (A g(x,y) fliggvény valdjaban
nem fiigg az y koordinatdl, viszont tekinthet6é egy az (€2,.A, P) valdsziniiségi mez6n
definidlt valésziniiségi valtozonak, és mivel nem fiigg az y koordinatdl (és mérhetd),
ezért F) mérhet6. Azt allitom, hogy E(f(z,y)|F) = ¢g(x,y). Ehhez azt kell még

ellendrizni, hogy fo[o 1 g(z,y)dxdy = fo[o 1 f(x,y) dx dy. Viszont

1
/Ax[0,1]g(x’y)dxdy:/Ago(w)dx:/A(/0 f(w,y)dy) de/AX[OJ] f(z,y) dx dy,

amint allitottuk.

A gy(z1,...,21) = E(m|&1 = x1, ..., & = xy) feltételes varhaté értéket hasonléan
definidlhatjuk csak ekkor mas p mértékkel és v el6jeles mértékkel dolgozunk. Ekkor mind
a p mértéket mind a v el8jeles mértéket az R* k-dimenziés euklideszi tér Borel mérhetd
halmazain definidljuk. A p mérték a (£q,...,&) véletlen vektor eloszlasa az R* tér B €
B Borel mérhet6 részhalmazain, azaz u(B) = P((&1,...,&) € B), B € B, és v(B) =
f{w: (€2 (@)oin(@))ep) 1(W) dP(w) minden B € B halmazra. A Radon-Nikodym tétel

alapjan létezik olyan g, (z1,...,x;) Borel mérhet6 fiiggvény a k-dimenzids euklideszi
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téren, melyre v(B) = [, gy(21,...,xx)pu(dzy,. .., dry). Ekkor be lehet ldtni, hogy ez
a g, figgvény a g, (z1,...,25) = E(|&1 = z1,...,& = z) feltételes varhaté érték.

A feltételes valésziniiség fogalmaval nem kell kiilon foglalkoznunk, mert a feltételes
valoszintliség és feltételes varhaté érték definicigjabol kovetkezik, hogy tetszoleges mér-
heté A halmazra és annak [ 4(w) indikator fiiggvényére P(A|F)(w) = E(1a(w)|F)(w) és
P(A[&(w) = 21, &(w) = k) = E(Ja(w)[&1(w) = 21,...,&(w) = 2k). A tovdbbi-
akban egyrészt meg kivanjuk targyalni az E(n|F)(w) és E(n|& (w) = 21, ..., {k(w) = xx)
feltételes varhaté értékek kozotti kapcesolatot abban az esetben, ha F = o(£1,...,&k), a
&1, ..., & valdszintliségi valtozok altal generalt o-algebra, azaz az a legsziikebb o-algebra,
melyben az 6sszes &1 (w), ..., & (w) valdszintiségi valtozé mérhetd fliggvény. Ezenkiviil
felsoroljuk a feltételes varhato érték legfontosabb tulajdonsagait, és azt, hogy hogyan
lehet szdmolni a feltételes varhato értékkel. Ez azért is fontos, mivel a feltételes varhaté
értéket csak implicit médon (a Radon—Nikodym tétel segitségével) tudjuk definidlni. Ez
a f6 oka annak, hogy csak nehezebben tudunk a feltételes varhaté érték segitségével
szamolni.

Az els6 kérdés megértéséhez sziikségiink van a kovetkez6 (nem trivialis) mértékel-
méleti eredményre.

Tétel. Legyen adva egy (2, A, P) valdsziniiségi mezd, azon &1 (w), . .., &k (w) valdszindsé-
gi vdaltozok. Jeldlje F a &1 (w), ..., &k (w) valdszindiségi vdltozok dltal generdlt o-algebrdt.
Egy n valészinidségi vdltozo akkor és csak akkor mérhetd erre az F o-algebrdara, ha létezik
a k-dimenzids R¥ euklideszi térben olyan Borel mérhetd f(x1,...,xy) fiigguény, melyre

nw) = f(&(w), - &(w)).

Vildgos, hogy amennyiben adva van egy g(x1,...,x;) k valtozds fliggvény, és
&1, ..., & valdszintiségi valtozok egy valdszinliségi mezon, akkor ezek egyértelmiien meg-
hatarozzdk a n = g(&1,...,&) valdsziniiségi véltozét. Megforditva, ha adott egy a
(&1, ..., &) valdsziniiségi véltozok altal generdlt o-algebra, és egy erre a o-algebrara
mérhetd n valdszinliségi valtozd, akkor az elobb megfogalmazott tétel szerint ez felirhatd
n=g(&,...,&) alakban. Felmeriil a kérdés, hogy az n valésziniiségi valtozé meghata-
rozza-e egyértelmiien a g fliggvényt a fenti reprezentaciéban. Erre a kérdésre a vélasz
nyilvan nemleges. Példdul, ha mindegyik §; valdszinliségi valtozé 0 és 1 kozé esik,
akkor a g(x1,..., ) tetszéleges olyan (z1,...,x;) pontban megvaltoztathatjuk, ahol
legalabb az egyik koordinata nagyobb mint 1 vagy kisebb mint nulla. De ez nem a teljes
igazsag. A g fliggvény ugyanis egyértelmiien meg van hatarozva a kovetkezd gyengitett
értelemben. Jelolje F(xq,...,zk) a (x1,...,x; eloszlasfliggvényét, és jelolje pup az
F(xy,...,xk) eloszlasfiiggvény altal meghatérozott Lebesgue—Stieltjes mértéket. Ha
g(wla R $k) és g<x17 s 7~rkz) két Olyan fuggvény, melyre g(é-l; s 7514:) = g(€17 s 75]6)7
akkor a g és g fiiggvény a pp mérték szerint majdnem mindeniitt megegyezik. Vis-
zont a feltételes valészintliség és feltételes varhato érték csak egy valdszintiséggel van
meghatarozva, ezért mint latni fogjuk a g fliggvénynek a fenti értelemben vett egyértel-
miiségére van sziikségiink.

Legyen F egy &1(w),...,&k(w) valdszintiségi valtozok &ltal generdlt o-algebra, és
n(w), Eln| < oo tetszéleges valdszintiségi véltozd. Ekkor az FE(n|F)(w) F mérhetd
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valoszintiségi véltozo az el6z6 tétel alapjan felirhaté E(n(w)|F) = gn(&1(w), ..., &k (w))
alakban, ahol g,(z1,...,z,) k-véltozés Borel mérhet6 fiiggvény. Azt allitjuk, hogy
ekkor E(n&1(w) = z1,...,&k(w) = xi) = gn(x1,...,21). Ehhez azt kell ellendrizni
integraltranszformécié segitségével, hogy a ii’.) relaciébdl kovetkezik a (xx) relacié, ha
a ii’.) reldciéban B = {w: ({1(w),...,&k(w)) € A} halmazt vélasztunk. Hasonléan
be lehet latni, hogy ha E(n|{i(w) = x1,...,&(w) = zx) = gy(z1,...,25), akkor
Em|F)(w) = gn(&1(w),...,&(w)). Ehhez, azt kell észrevenni, hogy az elébb kimon-
dott tétel alapjan egy B € F halmazra létezik olyan A Borel mérhetd halmaz az R*
k-dimenzids téren, melyre B = {w: (&1 (w),...,&k(w)) € A}. Ezutdn be lehet latni az
integraltranszformécidk tulajdonsagainak ismeretében, hogy a (xx) relicié kovetkezik a
ii’.) relaciébdl.



