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A nagy szamok torvényérol. Masodik rész.

Lattuk, hogy mind a nagy szamok gyenge mind a nagy szamok erds torvényének bi-
zonyitasdhoz arra van sziikségiink, hogy képesek legytink fiiggetlen (és egyforma elosz-

n
lasi), nulla vérhaté értéki &, &o, . .., valdszinlségi valtozék S, = > &, n=1,2,...,
Jj=1

osszegének eloszlasfiiggvényére jé becslést tudjunk adni. Pontosabban arra van sziik-
séglink, hogy jol meg tudjuk becsiilni minden n indexre és rogzitett ¢ > 0 szadmra
a P(|Sn| > en) valésziniiségeket. Valdjaban a nagy szémok erds torvényének a bi-

zonyitasaban hasznosabb, ha a P ( sup |Sp,| > 5n) valészintiségeket jol meg tudjuk
1<m<n

becsiilni. Felmeriilhet a kérdés: Nem lehet-e a P(S,, > en) alaki valdsziniiségekre a
centrélis hatareloszlastétel segitségével adni jé becslést?

A vélasz erre a kérdésre nemleges. Ugyanis a centralis hatareloszlastétel a P(S,, >
xy/n) alakd valdsziniiségekre ad j6 aszimptotikdt nagy n indexre, és ragzitett, az n
indextdl figgetlen x szémra. De szabad-e rogzitett x helyett n-tél fliggé =, = ev/n
szamot irni, és alkalmazni formalisan a centralis hatareloszlastételben szereplo képletet
nem torodve az x,, szamnak az n indextdl valé fliggésével? Az, hogy e kérdés felvetésénél
nem formdlis kotozkodésrdl van szd mutatja a kovetkezd egyszeri példa: Legyenek

&1,& ..., fliggetlen egyforma eloszldsu valészinliségi valtozdok, melyekre P(&; = 1) =
P& =-1)= o Sp = Zl &¢;. Ekkor a p,(z) = P (S, > nx) valészinliségre p,(z) = 0,
]:

hax > 1,ésp,(z) =27" hax = 1. (Azx < 1 esetben is j6 aszimptotikus formulat lehet
adni a p,(xr) mennyiségre, de ahhoz kiilon vizsgdldédas lenne sziikséges, ezért ezt most
nem tessziik.) Ez a példa azt mutatja, hogy a p,(z) fiiggvény nem viselkedik mindig
ugy, ahogyan azt a centralis hatareloszlastételbol adédo formdlis analégia sugallnd. A
P(S,, > nz) alaku valdszintliségek vizsgédlatdval a valdszintiségszamitas egyik fontos és
érdekes fejezete a nagy eltérések elmélete foglalkozik. Ez az elmélet nem témaja jelen
el6adéassorozatnak.

Ismertetem az ugynevezett Kolmogorov egyenlotlenséget, amelyik nagyon hasznos
a nagy szamok erds torvényének bizonyitasaban. Itt csak magat az egyenl6tlenséget
fogalmazom meg, a bizonyitast a kiegészitésben irom le.

Kolmogorov egyenlStlenség. Legyenek &1,...,&, flggetlen, (nem feltétleniil egy-

k
forma eloszldsi) valdsziniségi vdltozok, B, = 0, B2 =02, S = >, &, k=1,...,n.
p=1
Ekkor
2
o
ESQ — k
P< sup |Sg| > a:) <t = k*12
1<k<n x x

minden x > 0-ra.



Erdemes észrevenni, hogy a Kolmogorov egyenlotlenség ugyanazt a fels6 becslést

adja annak valészintiségére, hogy az Sj részletosszegek abszolut értékének sup |Sk|
1<k<n

szuprémuma nagyobb, mint valamilyen x > 0 szdm, mint amit a Csebisev egyenlétlen-

ség ad annak az eseménynek a valdszintiségére, hogy az utolsé |S,,| tag abszolut értéke

nagyobb, mint x. Természetesen
P( sup |5 >:c\) > P (S,] > ).
1<k<n

de mint ahogy a Kolmogorov és Csebisev egyenlotlenség Gsszehasonlitasa is sugallja, a
fenti egyenlotlenség baloldala nem sokkal nagyobb mint a jobboldala.

Felidézem a nagy szamok (éles formaban megfogalmazott) erds torvényének még be nem
bizonyitott elégséges felét.

A nagy szamok erds torvényének elégséges feltétele. Legyen &1, &9, ..., figget-
len, egyforma eloszlast valdszindiségi vdltozok sorozata, melyek teljesitik az E|&1] < oo

n Sh
feltételt. Definialjuk az S, = > &, n = 1,2,..., részletosszegeket. Ekkor w)
k=1

n
atlagok teljesitik a

w
lim —= ) = F&  majdnem minden w € Q-ra.
n— oo n

reldciot.

Most megmutatom, hogy bizonyithato ez az allitas a Kolmogorov egyenlétlenség segit-
ségével.

A nagy szdmok erds torvényének elégséges felét megfogalmazo dllitas bizonyitdisa. Fel
fogjuk tenni, hogy F¢; = 0. Ehhez jogunk van, mert helyettesitve a &, valdszintiségi
valtozokat a &, — E&,, valésziniiségi valtozokkal teljesiil ez a feltétel, és az altalanos eset
konnyen kovetkezik az erre a specidlis esetre megfogalmazott allitasbol.

Természetes gondolat szétvalasztani a &, valdszintiségi valtozdok tul nagy és nem til
nagy értékeinek a hatasat a bizonyitasban. Ez sugallja, hogy érdemes a &,, valészintiiségi
véltozdk kovetkezd felbontdsat venni: &, = &, 1(|&.| < n) + & L[] > n) = &, +

/" ahol I(A) egy A halmaz indikétorfliggvényét jeloli. Azt, hogy a &, valdsziniiségi
valtozo értékeit az n szinten csonkitottuk az teszi természetessé, hogy az el6z6 eldadas

végén bizonyitott lemma alapjin az E|{;| < oo feltétel ekvivalens a > P(& = 0) =
n=1

Y P(l€n] > n) = > P(l&1] > n) < oo egyenldtlenséggel. Ezért a Borel-Cantelli

n=1 n=1

lemma alapjan a ¢ valészinliségi véltozok egy valdsziniiséggel véges sok kivétellel
1 n

nulldval egyenl6ek. Ezért elegendd azt bizonyitani, hogy a — > &, n = 1,2,...,
n

k=1
valoszintliségi valtozok egy valdszinliséggel nulldhoz konvergal. Eldszor lassuk be azt,
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1 n
hogy lim — Z E¢,. = 0, ez ugyanis lehet6vé teszi, hogy a bizonyitandé &llitést arra
n—oo N

1
redukaljuk, hogy a — Z (&, — E¢;.) atlagok tartanak egy val6szintiséggel nulldhoz, azaz

nulla varhato értéku Valoszmuségi valtozok atlagat elég vizsgalni. A bizonyitandé allitas
n

n
azért igaz, mert ) E¢, = — > E), és
k=1 k=1

n

ZE!& ZZEI&II — 1< &) <k)+ ElGa|I(|&] > n)

kl]k

1 n
= E "
k=1

3

Pk <&l <k+1)+ ElG[I(&] = n)
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Pk <& <k+1)+ ElG([61] = n)

>
I
—_

Az utolsé becslés jobboldalan szerepl6 kifejezés nullahoz tart, ha n — oco. Ugyanis az
E|&| < oo feltételbdl kovetkezik egyrészt, hogy lim FE[&[1(|€1] > n) = 0, mésrészt az,

hogy minden & > 0 szdmhoz létezik olyan L = L(¢), hogy > kP(|&k|I(k —1 < |&] <
k=L

n 2 )
k) < e, ahonnan Z —P(k: <&l <k+1) < > EP(JElI(E—1 < |&| < k) <e
k=L

és lim Z P(k: < |&] < k4 1) = 0. Mivel a fenti becslések minden € > 0 szdmra

’)’L—>OO

1 n
elmondhatdak, ezért az el6z6ekbdl kovetkezik, hogy lim — > FE&, = 0, mint allitottuk.
n—oo N p=1

Megmutatjuk, hogy a Borel-Cantelli lemma alapjan a redukalt &llitds bizonyitésa-
hoz elég megmutatni, hogy minden € > 0 szamra

1<k<2n

o) k
ZP sup Z f —Ef >e2" | <o (%)

j=1
Ekkor ugyanis tetszoleges € > 0 szdmhoz, és majdnem minden w € €) elemi eseményre

k
létezik olyan ng = ng(w,e) kiiszobindex, melyre sup |> (53 (w) — E¢; (w))' < e2m,
1<k<2n |[j=1

ha n > ng. Ezért, ha k > 2™ akkor létezik olyan ny = ni(k) index, melyre 2" <

k
ko< 2m, és |3 (&(w) — EBEj(w))| < e2m ™! < 2ek. Mivel ez tetszbleges e = %
1

szamra elmondhatd, és innen kovetkezik, hogy egy valdszintiségi w € () halmazra

lim

k—o0

k
> (fg(w) — B¢ (w))| — 0. Viszont a nagy szdmok er8s torvényét ennek az
=1

allitasnak a bizonyitasara redukaltuk.



A (%) formuldban olyan valdszintiségek Gsszegének a konvergencigjat kell megmu-
tatni, melyeket a Kolmogorov egyenl6tlenség segitségével tudunk megbecsiilni. A Kol-
mogorov egyenlotlenség szerint

2" 2"
. Zl Var & Zl E¢?
P| su LB >e2n | < 5 < = ,
1§k§pzn pa (& &) = T 2920 —  292n

ezért elég megmutatni azt, hogy

%) 2m
Y27y B <o (%)
n=1 j=1

ha E|§1| < Q.

J
A (xx) formula bizonyitdsa érdekében irjuk fel az Ef}Q =Y E|GPI(l-1< 4] <
=1

J
) < STIE|IG|I(I—1 < |&] < 1) relaciét az e formulaban szereplé mindegyik tagra, és
=1
szdmoljuk Ossze, hogy atrendezve az igy kapott Osszeget, mint az E|&;|1(1—1 < |&| <)
kifejezések linedris kombinacidjat mi lesz az E 1611 I(1 -1 < [&] < l) tag egyiitthatoja.
Ha 2m~1 < [ < 2™, akkor ez az egyiitthatd Z (2n —-Di27?" <1 Z 27" <2027 < 4,

n=m n=m
ahonnan

2'IL

Zz N pel? <4ZE|§1|I [—1<|&] <) <4E|§G| < .

n=1 Jj=1
Ezzel a tételt belattuk.

A Kolmogorov egyenlotlenség alkalmas arra is, hogy jellemezziik azt, hogy figgetlen
valoszinliségi valtozék oOsszegei mikor konvergdlnak egy valdszinliséggel. El6szor az
aldbbi viszonylag gyengébb, de sokszor jol hasznalhaté eredményt ismertetem, melyet
szoktak Kolmogorov-féle egy sor tételnek nevezni, (utalva az utdna ismertetett tartal-
masabb Kolmogorov féle harom sor tételre).

Kolmogorov-féle egy sor tétel. Legyenek &1,&s, . .., figgetlen valdsziniségi valtozok,
melyeknek létezik az EEE < oo mdsodik momentumai minden k = 1,2,... szdmra. Ha

o0 o
> Varé, < oo, akkor a Y (& — E&k) sorozat egy valdszindiséggel konvergal.
k=1 k=1

A fenti eredmény elégséges feltételt ad arra, hogy fiiggetlen valdsziniiségi valtozok
Osszege mikor konvergal egy valészinliséggel. Az alabb ismertett eredmény, melyet
az irodalomban Kolmogorov-féle harom sor tételnek neveznek, megadja e tulajdonsag
sziikséges és elégséges feltételét.



Kolmogorov-féle harom sor tétel. Legyenek &1,&o, ..., fliggetlen valdsziniiségi vdl-
tozok. Régzitsink valamely C' > 0 szdmot, és definidljuk a &, = &I({|&k] < C}) valo-

szintségi valtozokat, k = 1,2,..., ahol I(A) az A halmaz indikdtorfiggvénye. A > &k
k=1

véletlen osszeq akkor és csak akkor konvergens eqy valosziniséggel, ha a &k, k =1, 27. o
valosziniségi vdltozok sorozata teljesiti a kovetkezd feltételeket:

() X P& #6)= T P&l 2 0) <o,

o0
(i) A > E¢;, dsszeg konvergens.
k=1

(iii) > Varg), < oo.
k=1

1. megjegyzés: Az elobb kimondott eredmények azt sugalljak, hogy kozvetlen médon
be lehet latni az alabbi allitasokat:

a) Ha a Kolmogorov-féle hdrom-sor tétel feltételei teljesiilnek valamely C' > 0 szdmra,
akkor ezek a feltételek teljesiilnek tetszéleges C' > 0 szamra.

oo o
b.) Ha a wij valésziniiségi véltozok teljesitik a > Var, < oo és > FE& < oo
k=1 k=1
feltételeket, akkor teljesitik a Kolmogorov harom sor tétel feltéteit is.

Ezeket az allitdsokat, melyek kovetkeznek a Kolmogorov-féle egy sor és harom sor
tételbdl, be lehet bizonyitani kozvetleniil is, de ezt most elhagyom.

2. megjeqyzés: Az eloz6 két eredményben annak adtuk meg a feltételét, hogy fliggetlen
valészintiségi valtozok sorozata egy valészintiséggel konvergaljon. Erdemes megjegyezni,
hogy a valdszinliségszamitas egyik alapvetd eredménye, az ugynevezett 0-1 torvény,
alapjan meg lehet mutatni, hogy fliggetlen valészintiiségi valtozok sorozata vagy 1 valo-
szinliséggel konvergens vagy 1 valészintiséggel divergens. Tehat nem lehetséges megadni
fiiggetlen valdsziniiségi valtozdkat, melyek Osszegei példaul 1/2 valészintiséggel kon-
vergédlnak és 1/2 valdsziniiséggel divergdlnak. Hasonlé &llitds mondhaté fliggetlen vals-
szintiségi valtozok atlagairdl. Csak két eset lehetséges. Vagy egy valdszinliséggel kon-
vergalnak egy konstanshoz vagy egy valdsziniiséggel divergalnak (nem konvergélnak).
Ha marad rd idd, akkor késobb a most emlitett nulla-egy torvény targyaldsara is ratérek.

A Kolmogorov-féle egy-sor tétel bizonyitisa: Elég megmutatni, hogy a tétel feltételeinek

teljesiiléseinek teljesiilése esetén az S, (w) = > (& (w) — Eék(w)), n = 1,2,... valdszi-
k=1
niiségi valtozok sorozata egy valdsziniiséggel Cauchy sorozat. Megmutatatjuk, hogy

elegend6 azt megmutatni, hogy minden € > 0 szamra

k
lim P | sup|» (& —E¢)| > | =0. (+)

- j=n



M
Valéban, definidljuk az A(n,e) = {w: > (Ek(w) — B¢ (w)) <26, ha M >m > n}

k=m
halmazokat. Ekkor lim P(A(n,¢)) = 1, mert
k
Q\ A(n,e) € qw: sup D (&(w) - Bgw)| > e g,
Zn j=n

és az utébbi esemény valdszintisége nulldhoz tart. Tovabba az A(n, ) halmazok rogzitett
o0

e szadmra egymadsba skatulyazott halmazok. Ezért minden ¢ > O-raaz Q(e) = |J A(n,¢)
n=1

halmazra P(€(g)) = 1 és minden w € €2(e) elemi eseményre 1étezik olyan ng = no(w)
kiiszobindex, melyre M > m < ng esetén | Sy (w)—Sm(w)| < 2e. Ekkoraz @ = N Q(})
=1

halmazra P(Q) = 1, és minden w € Q halmazra az S, (w), n =1,2,... sorozat_Cauchy
sorozat. Ezért elég bebizonyitani a (+4) reldciét.

Viszont a Kolmogorov egyenl6tlenség alapjan

k k

Plsw 3 (6 - B 2 e | = Jim P s ;(@(w—E@(w) > e

j=n
N e’}
> Varg; > Varg;
j=n j=n

< lim =

[oe)
és mivel nan;O > Var&; =0, innen kévetkezik a (+) relacié.

j=n

A Kolmogorov-féle harom sor tételnek itt csak az elégséges részét bizonyitom be,

a feltételek sziikségességének bizonyitdasat a kiegészitésben teszem meg. Ennek az az
oka, hogy egyrészt alkalmazasokban az elégségesség a Tétel fontos része, masrészt a
sziikségesség targyaldsa az itteni targyalastol eltéré modszert igényel. Lattuk ugyan-
is, hogyan lehet fiiggetlen valésziniiségi valtozok szérasnégyzeteinek az ismeretében e
valtozdk Osszegeit megbecsiilni. De, ha a fliggetlen valdszintiségi valtozok Gsszegének a
konvergenciajabol a valdszintisési valtozok szérasnégyzeteinek osszegére akarunk kovet-
keztetni, akkor ez 1j gondolatokat igényel.

A Kolmogorov-féle harom sor tétel elégséges részének bizonyitdsa. Azt akarjuk megmu-

tatni, hogy amennyiben a fiiggetlen ,, valosziniiségi véltozok teljesitik az (i), (ii) és (iii)
oo
feltételeket, akkor a _ &, valdszintiségi valtozok egy valdszintiséggel konvergensek. Az

n=1
egy sor tétel bizonyitasdhoz hasonldéan lathatd, hogy elég belatni azt, hogy tetszéleges

€ > 0-ra
ka >€> — 0.

lim P (sup
k=n

n— oo m>n
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Vegyiik észre, hogy
(sgp ng >e><ZP§k¢fk>+P<sup ka)

tovabba Y P(& # &£,) — 0 n — oo esetén (i) miatt és ) E¢; < % minden m > n-re
k=n k=n
ha n > n(e) (ii) miatt. Végiil a Kolmogorov egyenlétlenség alapjan

> (& — E&)

k=n

< k=n
5 | =

— 0 han— oo.

> (& - Eg)| >

k=n

> i Var &,

P | sup
m>n

a (iii) tulajdonsidg miatt. Ezekbdl az egyenlStlenségekbdl kovetkezik a tétel allitasa.

e2

Felidézem a nagy szamok gyenge torvényérol szélo tételt annak altaldnos, éles
formdajaban. Ennek az eredménynek is csak az elégséges részét fogom itt bizonyitani, a
sziikségesség bizonyitasat csak a Kiegészitésben adom meg. Egyébként érdemes megje-
gyezni, hogy ez a bizonyitas nagyon hasonlé az el6z6 éran targyalt els6 példahoz.

A nagy szamok gyenge torvényét kimondd tétel éles alakja. Legyen &, k =

1,2,..., figgetlen, egyforma eloszlisiu valosziniiségi vdltozok sorozata F eloszldsfiigg-

vénnyel. FEzek a valdsziniségi vdltozok akkor és csak akkor teljesitik a nagy szdmok
1 n

gyenge torvényét, azaz a — > & dtlag akkor és csak akkor konvergdl sztochasztikusan
n

k=1
n — oo esetében eqy a szdmhoz, —oo < a < 00, ha

u

mlir{)lox [F(—z)+ (1 — F(z))] =0, és uli_)rrgo ) zF(dz) = a. (++)

A nagy szamok gyenge torvénye elégséges részének bizonyitdasa Tegytk fel, hogy a &
val6szintiségi valtozok F(x) eloszldsai teljesitik a (++) feltételt. Adott n-re definialjuk

g gk = §<”> = gkz(\gk| <n)és &, = & = & — & valésziiiségi valtordkat. Ekkor

- 1 n
— Z &+ = Y &, ezért elegendd azt megmutatni, hogy — > & = a
Nk 1 k=1 N k=1 N k=1

E 0, ahol = sztochasztikus konvergenciat jelol. A bizonyitandé maésodik

3|’—‘

IIM:

1 7 = n
relacié kovetkezik a (++) feltétel elsé részébol, mert P (— > & # O) < > P(|gk| >
N k=1 k=1

n) =n[F(—n)+ (1 — F(n))] — 0, ha n — co. Az els6 reldcié a Csebisev eéyenlb’tlen—
ségbol kovetkezik, mert minden £ > 0 szamra
k=1

(e o) (e s
nVar &
n? (5 —|a— E§_1|)2)’

(e—Ka—E&N>




(e — |la — E&))? > S, ezért a bizonyitds befejezéséhez elég azt megmutatni, hogy

. Var f(")
lim

n— o0 n

= (0. Mivel

n L
Var &; gng:/ u2F(du):/ uzF(du)+/L<| . w? F( du)

-n —L

tetszoleges L > 0 szamra, az utolsé Osszeg elsé tagja rogzitett L szamra nem fiigg az
n szamtol, ezért elegend6 azt megmutatni, hogy minden € > 0 szamra létezik olyan

I 1
L = L(e) szam, hogy —/ u?F(du) < e és —/ uw?F(du) <e. A (4+4) formula elsé
n n

L -n
reldcidja miatt létezik olyan L = L(e) szdm, melyre x > L esetén z(1 — F'(z)) < § és

1 n
zF(—x) < 5. Ezért parcidlis integraldssal kapjuk, hogy ilyen L-re — / w?F(du) =
nJr
- py = Lot R e rwlp < S [ ranse
n Jr nJ; n L=nJ, -
A masik egyenlGtlenség hasonléan bizonyithato.
Természetesen felvetodik a kovetkezd kérdés: Legyenek &1,&o,. .., fliggetlen egy-

forma eloszldsi valdszintiségi valtozok, melyekre F§; = 0. Legyen S, = > &, n =
k=1

. : Sn ,
1,2,.... Ekkor a nagy szdamok gyenge torvénye szerint a —- atlagok sztochasztikusan
n

tartanak nulldhoz, a nagy szamok er6s torvénye szerint pedig egy valdszinliséggel is
nulldhoz tartanak. Hogyan lehet élesiteni a nagy szamok gyenge illetve erds torvényét?

Pontosabban fogalmazva, milyen a,, n = 1,2,... sorozatokra mondhatjuk, hogy ——

Qnp

sztochasztikusan tart nulldhoz, ha n — oco? Milyen b,,, n = 1,2, ... sorozatokra mond-
S

hatjuk, hogy b_n egy valosziniiséggel tart nulldhoz, ha n — co? Az egyszeriliség kedvéért

tegyiik fel, hog; olyan valdszintliségi valtozdkat tekintiink, melyeknek van méasodik mo-
mentumuk.

Az els6 kérdésre a valasz viszonylag egyszerli kovetkezménye a centralis hatarelosz-
lastételnek, és ezt az allitast feladat formédjaban fogalmazom meg. A masodik kérdésre
a valaszt nehezebb megadni. Ezt a valaszt azalabbi bizonyitas nélkiil ismertetett iteralt
logaritmustétel adja meg.

Feladat:

Legyenek &1, &9, . . ., olyan fliggetlen, egyforma eloszlasu valészintliségi valtozok, melyekre
n
B¢ = 0é6s B2 < co. Legyen S, = Y &, n = 1,2,.... Ekkor pozitiv valés szdmok
k=1
valamely a,, sorozatara a il valoszinliségi valtozok akkor és csak akkor tartanak sz-
(7%
tochasztikusan nulldhoz n — oo esetén, ha lim — = oc.

n—oo \/_
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Végiil megfogalmazom a valdszinliségszamitas egyik hires eredményét, az tigyneve-
zett iteralt logaritmus tételt

Iteralt logaritmus tétel. Legyenek & (w),&2(w),..., figgetlen, egyforma eloszldsi

valdszinidségi vdltozok valamilyen (2, A, P) valdszintiségi mezén, melyekre E&1(w) = 0,
Var &) (w) = 0% < co. Ekkor

S W)+ +&n(w)

lim sup =1, majdnem minden w € §2 elemi eseményre,
n—oo  /2no?loglogn
és
o w)+ -+ Ep(w . . . ,
lim inf SIC) En(w) = —1, majdnem minden w € () elemi eseményre.
n—oo /2nc?loglogn
KIEGESZITES:

A Kolmogorov egyenldtlenség bizonyitdsa: Definidljuk a
T(w) = min{k: k <n; [Sp(w)| >z}
val6szintiségi valtozét. (7(w) =n ha Si(w) <  minden k < n-re.) Azt éllitjuk, hogy
ES? ., < ES?:. (a)
Az utolsé egyenlétlenség és a Csebisev egyenlGtlenség alapjan

ES7w) _ ES
<

2 T x2

P (I;lSaZ(ISH > x) =P (|Srw)| >z) <

és ez a Kolmogorov egyenlotlenség.

A kivant egyenlGtlenség bebizonyitasahoz vegyiik észre, hogy
ES) — ESZ =Y E(Sn— Sk)(Sn — Sk + 28:) I({7(w) = k})
k=1
=Y E(Sn— S’ I({m(w) = k}) + 2 E(Sy — Sp) Sl ({r(w) = k}) .
k=1 k=1
(b)
Mivel az S,, — Sk és SpI({T(w) = k}) valésziniiségi véltozdk fiiggetlenek, (az S, — Sk
al,l=k+1,...,n,az SpI({r(w) = k}) az &, | = 1,...,k valdszinliségi valtozéktdl
figg,) és E(S,, — Sk) = 0, ezért
E(S, — Sg)SkI({7(w) = k}) = E(S), — Sp)ESkI({7(w) = k})=0.

9



Innen kovetkezik, hogy az (b) azonossdg jobboldaldnak a masodik tagja nulla. Mivel az
elsé tag egy nem negativ valésziniiségi valtozd varhaté értéke, ezért az (b) azonossaghdl
kovetkezik az (a) relacié. Igy bebizonyitottuk a Kolmogorov egyenlStlenséget.

o

A harom sor tétel sziikséges felének bizonyitasa. Ha a > &k (w) Osszeg egy valdszintiség-
k=1

gel konvergens, akkor a [ (w)| > C esemény csak véges sok k indexre teljesiil. Ezenkiviil

ezek az események kiilonbozo k indexre fiiggetlenek, ezért, ha az aldbbi sorozat kon-

vergdl, akkor a Borel-Cantelli lemma alapjén > P(|{x| > C) < oo, azaz az (i) tulaj-
k=1

donsag teljestil. Tovdabbé a Borel-Cantelli lemma masik fele alapjan a ) (§x(w) —¢(w))
k=1
igy a ) §.(w)) Osszeg is egy valdszintiséggel konvergens, ahol &, (w) = & (w) I (|€k(w)] <
k=1

C). A bizonyitds kovetkez6 1épésében egy méds problémak megolddsdban is hasznos
moédszert, az un. szimmetrizdldst alkalmazzuk. Legyen &) fiiggetlen valdszintiségi
valtozok sorozata, melyek a &) sorozattdl is fuggetlenek, és &)/ ugyanolyan eloszldsi
mint a &, valdsziniiségi valtozé. Legyen & = &, — &, . Ekkor &, fiiggetlen szimmetrikus,
azaz olyan eloszlast valdszintiségi valtozok sorozata, melyekre P (ék: >z)=P (glc_ <)

oo
minden x szdmra, és a Y. & sorozat egy valdszinliséggel konvergens. Be fogjuk latni

k=1
az alabbi lemmat.
Lemma. Ha &1,&, ..., figgetlen szimmetrikus eloszldsiu, korldtos valosziniiségi vdl-
tozok, azaz olyanok, melyekhez létezik olyan K > 0 szdm, hogy P(|€x| < K) minden
oo
k =1,2,... indexre, és a > &k(w) dsszegek eqy valdsziniséggel konvergdlnak, akkor
. k=1
Var &, < 0.
k=1

El6szor megmutatjuk az allitas bizonyitasat e Lemma segitségével. E lemma alapjan

tudjuk, hogy 3 Varé, < oo, és mivel Var§, = 2Var &, innen kovetkezik a (iii) tulaj-

k=1
donsag. A & — E¢. sorozat teljesiti a harom sor tétel mindharom feltételét. Ezért e
tételnek a mar bizonyitott elégséges felét felhasznalva azt kapjuk, hogy a > (&, — F§}.)
és > E& = > & — (& — EE}.) Osszegek konvergensek egy valdszintiséggel. Ezért
k=1 k=1 k=1

a (ii; tulajdonsgg is teljesiil.

A lemma bizonyitdsa. Jelolje a £ valdszinliségi valtozd eloszlasfiiggvényét F(x), és
karakterisztikus fiiggvényét ¢ (t). Elészor azt mutatjuk meg, hogy elég kis ¢ indexre

oo
a > (1 — pr(t) relacié teljesiil, s6t a tekintett dsszeg abszolult konvergens. Valéban a
k=1

> &k (w) egy valdszintiséggel val6 konvergencidjabol kovetkezik, hogy e véletlen Gsszegek
k=1

10



n
eloszldsban is konvergédlnak, ezért a [] o (t) fiiggvények konvergilnak egy folytonos
k=1
p(t) figgvényhez. A @i (t) karakterisztikus fiiggvények a & valdsziniiségi valtozdk sz-
immetrikus eloszlasa miatt valés értékiiek, 1-nél kisebbek, és logaritmust véve kapjuk,

o
hogy a > logp(t) abszolut konvergens kis ¢ szdmra, és az Osszeg kisebb, mint e.
k=1

(Azt hasznaljuk itt ki, hogy a ¢(t) hatarfliggvény a nulldban folytonos, és ¢(0) = 1.
Tekintve a log(1l 4+ z) fiiggvény Taylor sorat nulla kis kérnyezetében = = 1 — g (¢)
vélasztdssal kapjuk, hogy 1 — ¢r(t) < —2logy(t) elég kis t-re minden k indexre, és
Y1 — ¢r(t)) < oo, amint allitottuk.
k=1

Legyen £ olyan valészintiségi véltozo, amelyikre P(|¢] < K) = 1, és jeldlje ¢(t) &
karakterisztikus F'(x) az eloszlas fiiggvényét. Azt allitjuk, hogy ha ¢ > 0 olyan szam,
melyre t K < 1, akkor %Varf < Re Var ¢(t). Valéban ekkor

Re (1 —p(t)) = /OO (1 —costx)F(dx) > /OO %F(dl‘) = gESQ > %Var&,

— 00 — o0

(1)

mivel |tx| < [tK| <1 esetén 1 — costz > 1

A fenti két allitdsbol kovetkezik, hogy esetiinkben > Var &, <
k=1

-1

> (1-4(t) < o0

egy elég kis t > 0 szammal.

A gyenge konvergencidrdl szolo tétel sziikséges felének a bizonyitisa. Ennek az allitasnak
a bizonyitasat kevésbé részletesen from le. Az egyszerliség kedvéért felteszem, hogy a
limesz a = 0, mert az altaldnos eset erre visszavezethetd, ha az eredményt a &, = &, — a
valoszinliségi valtozokra alkalmazzuk. El6szor azt mutatjuk meg, hogy abbdl, hogy a
xiy fliggetlen, egyforma valdszinliségi valtozék atlagai sztochasztikusan konvergalnak
nulldhoz koévetkezik, hogy e valésziniiségi valtozok (t) karakterisztikus fliggvényei a
nulldban derivalhatéak, és derivaltjuk nulldval egyenls. (Valdjaban a két &llitds ekvi-
valens egymaéssal.)

Valéban, az, hogy ezek az atlagok sztochasztikusan konvergdlnak nulldhoz, ekvi-
valens azzal, hogy eloszlasban konvergalnak nulldhoz, ami a karakterisztikus fliggvények

nyelvén azt jelenti, hogy lim ¢ (%) — 1, és ez a konvergencia minden véges interval-
n—oo

lumban egyenletes. Logaritmust véve azt kapjuk, hogy lim nlogp (%) = 1 minden
n—oo
valés t szdmra, és a konvergencia egyenletes. Véve a log(l + 2) = 1 — 2z + O(z?)
kozelitést z = logp (%) — 1 véalasztassal azt kapjuk, hogy lim n (cp (%) — 1) =0, és
n—oo

a becslés egyenletes minden véges intervallumon. Innen kovetkezik, hogy a karakter-
isztikus fliggvény nullaban konvergens, és a derivaltja nulla.

Abbdl, hogy a derivalt (valds része) nulla, kovetkezik, hogy tetszbleges € > 0 szamra
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1
[Re [l —p(u)]| < £, hau < — és x> x(e). Ezért elég nagy z-re
T

1/x 1/x
€ > ac2/ Re[l — ¢(u)] du = / / 2(1 — cosut)F(du) dt

//W (1 — cosut) dtF(du) = / (m—x2jn%)F(du)

> / F(du) =
2 {|t|>22}

Innen kévetkezik, hogy lim z[(1 — F(z) + F(—z)] = 0.

[(1—F(2x)) + F(—2xz)].

MI&

Viszont, ha ellendrizziik a tétel elégségesség részének a bizonyitasat, akkor lathat-
juk, hogy ott elsGsorban ezt a feltetelt hasznaltuk és ez a feltétel bnmagdaban elegendo

annak a bizonyitdsahoz, hogy a — Z Z (& — [ —n"uF(du)) valdszintiségi véltozok
T g=1k=1

nulldhoz konvergaljanak. Ez viszont azt jelenti, hogy az atlagok csak akkor konvergal-
hatnak egy a szdmhoz, ha a = lim [ —n"uF(du), és ezt kellett beldtni.
n—oo
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