A Valoészinuiségszamitas I1. el6adassorozat tizenegyedik eléadasa.
2002. november 26.

A nagy szamok torvényérdol. Elso rész.

Ezen elfadds témdja a nagy szamok (erds és gyenge) torvénye. Ez a matematikai
eredmény olyan jelenségeket kivan megmagyarazni, mint példaul az a tapasztalati tény,
hogy minden évben a sziiletend6 gyerekek koriilbeliil fele fia és fele lany. Ezt és ha-
sonlé jelenségeket azzal magyaraznak, hogy a sok fiiggetlen hatds (az egyes sziiletendé
gyerek neme) kiegyenliti egymast, és azok dtlaga lényegében nem filigg az egyes véletlen
hatdsoktdl, hanem egy (determinisztikus) szaimhoz konvergal. Célunk ennek az allitas-
nak pontos megfogalmazasa és bebizonyitasa. Azt fogjuk megmutatni, hogy fliggetlen
és egyforma eloszlasu valdszintiségi valtozdk atlaga nagyon altalanos feltételek esetén
egy (determinisztikus) konstanshoz konvergal. A ,nagyon altaldnos feltételek esetén”
kitétel jelen esetben azt jelenti, hogy a valdszintiségi valtozok eloszlasfiiggvénye nagyon
altalanos csalddbdl szdrmazhat. Altaldban az a szam, amelyikhez a fiiggetlen valdszinti-
ségi valtozok atlagai konvergalnak az dtlagban szereplo valészintliségi valtozdk varhatéd
értékei. De mivel olyan esetet is targyalni kivanunk, amikor ez a varhaté érték nem
létezik, ezért nem mondjuk azt, hogy a tekintett valdszinliségi valtozdk atlaganak a
limesze e valészintiségi valtozok varhaté értéke. (Mint a vizsgdlatokbdl ki fog deriilni a
tipikus esetekben, amikor a varhaté érték létezik, akkor a hatarérték varakozasainknak
megfelelen ez a szam.)

Ahhoz, hogy vizsgélatainkat elkezdjiik, el0szor tisztazni kell, mit értiink azon, hogy
a valdszintiségi valtozdk atlaga konvergdl. Ez a fogalom magyarazatra szorul, mivel a
valészinliségi valtozok egy valdszinliségi mezon értelmezett fliggvények, és fliggvények
konvergencidjanek tobb kiilonbozo lehetséges definiciéja van.

Jelen kontextusban két olyan kitiintetett konvergencia fogalom van, amelyiket ér-
demes targyalni. Ezek egyike az egy valoszintiséggel valé konvergencia, a masik pedig a
sztochasztikus konvergencia. Mind a két konvergenciafogalom szerinti konvergenciat
vizsgalni fogjuk. A két konvergenciafogalom nem esik egybe, és ez az oka annak,
hogy beszéliink a nagy szamok gyenge és erds torvényérol is. Mint latni fogjuk, a
két kiilonboz6é torvény kozott az a kiilonbség, hogy az atlag egy valdsziniiségi vagy
sztochasztikus konvergencidjat vizsgaljuk.

Ahhoz, hogy ezt a programot végrehajthassuk, el6szor meg kell adnunk a sziikséges
konvergencia definiciékat és meg kell beszélniink kapcsolatukat egymaédssal. Felidézem
az eloszlasban valé konvergencia fogalmat is, annak érdekében, hogy ezt is 6sszehason-
lithassuk a fenti két konvergenciafogalommal.

Az egy valdsziniliségili konvergencia definicidja: Valdszinidségi vdltozok &, n =
1,2,..., sorozata akkor konvergdl eqy valosziniséggel eqy & wvalosziniségi vdltozohoz,
ha (egyrészt ezek a valdszinidségi vdltozok ugyanazon az (2, A, P) valdsziniiségi mezdn
vannak definidlva, mdsrészt)

P <w: lim &,(w) = f(w)) = 1.
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Megjegyzés: Az egy valdszinliségi konvergencia fogalmét a mértékelméletben is hasznal-
jak, de ott azt majdnem mindeniitt valé konvergencidnak is hivjdk. (Az angol nyelvii
irodalomban az almost sure convegence, almost everywhere convergence vagy conver-
gence with probability one kifejezések hasznalatosak.)

A sztochasztikus konvergencia definicidja: Valdszinidségi valtozok &,, n =1,2,...,
sorozata akkor konvergdl sztochasztikusan egqy & wvaldszinidségi vdltozohoz, ha (egyrészt
ezek a valdsziniiségi valtozok ugyanazon az (2, A, P) valdsziniségi mezén vannak defi-
nidlva, mdsrészt) minden € > 0 szdmra

lim P (|&,(w) — &) > ) =0,

Megjegyzés: A mértékelméletben el6forduld kifejezések koziil a mértékben vald konver-
gencia felel meg ennek a fogalomnak. Az egyetlen apré kiilonbség a mértékelmélet és
valészintiségszamitas széhasznalata kozott abban vam, hogy a mértékelméletben nem
csak valészintliségi (azaz egyre normalt mértékeket tekintenek).

Az eloszlasban valé konvergencia definicidja: Valosziniségi vdltozok &,, n =

1,2,..., sorozata akkor konvergdl eloszlasban egqy F(u) eloszlasfigguvényhez vagy az ezen

eloszlasfiggvény dltal meghatdrozott eloszlishoz, ha lim P(§, < w) = F(u) minden
n—o

olyan u szamra, ahol az F'(-) eloszlasfiiggvény fliggvény folytonos. (Azt mondjuk, hogy a
Ens,n=1,2,..., valosziniségi vdltozok sorozata eloszlasban konvergal eqy & valosziniiségi
vdltozohoz, ha ez a sorozat eloszldsban konvergdl az F(u) = P(§ < u) eloszldsfiggvény-

hez.)
A kovetkez6 kapcesolat érvényes a fenti konvergenciafogalmak kozott.

Egy valészintliségi konvergencia = Sztochasztikus konvergencia = Eloszlasban valé
konvergencia.

//////

latat.

Ha &, (w) — &(w) egy valdszintiséggel, akkor definidlva az

A= 40) = {u swpleno) - ] <}

>n

halmazokat kapjuk, hogy az egymadsba skatulyazott A, halmazokra, (azaz A;(w) C
Ay C ---), Pl U An) = 1. Ezért lim P(A,) = 1. Mivel {w: [£,(w) — {(w)| <

n=1 n—oo
e} DA, P(lé(w) —E(w)| < &) — 1, azaz P(|¢,(w) — £(w)| > €) — 0, ha n — oo.
Ez azt jelenti, hogy az egy valdszinliségli konvergencidbdl kovetkezik a sztochasztikus
konvergencia.

Megfogalmazom az aldbbi allitast, melyet nem nehéz bebizonyitani. De mivel nem
lesz ra késobb sziikségiink, azért elhagyom a bizonyitast.
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Allitas: Valosziniségi valtozok £,, n = 1,2, ..., sorozata, akkor és csak akkor konvergdl

egy valdszintséggel eqy & valdsziniségi vdltozohoz, ha az n, = sup |k — &| valdsziniiségi
>n
vdltozok sorozata sztochasztikusan konvergdl nulldhoz, azaz minden € > 0 szdmra

lim P (sup &k — &| > 5) = 0.
n—oo kZTL

Léassunk példat arra, hogy lehetséges olyan &,, n = 1,2,..., és £ valdszinliségi
valtozokat konstrudlni, melyekre a &,,, n = 1,2, ..., sorozat sztochasztikusan tart &-hez,
de a &, sorozat nem konvergdl egy valdszinliséggel a & valdszintliségi valtozéhoz.

Tekintsiik a kovetkezd (€2, A, P) valdszintliségi mez6t: Q a [0,1] intervallum, A a
Borel mérheté halmazok o-algebraja a [0, 1] intervallumon, a P val6sziniiségi mérték a
Lebesgue mérték. Legyen

1 haze[(n—2"27% (n+1-—2")27"]

én(7) = kyo—k kyo—k
0 haz¢ [(n—2%)27% (n+1-2%)2"]

akkor ha 28 <n < 21 k=12 ...,

és £(z) = 0 minden 0 < x < 1 szdmra. Ekkor P(|¢, —&| > ¢) = 27" minden 1 > ¢ > 0

szamra, ha 2F <n < 21 Tehdt a &,, n =1,2,..., sorozat sztochasztikusan konvergél
a & valdszintliségi valtozéhoz. Viszont mivel limsup &, (x) = 1 minden 0 < z < 1 szamra,
n—od

ezért a &, sorozat nem konvergdl egy valdsziniiséggel a £ valdsziniliségi valtozohoz.

Masrészt a Borel-Cantelli lemmabdl kévetkezik, hogy amennyiben minden € > 0
oo
szdmra y  P(|&, —&| > e) < oo, akkor a &, sorozat egy valdszintiséggel konvergal a &
n=1
valészintiségi valtozéhoz. Miért?

A sztochasztikus konvergencia és eloszlaban valé konvergencia kozotti kapcsolatra
érvényesek a kovetkezo allitasok.

1. Alllitas: Ha Ens,m = 1,2, ..., valdszintségi valtozok sztochasztikusan konvergdlnak
egy & wvalosziniségi vdltozohoz, akkor a &, wvaldszinidségi vdltozok eloszldsban is kon-
vergalnak ehhez a & valdsziniségi valtozohoz.

Indoklds: Legyen x folytonossdgi pontja a & valdsziniiségi véltozé F'(-) eloszldsfiiggvé-
nyének, és rogzitve egy ¢ > 0 szamot valasszunk olyan § = d(¢) > 0 szamot, melyre
F(r) - 5§ < F(r —6) < F(z + ) < F(r) + 5. Ezutdn valasszunk olyan ng = ng(e, )
szdmot, melyre P(|¢, —§| > 6) < 5. Ekkor P(§, <z) < P({, <z +0) + P(|§, —&| >
0) < F(x+0)+ 5 < F(x) +e. Mésrészt P(&, > x) < P({>x—6)+P(|§, =& >20) <
1-F(z—90)+5<1—-F(x)+e han>no. Innen F(z) —e < P(§, <z) < F(z) +¢
n > ng esetén. Mivel minden £ > 0 esetén érvényes egy ilyen becslés, innen kovetkezik
a megfogalmazott allitds.

Természetesen lehetséges, hogy &,, valdszintiségi valtozdk sorozata eloszldsban kon-
vergaljon egy & valészintliségi valtozohoz, de sztochasztikusan ne konvergaljon. FErre
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példa az az eset, ha a &, valészintliségi valtozok fliggetlenek és azonos eloszlasuak. Ekkor
az eloazlasban valé konvergencia nyilvan teljesiil, de ha a &, valdszintiségi véltozdk
eloszlasa nem elfajult, azaz a &, valdoszinliségi valtozdk nem egyenléek egy konstanssal
egy valoszinliséggel, akkor e valdszintiségi valtozok nem konvergalnak sztochasztikusan.
Viszont abban az esetben, ha a limesz konstans akkor igaz a kévetkezo allitas:

2. Allités: Ha En, n = 1,2,..., valosziniségi valtozok eloszldsban konvergdlnak egy
a konstanshoz, (azaz egy olyan valdsziniségi valtozohoz, mely egy valdsziniiséggel az a
konstanst veszi fel, akkor a &,, n =1,2,..., sorozat sztochasztikusan is konvergdl ehhez

az a konstanshoz.

Indoklds: A hatar valészintiségi véltozo eloszldsfliggvénye az az F(x) eloszlds, melyre

F(z)=0,hax <a,és F(r) =1haz > a. Ennek a fiiggvénynek az x = a pontot kivéve

minden pontja folytonossagi pontja. Ezért minden & > 0 szamra lim P(&, < z+4¢) =1,
n—oo

lim P(&, < z—e) = 0. Innen kovetkezik, hogy lim P(|&,—&| <e) = lim P(|¢,—a| <
e)= lim (P(&, < +¢)— P(&, <z —¢)) = 1. Innen kovetkezik a 2. Allitds.

n—oo

Ezutan megfogalmazom a nagy szamok gyenge és eros torvényét.

Nagy szamok gyenge torvényének a definicidja. Legyen &,, n=1,2,..., figget-

len, egyforma eloszldsi valdsziniségi valtozok sorozata eqy valésziniiségi mezon, S, =
n

&k, k=1,2,.... Azt mondjuk, hogy ezek a &,, n = 1,2,..., valdsziniségi valtozok
k=1
teljesitik a nagy szamok gyenge torvényét, ha létezik olyan E szam, melyre teljesil, hogy

az —, n = 1,2,..., valdsziniségi viltozok sztochasztikusan konvergdlnak az E szdm-
hoz,nazaz ahhoz a valosziniségi vdltozohoz, mely eqy valosziniséggel az E konstanssal
egyenlo.

Nagy szamok erds torvényének a definiciéja. Legyen &,, n=1,2,..., flggetlen,
egyforma eloszldsi valdsziniiségi valtozok sorozata egy valdsziniiségi mezon, S, = i &k,
k=1,2,.... Azt mondjuk, hogy ezek a &,, n=1,2,..., valdsziniségi vdltozok tezz;ftik
a nagy szdmok erds torvényét, ha létezik olyan E szdm, melyre teljesiil, hogy az —,
n=1,2,..., valdszinilségi valtozok egy valosziniséggel konvergdlnak az E szdmhoz, a?az

ahhoz a valosziniségi valtozohoz, mely eqy valosziniséqggel az E konstanssal eqyenlo.

Megjeqyzés: Altaldban a nagy szamok gyenge és er0s torvénye az F = F&; szammal
teljesiil. S6t, mint latni fogjuk a nagy szamok erds torvénye mindig ezzel a konstanssal
teljesiil. De a nagy szamok gyenge torvénye teljesiilhet olyan esetben is, amikor a &;
valészintiségi valtozénak nincs varhato értéke. A fenti definiciét azért fogalmaztuk meg
a fenti médon, hogy a leheto legaltalanosabb feltételek mellett fogalmazhassuk meg a
nagy szamok torvényét.

El6szor bebizonyitjuk a nagy szamok gyenge és er0s torvényét bizonyitasat alkalmas
feltételek mellett. Ezeknek az eredményeknek a bizonyitasa egyszerii, viszont ezek meg-
fogalmazasaban még nem toreksziink a leheto legaltalanosabb eredmény bizonyitasara.
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A nagy szamok gyenge torvénye egyszeriien bebizonyithaté a Csebisev egyenlGtlenség
segitségével, melyet felidézek.

Csebisev egyenlétlenség: Ha a & valdsziniségi vdltozé mdsodik momentuma E€? =
me, akkor tetszoleges x > 0 szdmra

P(l¢l > 2) < =3

Innen kivetkezik, ha ezt az eqyenldtlenséget a &€ = & — E€ valdszindségi vdltozdra alkal-

mazzuk, hogy
Var &

xr2

P(l§ = B¢ > x) <

Y

Megjegyzés: A Csebisev egyenlotlenség a Markov egyenlétlenség kovetkezménye, mely

E
szerint P(|¢] > z) < ElE
T

a Csebisev egyenl6tlenséget. Hasonlé moédon, alkalmazva a Markov egyenlotlenséget a
£%F valészintiségi valtozéra, ahol k tetszéleges pozitiv egész szam, x > 0, kapjuk, hogy

. Alkalmazva ezt az allitdst a £2 valészintiségi valtozoéra kapjuk

E£2k
P(l¢] > z) < —5;
x
Tétel a nagy szamok gyenge torvényérol. Legyen &,, n = 1,2,..., figgetlen,

egyforma eloszldsi valdszintiségi vdltozdk sorozata, melyekre teljesiil az E£? < oo tu-
lagdonsdag. Ezek a wvaldsziniségi vdltozok teljesitik a nagy szamok gyenge torvényét az
E = E& konstanssal.

Bizonyitds: Az adott feltételek mellett

Var (i €j)
< j=1 _ Var&

n2e2 ne?

1 n
P —E —F
nj_1€] §1] > €

n n V.
minden ¢ > 0 szdmra, mert Var | > §j> = > Var{; =nVar&;. Mivel lim ar &y =
j=1 =1

; n—oo nNE?

0, innen kovetkezik a Tétel allitasa.

Megjegyzés: A fenti allitas bizonyitasat ki lehetett volna olvasni a centralis hatarelosz-
lastételbdl is. Valdban a tétel feltételeinek teljestilése esetén teljesiilnek a centralis
hatareloszlastétel feltételei, ezért tetszoleges kis € > 0 és nagy K > 0 szamra felirhatjuk
n > ng = no(e, K) esetében, hogy

1 & 1 <&
P g;@'—Eél >e|l <P %;@—Egl > K | <301 - ®(K)),
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ahol ®(-) a standard normélis eloszlasfiiggvényt jeloli. A jobboldal viszont tetszélegesen
kicsivé teheté a K konstans alkalmas megvalasztasaval. Erdemes észrevenni, hogy a
nagy szamok gyenge és mint latni fogjuk a nagy szamok erds torvényének a bizonyitasa
is azon mulik, hogy olyan jé egyenlOtlenségeket kell bizonyitunk, melyek fliggetlen
valészintiségi valtozdk Osszegeinek a viselkedését irjak le.

Megmutatom, hogyan lehet a nagy szdmok gyenge torvényének fenti, a Csebisev egyen-
16tlenségen alapuld bizonyitasat finomitva a nagy szamok erds torvényét is bebizonyitani
alkalmas feltételek mellett. Az alabbi érvelésben valéjaban a tétel bizonyitasa érdekében
a sziikségesnél sokkal erdsebb kikotéseket teszek.

A nagy szamok gyenge torvényét ugy bizonyitottuk be, hogy megvizsgaltuk milyen
becslést ad a Csebisev egyenlétlenség annak valdszintiségére, hogy fiiggetlen, egyforma
eloszlasu valészintiségi valtozok atlaga legalabb e-nal eltér e valtozok varhato értékétol.
Idézziik fel ezt a szamolast, illetve ezzel parhuzamosan vizsgaljuk meg azt is, milyen
becslést kapunk, ha tovabbra is azt a valdszinliségi valtozot vizsgaljuk, melyet ugy
kapunk, hogy fiiggetlen, egyforma eloszlasi valdszintiségi valtozdk atlaga minusz azok
varhaté értékét vessziik, de most ennek a valészintiségi valtozénak nemcsak a masodik
momentumat szamoljuk ki, mint tettiik a Csebisev egyenl6tlenség alkalmazésaban, ha-
nem a negyediket is. Latni fogjuk, hogy ekkor érdekes 1j eredményeket kapunk.

Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket. Legyenek &1, &s, . . ., fiiggetlen, egyforma elosz-
lasu valészintiségi valtozok, S, = & + -+ - + &,. Tegyiik fel, hogy E&; = 0, és vizsgaljuk

az
2 4
p(2), p(2) e r(E)r(|E
n n n n

kifejezéseket. Az utolséd valészinliség vizsgalataban nem jelent megszoritast az F&; = 0
feltétel, mert a &; valészinliségi véltozokat a §; — F¢; valdszinliségi véltozokkal helyet-
tesitve az altalanos esetet erre a specidlis esetre redukalhatjuk.

>6>,6>0

Sh 1 Sn V
Var—:—VarS Var&:—Varfh Pll—|>e| < ar&.
n n? n? n n ne2
) . : Sn oy )
Innen kovetkezik, hogy lim P | |—| > ¢ | = 0, tehat érvényes a nagy szamok gyenge
n— o0 n
torvénye.
S A\* 1
2 (—) = B& +-+ &)Y
n n

E(&+ -+ &) ZEskw Y EGEG+4 > EBEEG
1<j<k<n 1<4,k<n
j#k =0

+ 12 > E€2E&EE
1<k<i<n1<j<n ———~—""
i#k, j# =0
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+24 Y E&E&GEEES,
1<),k lm<n ~ g
= nE¢; + 3n(n — 1)(EE)?,

ezért

Sn,
P ( S
n
De a fenti becslés csak akkor érvényes, ha E¢F < co. Ebbél a becslésbé kovetkezik, hogy
o] S’n
P2
nzzjl <‘ n
felébol) kovetkezik, hogy minden € > 0 szdmra és majdnem minden w € €2 pontban

Sp(w)

n2e4 — p2e4 ’

6) < %Ef% +3 (1 _ %)(E51)2) < const.

> 6) < oo minden ¢ > 0 szdmra, és a Borel-Cantelli lemma (kénnyebbik

< g, han > np(w). Alkalmazva ezt a reldciét minden ¢ = %

teljesiil, hogy ’

szamra k = 1,2,..., kapjuk a nagy szamok erds torvényét, melyet az alabbi tételben
fogalmazunk meg.

A nagy szamok erss torvényérol szold tétel gyenge formdja: Legyen &1,&o, ...,
fiiggetlen egyforma eloszldai valdszindiségi valtozok sorozata egy (2, A, P) valdsziniségi

mezbn, melyekre teljesiil az E€} < oo feltétel, és vezessiik be az Sp = > §; valdsziniiségi

7j=1
valtozokat. Ekkor az Sn(w)

n
vergalnak ez E&1, szdmhoz, azaz ezek a valosziniségi valtozok teljesitik a nagy szdmok
gyenge torvényét.

valosziniségi valtozok majdnem minden w € Q-ra kon-

Most megfogalmazom a nagy szamok erés és gyenge torvényét kimondo tételt ere-
deti, éles formajaban. A bizonyitasokat csak késobb ismertetem.

A nagy szamok erds torvényét kimondo tétel éles alakja. Legyen &1, &, ...,
fuggetlen egyforma eloszlasu valdsziniségi vdltozok sorozata, és definidljuk az S, =

Sp(w)

&k, n=1,2,..., részletosszegeket. Az ,n=1,2,..., sorozat akkor és csak
k=1

akkor konvergdl pozitiv valdsziniiséggel, ha E|&1| < oo. Ha E|&| < oo, akkor ez a
sorozat teljesiti a nagy szamok erds torvényét, azaz

lim Sn(w)

n— o0 n

= F¢&  majdnem minden w € Q-ra.

A nagy szamok gyenge torvényét kimondd tétel éles alakja. Legyen &, k =
1,2,..., flggetlen, egyforma eloszlisu valdszintiségi vdltozok sorozata F' eloszlasfigg-
vénnyel. Ezek a valdsziniségi vdltozok akkor €s csak akkor teljesitik a nagy szdmok
n
gyenge torvényét, azaz a — Y & dtlag akkor és csak akkor konvergdl sztochasztikusan
N =1
n — oo esetében eqy a szamhoz, —oo < a < 00, ha

u

lim z [F(—x)+ (1 - F(x))] =0, és lim zF(dx) = a.



Annak érdekében, hogy jobban megértsiik a nagy szamok erds és gyenge torvényét
lassunk néhany példat. El6szor példat mutatok olyan fiiggetlen egyforma eloszlasi
valoszinliségi valtozokra, melyek teljesitik a nagy szamok gyenge torvényét, de nem
teljesitik a nagy szamok erGs torvényét. Az indoklasban hivatkozhatnank az elébb
kimondott tételekre, de tanulsagosabb lehet kozvetlen bizonyitast adni. Utana példat
mutatok olyan fiiggetlen egyforma eloszlast valdszintiségi valtozokra, melyek a nagy
szamok gyenge torvényét sem teljesitik.

1. példa: Legyen &, k=1,2,..., figgetlen, egyforma eloszldsiu valdsziniiségi vdltozok

ha |x| > 3, f(u) = 0, ha |u] < 3, képlettel megadott

Cd
striségfigguénnyel. (A C konstanst a/ 27’&
|u|>3 u log |’lL|

sorozata, az f(u) = ————,
J(u) u? log |u|

= 1 hatdrozza meg.) Definidljuk
m

az Sp = >, &, n = 1,2,..., részletisszegeket. FEkkor E|&1| = oo, ezért ezek a
k=1 S

valdszintségi vdltozok nem teljesitik a nagy szdmok erds torvényét. Mdsrészt az —

n
— > 5) —
n

0, han — oo. Ez azt jelenti, hogy ez a sorozat teljesiti a nagy szdamok gyenge torvényét.

atlagok sztochasztikusan tartanak nulldhoz, azaz minden € > 0 szamra P (

2C
ulogu

Indoklds: Ezekre a val6szintliségi véltozdkra E|&1| = /uf(u) du = / du = o,
3

xX
1
mert / du = [loglogu], és lim loglogx = oo. Latni fogjuk, hogy az E|¢;| =
3 ulogu T —00

oo relaciébdl és a Borel-Cantelli lemmabdl kovetkezik, hogy nem teljesiil a nagy szamok
gyenge torvénye. Ennek indoklasat késobb ismertetem. Annak érdekében, hogy be-
bizonyitsuk a nagy szamok gyenge torvényét erre a sorozatra, definidljuk a kovetkezo

valészintiségi valtozékat: Legyen &), = 7,(;1) = &kl (|€k] < n), Ek = E,(cn) = &kl (|| > n),

¢Sy = & Sp = . Ekkor P(|S,| > en) < P (|Sn| > %n) +P (|§n\ > %n) <
k=1 k=1

Var S,,

- _ _ " 2Cd
+nP (51 #* 0). Adjunk j6 becslést a Var & kifejezésre. Varé&, = / Yo
3

e2n2 logu —
const. n " 2C du const.n v o0 du .
———— mer < és < const.y/n. Innen a fenti
logn Jn logu logn 3 log u
Var S,
egyenlotlenség jobboldalan szerepl6 els6 tagot tigy becsiilhetjiik feliilrol, hogy :;r 5 <
&n
Var &; const. L , , 1 s =
— < . A masodik tag becslése érdekében vegytik észre, hogy P (5'1 # 0) =
g e2logn
TN
20 2C [ d t. = t.
/ < / au < cons . Innen nP (fl =+ 0) < cons . A fenti
n  u?logu logn /, u? nlogn logn

egyenl6tlenségekbél kovetkezik, hogy lim P(|S,| > en) = 0, és ezt akartuk megmu-
n—oo
tatni.



A kovetkez6 példa megtargyalasa érdekében bevezetjiik a kovetkezd ugynevezett
Cauchy eloszlasokat.

A Cauchy eloszlas definiciéja. FEgy eloszlast a paraméterid Cauchy eloszlasnak
a

nevezink, ha siiréségfigguénye f(u) = ———=— alaki, —oco < u < 0.

w1+ au?
Megjegyzés: A Cauchy eloszlassal talalkozhattak a gyakorlaton is. Ott szerepelt az
egyik példaban, hogy két fiiggetlen standard normalis eloszlasi valdszintliségi valtozd
hanyadosa (a = 1 paraméter(i) Cauchy eloszlasi valdszintiségi valtozo.

Nem nehéz belatni, hogy fiiggetlen Cauchy eloszlast valésziniiségi sorozata valtozok
(ugyanazzal az a paraméterrel) nem teljesiti a nagy szamok gyenge térvényét, mert
(példaul a = 1 valasztassal a G(x) Cauchy eloszlasra a

< d < d
relacié teljesiil. Valoban x / 1 +u 5 > / — = 1 minden x > 0-ra, és
X U X

> d (1 d
x/m 1+uu2§x/x (—2#214—5, ha x > z(e).

Fiiggetlen Cauchy eloszlasu valészinliségi valtozok Osszegének viselkedésérdl tobbet is
mondhatunk. Azok teljesitik a kovetkezd rendkiviil figyelemre mélté tulajdonsagot.

Tétel. Legyen & és n két fuggetlen Cauchy eloszldsi valdsziniségi vdltozo, a > 0 és
b > 0 paraméterrel. Ekkor & + n is Cauchy eloszldsi a + b paraméterrel. Specidlisan n
fuggetlen a paramétert Cauchy eloszldsi valdosziniségi vdltozo 6sszege na paraméteri
Cauchy eloszldsi valdsziniségi vdltozo, dtlaga pedig a paraméteri Cauchy eloszldsi
valosziniségi valtozo. Tehdt fliggetlen azonos paramétert Cauchy eloszldsi valosziniiségi
vdltozok dtlagdnak az eloszlasa megegyezik az 6sszeadandok eloszldsdval.

Magyardzat: Nem végzem el az allitas bizonyitasat. Ki lehetne szamolni fliggetlen
Cauchy eloszlasu valészintiségi valtozok osszegének a stirtiségfiiggvényét konvolucié se-
gitségével, és igy be lehet bizonyitani a Tételt. Ez meglehet6sen kellemetlen, de (par-
cidlis tortekre bontds segitségével) kiszdémolhaté integrdlokhoz vezetne. Lényegesen
egyszeriibben célhoz ériink, ha tudjuk a Cauchy eloszldas karakterisztikus fliggvényét.
Az a = 1 paraméterti Cauchy eloszlds karakterisztikus fiiggvénye ¢(t) = e~I*l, ahon-
nan az a paraméterii Cauchy eloszlas karakterisztikus fliggvénye ¢, (t) = e~ Innen
latszik, hogy wa(t)vp(t) = @ats(t), ahonnan a tételben megfogalmazott allitdsok azon-
nal lathatoak. Természetesen ez az indoklas csak gy teljes, ha ki tudjuk szamitani
a Cauchy eloszlas karakterisztikus fliggvényét. Ezt a kiegészitésben megteszem. Azok
szamara, akik tanultak komplex fliggvénytant és megértették a reziduumszamitdst, ez
egyszerl feladat.



2. példa. Legyen &1,&,. .., flggetlen egyforma eloszldsu valoszinidségi vdltozok soro-

zata f(u) = !

1+ u2’

—00 < u < 00 suriuségfigguénnyel. Ezek a valosziniségi valtozok

n
nem teljesitik a nagy szdmok gyenge torvényét, azaz az — > & valdsziniségi vdltozok
n k=1
nem konvergalnak sztochasztikusan eqy konstanshoz.

3. példa. Legyen &1,&s, ..., flggetlen egyforma eloszldsu valosziniiségi vdltozok soro-

zata f(u) = , ha |ul > 3, és f(u) = 0, ha |u| < 3 striségfiggvénnyel. (A

cd
C konstanst az/ —g
lu|>3 u?log” u
a fent kimondott tétel alapjan ezek a waldsziniségi vdltozok teljesitik a nagy szamok

u?log? u

= 1, képlet hatdrozza meg.) Fkkor E|&1| < oo, ezért

erds torvényét, azaz az — Y, & valdszindségi valtozok egy valdsziniiséggel konvergdlnak
N k=1
nulldhoz.

< 00. Ezért

> 2Cd 2C 1%
Indoklds: Elegendd ellendrizni, hogy El|xzi; = / = = {_ ]
3 ulog®u logu |4
alkalmazhato a nagy szamok eros torvénye, és szimmetria meggondolasok alapjan K&, =
0.

A fenti pélak hasonlitottak egymashoz abban, hogy mindegyikben a stirtiségfiigg-
vény a plusz-minusz végtelen kornyezetében aszimptotikusan ugy viselkedett, mint %
szorozva egy logaritmus hatvany rendii korrekcids taggal. Ez a korrekciés tag be-
folyasolta, hogy bizonyos integrdlok konvergensek vagy divergensek, és ettol fiiggott,
hogy teljesiil-e a nagy szamok erds vagy gyenge torvénye. Lattuk, hogy a nagy szamok
kiilonb6zo torvényeit kimondo tételekben és példakban az jatszott fontos szerepet, hogy
az Osszeadandok eloszlasfliggvényei hogyan viselkednek a +oco-ben, milyen gyorsan tar-
tanak ottan az eloszlasfiiggvények egyhez illetve nullahoz. Ettdl fiigg ugyanis, hogy
az ott szerepld integralok konvergensek vagy divergensek. Hasonl6 képpel taldlkoztunk
a centrdlis hatareloszastétel vizsgdlataban. Ott a Lindeberg feltétel jelent meg, mint
a centralis hatdreloszlastétel elégséges (és bizonyos értelemben) sziikséges feltétele, és
ez is hasonlo jellegli feltételt fejezett ki, nevezetesen azt, hogy az egyes Gsszeadandok
F,, eloszlasaibdl képzett f|u|2 D, u?F,(du) integralok viszonylag kicsik. Ez is olyan
jellegti feltétel, amelyik azt fejezi ki, hogy az egyes Osszeadanddk csak viszonlag kis
valoszinliséggel vesznek fel nagy értékeket. Kissé pongyolan, de talan a lényeget jol
kifejezGen azt mondhatjuk, hogy a valdsziniiségszamitas fiiggetlen valdszintiségi valtozok
Osszegeirol szolo tételei olyan feltételek mellett érvényesek, melyek azt biztositjak, hogy
tipikus esetekben az egyes Osszeadanddk rendkiviil nagy értékei nem zavarjdk meg az
Osszeg viselkedését.

A nagy szamok torvényének vizsgalataban sziikségiink van egy olyan eredményre,
mely az o0sszeadanddk abszolut értékének véges varhatéd értékét az itt sziikséges vizsga-
latokban jobban kezelheté6 moédon fejezi ki. Ez a tartalma a kovetkez6 lemmanak.

Lemma. FEgy & valosziniségi vdltozo abszolut értékének akkor és csak akkor van véges
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vdrhato értéke, ha Y. P(|] > n) < co.

n=1

Megjegyzem, hogy ennek az allitasnak igaz a kovetkezo altaldnositasa, amelyiket
hasonléan lehet bizonyitani. De mivel erre nem lesz sziikségiink, ennek bizonyitasat
elhagyom.

A lemma altalanositasa. Fgy & valosziniségi valtozo akkor és csak akkor teljesiti az

E|¢]" < oo momentum feltételt valamely > 1 szdmra, ha Z n"1P(|¢] > n) < oo.

n=1

A lemma bizonyitdsa. Vezessiik be a kovetkezd é valészintiségi valtozot: é = 7, ha
j—1<|§<j,7=1,2,.... Ekkor P(0 < |§| =& < 1) =1, ezért a |{] és £ valdszinliségi
oo

valtozok véarhaté értéke egyszerre véges vagy végtelen. Viszont EE = > jP(E =j) =
j=1

[oe)
Y JP(j —1 < |€| < j), ezért ennek az Ssszegnek a konvergencigjat vagy divergencidjat

j=1
kell vizsgdlnunk.

Felirhatjuk, hogy i’fleu 1< g <) = §1j<P<|sr > j—1) - P(lg] > j)).
J= Jj=

Rendezziik at a fenti osszeget a kovetkezd moédon. Tetszoleges N szamra

_ZjP(j—1<|£\sj Zy (€l >4 — 1) = P(¢] > j))

N-1 N—-1
Pl > 5)((G+1) = §) = NP(I¢§| > N). = Y P(I¢] > §) = NP([¢| > N).
Jj=1 j=1

Megmutatjuk, hogy N — oo hataratmenettel a fenti relaciébdl kovetkezik a Lemma
allitdsa. Valéban ha El¢| < oo, akkor létezik olyan K < oo szam, melyre NP(|¢] >

N) < Z jP(j—1<]§|<j)<Z]P(j—1<|§]<j)<K ahol a K konstans
j=N+1 Jj=

fliggetlen az N szamtol. Igy ebben az esetben az eloz6 becslés alapjan léteznek olyan
univerzaslis L és K szamok, melyekre

L> Z P(J¢| > j) — K minden L =1,2,... szamra,

ahonnan Y P(|{] > j) < o0).
N=1

Ha E[{| = oo, akkor > P([¢] > j) = oo, mert ekkor
N=1

N-1 N
> P[] > 4) ZZ (7 — 1< ¢ <),
=1 P
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és lim Z]P(j—1<!§\<9):

N—>oo

Megjegyzés: Az Osszegnek a fenti szamoldasban tortént atrendezését Abel féle atren-
dezésnek nevezik, és ez sokszor hasznos. Az Abel féle atrendezés egyébként az in-
tegralszamitasban alkalmazott parcidlis integralds diszkrét megfelel6je.

Megfogalmazom a fenti lemma egy szamunkra fontos kovetkezményét.

A Lemma kovetkezménye. Legyenek &1,&o, ..., figgetlen, egyforma eloszldsi valo-
szintiségi valtozok. Ha E|&1| = 0o, akkor e valdsziniségi valtozok nem teljesitik a nagy
szamok erds torvényét. Pontosabban azt dllithatjuk, hogy ebben az esetben az S, (w) =

n Sn(w
Y. &i(w), n=1,2,..., dsszegekre az ﬁ kifejezés majdnem minden w € €2 pontban
‘1 n

nem konvergens.

Bizonyitds. Ebben az esetben a Lemma alapjan a §; Valo'szin{iségi véltozék azonos

eloszldsa miatt az E|&;| = oo feltételbdl kbvetkezik, hogy Z P(|&] >n) = Z P&, >
=1

n) = oo. A &, valészintiségi valtozdk fliggetlensége mlatt az {w: |En(w)] > n} esemenyek
is fliggetlenek. FEzért a Borel-Cantelli lemm&abol kovetkezik, hogy majdnem minden
w € Qra |§,(w)] > n végtelen sok az (w elemi eseménytdl fiiggd) n indexre. Te-
S
kintsiink egy olyan w € 2 elemi eseményt, melyre lim M
n—oo

a szamra, melynek értéke fiigghet ettdl az w elemi eseménytol. Ilyen w pontokban a

lim Sn-1(w) = a reldcié6 is teljesiil. Ezért lim Sn(w) _ Sno1(w) — lim &n(w) _
n— o0 n N— 00 n n sarpot n

0. Ez a relacié viszont, mint lattuk csak egy nulla valésziniiségi halmazon teljesiilhet.

= a valamilyen véges

A CAUCHY ELOSZLAS KARAKTERISZTIKUS FUGGVENYENEK A KISZAMITASA.

Legyen £Cauchy eloszlasi valészintiségi valtozd a = 1 paraméterrel . Ekkor

ity
Eeit&:/oo l € du.
oo ™1+ u?

Ezt az integralt a komplex fiiggvénytan reziduum tétele segitségével ki tudjuk szamitani.
itz

Vegyiik észre, hogy a g(z) = g(z,t) = fiiggvény analitikus a komplex

(1 + 22)
szamsikon, két pdlusa van a z = +i pontokban. A g¢(z) fiiggvény reziduuma az i
pontban e~! a —i pontban e!. Tekintsiik a kovetkez6 korintegralt. A g(z) = g(z,t)

figgvényt integrdljuk a [—R, R| szakaszon, majd a a |z| = R Imz > 0 félkéron, ha
t >0¢és a |zl = R, Imz < 0 félkoron, ha t < 0. Ekkor ennek a korintegrdlnak
az értéke a g(z) fliggvény i pontbeli reziduuméaval egyenlé t > 0 és a —i pontbeli
reziduuméaval a ¢ < 0 esetben. Masrészt az integral megszoritasa az R sugaru félkorre
nulléhoz tart, ha R — 0. Innen kévetkezik, hogy Ee'® = [7 g(t,u)du = e~', ha
t>0,és Ee™ = [7 g(t,u)du = e, ha t < 0. Egységes jeloléssel azt irhatjuk, hogy

Eeité = eltl,
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