A Valészintiiségszamitas 11. el6adassorozat tizedik el6adasa.
2002. november 19.

A Y2 préba és néhany egyéb érdekes statisztikai alkalmazas.

Idézziik fel azt a kérdést, melyet felvetettiink mint olyan problémat, melynek megolda-
sahoz érdemes bebizonyitani a tobb-dimenziés centralis hatareloszlastételt.

Egy dobdkockardl el akarjuk donteni, hogy szabdlyos-e. Ennek érdekében a dobo-
kockat sokszor egymastol fiiggetleniil feldobjuk, és feljegyezziik a kisérletek ered-
ményét. Milyen eredménysorozat esetén tekinthetjiik a dobdkockat szabalyosnak?

Altaldnosabban:

Legyen adva k urna, és ezekbe egymastol fliggetleniil bedobunk n golyét egymastol
fliggetleniil, amelyek ugyanolyan valdsziniiséggel esnek az egyes urndkba. Probal-
juk meg ellendrizni azt, hogy igaz-e, hogy a golydk az egyes urndkba pi,...,px
valoszintiséggel esnek. (Feltessziik, hogy az elvégzett kisérletek n szama nagyon
nagy. )

Emlékeztettiink arra, hogy a feladat megoldasaban azt érdemes vizsgdlni, hogy a
j-ik urndba es6 golydk szama minusz azok varhaté értéke mennyire kicsi, és a tobb-
dimenzids centralis hatareloszlastétel segitségével azt kivanuk vizsgalni, hogy mennyire
valészini egy adott nagysagu eltérés. Annak érdekében, hogy a tobb-dimenzids centralis
hatareloszlastételt alkalmazhassuk érdemes bevezetni a Z; = (Zj(l),...,ZJ(k)), j =
1,2,...,n, véletlen vektorokat, melyeket a kovetkezé6 médon definidlunk: A Z; vek-

tor ZJ(D koordinataja 1, és az Osszes tobbi koordinatdja nulla, ha a j-ik dobasban az
l-ik urndba esik a goly6. Ekkor a Zi,...,Z, véletlen vektorok fiiggetlenek, és ezek
S, = (ST(}), . 757(11:))’ S, = Z1 + -+ + Z, Osszege megadja, hogy hdny pont esik az
egyes urnakba.

Ezért a tobb-dimenzids centralis hatareloszlastétel alapjan ki tudjuk szdmolni a
lim P(SY < BSY + na,..., S < ESY + \/nxy) valészintiségek hatdrértékét.

n—oo
Viszont természetes mdédon felmeriilhet a kérdés: Ki tudjuk-e szamitani hasonlé médon

annak aszimptotikus valésziniiségét, hogy az S, = ( T(Ll), - ,S,gk)) vektor koordinatai-
nak megfelelé normalizaltja valamely ,,altalanos szép halmazba” essen. Be fogjuk latni,
hogy erre a kérdésre pozitiv valaszt lehet adni. De e valasz megadésa elott idézziik fel
az aldbbi eredményt, mely ezen eredmény bizonyitasanak alapjaul szolgal.

Tétel az eloszlasban valé konvergencia jellemzésérol folytonos fiiggvények
segitségével. F,,(uy,...,ux), n = 1,2,... k-dimenzids eloszlasfigguények sorozata
akkor és csak akkor konvergdl eloszldisban egy F(uq,...,ux) k-dimenzids eloszldsfiigg-
vényhez, ha minden a k-dimenzids téren értelmezett folytonos, korldtos g(uq,...,ux)
fuggvényre teljesiil a

lim [ g(uy,...,ux) Fp(dus,..., dug) = /g(ul,...,uk)F(dul,..., dug)

n—oo
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az0no0ssdg.

Most megfogalmazom azt az eredményt, mely pozitiv valaszt ad az el6z6 kérdésre.

Tétel. Legyen F,(x1,...,2k), n = 1,2,..., k-dimenzids eloszldsfiggvények sorozata,
amelyik eloszlasban konvergdl eqy F,(x1,...,zr) k-dimenzids eloszldsfigguvényhez, n —
oo esetben. Jeldlje pp, az Fp(x1,...,z5), n = 1,2,..., és up az F(x1,...,2%), k-

dimenzios eloszlasfigguények dltal meghatdrozott Lebesque—Stieltjes mértéket. Ekkor
tetszéleges olyan (Borel-mérheté) A C RE halmazra a k-dimenzids térben, melynek 0A
hatdara 0 pp mértékd, azaz pp(0A) = 0, teljesil a nh—{go pr, (A) = prp(A) relicio. (Egy
A halmaz hatdrdn azokat a pontokat értjik, melyek torloddsi pontjai mind az A hal-
maznak, mind annak komplementerének az R* \ A halmaznak.) Specidlisan, ha F egy
k-dimenzios normdlis eloszlds nem elfajulo kovariancia mdtriz-szal, akkor ez az dllitds
igaz minden olyan A halmazra, melynek a hatdra nulla Lebesque mértékii.

Bizonyitds. A bizonyitas lényege az, hogy az A halmaz indikator fiiggvényét kozrefogjuk
olyan folytonos fiiggvényekkel, mely fiiggvényeknek a pr, mérték szerinti integralja jol
kozeliti az A halmaz pp, (A) mértékét, és melyekre alkalmazhatjuk az eloszlasban valé
konvergencidnak a folytonos fliggvények integraljavel fent megadott jellemzését.

Rogzitsiink egy € > 0 szamot, definidljuk az A halmaz ,,e-belsejét”, mint a kovetke-
76 A€ halmazt: A° = {x: p(z, RF \ A) > €}, ahol p(z,y) két pont euklidészi tavolsagat
jeloli az R* euklidészi térben, és egy € R* pontra, és B C RF halmaz tavolsigat a
szokasos médon a p(x, B) = ylng p(z,y) formuldval definidljuk. Definidljuk az A halmaz

e-kdrnyezetét mint a kovetkez6 B halmazt: B = |J {y: p(z,y) < €}. Vegyiik észre,
x€A

hogy A®* C A C B*, tovabba Nlim pr(AYNY = pp(A) és ]\;im pr(BYN) = up(A).

Valéban, az AN halmazok egymésba skatulyazottak, ezért A}im ,uF(th AYNY =
—00 —00

Wr ( U Al/N) = pup(Int A) = up(A), ahol Int A = A\ 0A az A halmaz belseje. Itt ki-
N=1

haszndltuk, hogy pupr(0A) = 0. Hasonlban, ]\}im ,uF(A;im BYN) = pp ( N Bl/N) =

pur(A) = up(A), ahol A= AUOA az A halmaz lezértja.

Adva egy B € R* halmaz, jelolje Ig(x) a B halmaz indikator fiiggvényét, azaz
legyen Ip(x) = 1, ha x € B, Ig(z) = 0, ha ¢ B. Minden ¢ > 0 szdmra tudunk
olyan f.(x) és g.(x) folytonos fliggvényt konstrudlni, melyre I4-(z) < fo(z) < Ia(x) <
ge(w) < Ipe(z). Val6ban, legyen f-(z) = Lmin(e, p(x, R \ A). Ekkor f.(z) folytonos
figgvény, f-(x) =0, hax ¢ A, fo(xr) =1, hax e A%, é0 < f(x) <1, haxe A\ A°.
Ez azt jelenti, hogy Ia:(z) < f.(z) < I4(z) minden x € R* pontban. Hasonléan, a
g=(x) = T min(e, p(z, R* \ B¥) fiiggvény is folytonos, és I4(z) < f.(z) < Ip-(z) minden
x € RF pontban. Ezért az el6bb felidézet tétel alapjan felirhatjuk, hogy

pe ) < [ fw(ene(de) = Y [ fiyy(@r, (d) < lmint e, (4)

n—oo

<timsuppr, (4) < lm [ g (@)nr, (do) = [ guw(our(do

n—oo
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< up(BYN).

Innen N — oo hatdrdtmenettel kapjuk, felhasznalva a A}im pr(AYNY = up(A) és

Jim pr(BYN) = pp(A) relacidkat, hogy

pr(A) <liminf pup (A) <limsup pp, (A) < prp(A).

n—0oo n— 00

Ebbll az egyenl6étlenségbdl kovetkezik a Tétel {6 dllitasa. A Tétel masodik allitasa
azonnal kovetkezik az els6bdl, ha észrevessziik, hogy egy nem elfajulé kovarianci matrix-
szal rendelkez6 normalis eloszlasnak van slriuségfiiggvénye, ezért, ha egy A halmaz
hatardanak Lebesque mértéke nulla, akkor a hatar mértéke nulla egy nem elfajululd
kovariancia matrixi normélis eloszlas szerint is.

A fenti tétel elvileg jol alkalmazhatod, de biznoyos esetekben érdemes azt a halmaszt,
melynek a mértékét keressiik a normalis hatareloszldsmérték szerint jobban megva-
lasztani, olyan halmazoknak a valdszinliségét vizsgalni, melyek ,,jobban illeszkednek a
feladathoz”, és megvizsgalni, hogy ebben az esetben nem tudjuk-e a hatarmértéket job-
ban, egyszeriibben leirni. Ilyen példaul az el6adés elején felidézett probléma, melynek
megolddsaban altaldban az tigynevezett x? (ejtsd khi négyzet) prébat szoktdk alkal-
mazni. Bar ennek targyaldsat altaldban a matematikai statisztika tananyag részének
tekintik, a bizonyitas lényege a tobb-dimenzids centralis hatareloszlastételen, illetve bi-
zonyos linedris algebrai ismereteken alapul. Ezért természetes ezt itt targyalni. Eloszor
ismertettem a y? eloszlas fogalmat és megfogalmazom az eredményt.

A k szabadsagfoki x? eloszlas definiciéja. Legyen &1,....& k darab fiiggetlen
k

standard normdlis eloszldsi valdsziniségi valtozd. Ekkor a 5?- valosziniiségi vdltozo
i=1
eloszldsdt nevezziik k szabadsdgfoki x2 (k) eloszldsnak.

Megjegyzés: Lattuk a gyakorlaton vett feladatok egyikében, hogy a 2 szabadsagfoku

x2(2) eloszlas a A = 3 paraméterii exponencialis eloszlas, azaz az az eloszlds, melynek

1
strliségfiiggvénye az f(x) = 56_90/2, haz >0, és f(x) =0, hax <0.

Most megfogalmazom a targyalandé eredményt.
A x? prébarél szélé tétel. Legyen adva k darab urna, melyekbe bedobunk eqymdstol
figgetlendil golyckat gy, hogy mindegyik golyo p; wvaldsziniséggel esik a j-ik urndba,

k
1 <j<k > pj =1 Jeldlje v,(j) a j-ik urndba esé golyck szimdt az n-ik dobds
j=1

k AR )2

utdn. Ekkor a (vn() = ;)
Jj=1 np;

szabadsdgfoki x?(k — 1) eloszldshoz, ha n — oco. (Az urndk k szdma rogzitett.)

valosziniségi valtozok eloszldsban konvergalnak a k—1
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1. megjegyzés: A fenti tételben megjelené hatareloszlas csak az urndk k szamétol
figg, de nem fligg a p;, 1 < j < k, valdszintiségektdl. Ez jelzi azt, hogy természetes
statisztikat vettiink, olyat amelyben a kiilonboz6 urndkban levé golydk szdaménak az
eltérése annak varhato értékétdl egyforma fontos szerepet jatszik.

2. megjeqyzés: Az, hogy a hatareloszlas a k — 1 szabadsdgfogt x2(k — 1) eloszlds azzal
fiigg Gssze, hogy bar k véletlen szam stlyozott négyzetosszegét tekintettiik, (az egyes
urndkba es6é golyok szamanak eltérését tekintettiik azok vérhaté értékétél), de ezek
kozott van egy determinisztikus Osszefiiggés. Nevezetesen az, hogy az Osszes urnaba
es6 golyok szama minusz azok varhaté értéke nullaval egyenld. Ezt informalisan ugy
szoktak interpretalni, hogy mivel a k valtozd kozott volt egy Osszefiiggés, ezért a vektor
koordinatainak szabadsagfoka eggyel csokkent, és csak k — 1 szabadsagi fokkal ren-
delkez6 véletlen vektorok koordinatainak a négyzetosszegét tekintettiik, illetve azok
hatareloszlasat. Ilyen esetben a hatareloszlast olyan véletlen 6sszeg adja meg, mely-
ben mindegyik szabadsagi foknak egy Osszeadandé felel meg, amelyik fiiggetlen a tobbi
osszeadandétol, és egy standard normaélis eloszlasu valdszintiségi valtozo négyzete.

ElSszor megfogalmazok és bebizonyitok egy &llitdst, mely lehetévé teszi, hogy a x2
prébardl szolé tételt redukaljuk egy olyan allitasra, melyben egy alkalmaz kovariancidja
Gauss eloszlasu véletelen vektor koordinatdinak a négyzetosszegét hatdrozzuk meg.

Tétel. Legyen (Sim,.--,Scn), n = 1,2..., k-dimenzids valdsziniiségi vektorok so-
rozata, amelyik eloszldsban konvergdl egy (Si,...,Sk) k-dimenzids véletlen vektorhoz
n — oo esetén, és legyen f(x1,...,xx) eqy k-valtozds folytonos figgvény. Ekkor a
T =f(S1ny---sSkn), n=1,2,..., valdsziniségi vdltozok eloszldasban konvergdlnak a
T = f(S1,...,Sk) valdsziniiségi vdltozohoz n — oo esetén.

Bizonyitds: Hasznaljuk a tételt az eloszlasban valé konvergencia jellemzésérdl folytonos
figgvények segitségével. Eszerint az Si,,...,Skn véletlen vektorok sorozatanak el-
oszlasban valé konvergenciat ugy is megfogalmazhatjuk, hogy tetszoleges folytonos és
korlatos h(xy,...,xx) fliggvényre teljesil a nan;o Eh(Sim,---,Skn) = ER(S1,...,5k)

relacié. Legyen g(-) tetsz6leges folytonos és korlatos fiiggvény a szamegyenesen. Ekkor
g(f(z1,...,xy)) is folytonos és korlatos fiiggvény, ezért teljestil a

lim Eg(T,) = lim Eg(f(Sin,--Skn)) = Eg (f(S1,...,5%)) = Eg(T)

n—oo
reldcid. Innen kovetkezik a Tétel allitdasa.

Megjegyzés: Az elébb kimondott tétel valéjaban sokkal altalanosabb koriillmények kozott
érvényes. Lehet definidlni &ltaldnos (szepardbilis metrikus tér) értékii valdszintliségi
valtozokat, azok eloszlasat és eloszldsaik konvergenciajat. A definicidk eléggé termé-
szetesek, és a fenti eredmény altaldanos terekben is érvényes, sot a bizonyitast sem kell
megvaltoztatni. Ennek az dllitdsnak a részleteire nem térek ki. Azt érdemes megjegyez-
ni, hogy ezek az allitasok nem pusztan formalis altalanositasok, hanem nagyon érdekes
és hasznos és tartalmas kovetkezményei vannak a ,,mindennapi” valészintiségi valtozdk
vizsgalatdban is.



Most megfogalmazom, hogyan lehet redukalni a a x? prébardl szolé tételt.

A x? prébardl szélé tétel redukcidja. Legyenn = (n1,...,mx) k-dimenzids normdlis

eloszldsi véletlen vektor, melynek vdrhato értéke és kovriancia mdtriza teljesiti az En; =

07 1 S .] S k7 COV(njﬂ?l) = —+/PjPi, 1 S j?l S k; ] 7é l) és Va“?j = (1 _p])7
k

1 < j <k relacickat. Akkor 77]2 eloszldsa a k — 1 szabadsdgfoki x*(k — 1) eloszlds.
j=1

(A most megfogalmazott eredményben specidlisan azt is dllitjuk, hogy létezik az adott

k

kovariancidval rendelkezd véletlen vektor tetszdleges p;j, p; >0, 1 < j <k, > p; =1
j=1
szamokra.)

A x? prébdrdl szolo tétel visszavezetése annak redukcidjdra. Ahogy az el6adds elején
tetiik, vezessiikk be a Z,, = (Zr(,%),...,quf)), m = 1,2,...,n, véletlen vektorokat,
melyeket a kovetkezé médon definidlunk: A Z,, vektor Z,(g) koordinatdaja 1, és az Osszes
tobbi koordinatdja nulla ha az m-ik dobasban az j-ik urnaba esik a goly6. Vezessiik be

ennek a kovetkez6 transzformaéltjait: X, = (X,(ﬁ)7 e ,Xy(,f)), m=1,2,...,n, X,S;Z) =
Zr(fz) — Dy

, 1 <m <n,1<j<k. Vegyiik észre egyrészt, hogy a vizsgalt v, (j) mennyi-
VPj

ségek (a j-ik urndba esd golydk szdma az n-ik dobds utdn és a fenti X, véletlen vek-
Vn(1) — np1 vn(k) — npk)
v/ 1P1 Y v/ Pk

Tovabba az X, vektorok fiiggetlenek és egyforma eloszlastak, varhaté érték vektoruk

1
torok az alabbi azonossagot teljesitik: — > X, = (
ng=1

nulla, és kovariancia matrixuk teljesiti a Cov (Xr(,{),XT(,ll)) = —/pjpi, 1 < 4,1 <k,
Jj#1, és Var X = (1—-p), 1 <4l <k 1<m <n reldcékat. Ugyanis egyszeri
szamoléds adja, hogy FZ,, = (p1,.--,pk), Cov(Zf?Z),Z,(TlL)) = —pjp, 1 < 4,1 <k,

j # 1, és Var 29 = pi(1 —pj), 1 < 4,0 <k 1 < m < n. Innen latszik, hogy

L= |
Cov (Zd) Zu) _ — /B, Var X = varZi
N2 ’ pj

1 — p;. Innen kovetkezik specidlisan az is, hogy a x? prébardl sz6l6 tétel redukcidjidban
szerepld kovarianca méatrixd (nulla vérhaté értékd) (normaélis eloszldsd) (n1,...,m%)
véletlen vektor valoban létezik. Tovabba, a toébb-dimenzids centralis hatareloszlastétel

EX,, = 0, és Cov (X, xP) =

vn(l) —n vn(k) —n o .
szerint a ( M, cee M) eloszlasu véletlen vektorok eloszlasban kon-
np1 Pk
vergalnak egy ilyen(n,...,n;) normalis vektorhoz. Ezért alkalmazva az el6z6 tételt
k k (v (7) — np:)2
az f(x1,...,zE) = >, :c? folytonos fiiggvénnyel kapjuk, hogy a > (vn(5) = mp;)
j=1 j=1 np;
k
valésziniiségi valtozéknak van hatédreloszlasuk, és az megegyezik a 77]2 valoszinliségi
j=1

valtozé eloszlisival. Ez azt jelenti, hogy a x2 prébardl szélé tétel bizonyitdsdhoz elég
annak redukalt véaltozatat belatni.

A fenti eredmény azt jelenti, hogy egy normalis eloszldsu véletlen vektor koordi-

5



nataibdl képezett kvadratikus forma eloszlasat kell kiszamolnunk. Emlékezziink arra,
hogy egy normalis vektor linedris transzformdéltja is normalis eloszlasi, és tetszoleges
normalis eloszlasu vektor el6all, mint standard normalis eloszlasu véletlen vektor linearis
transzforméltja. Ez azt sugallja, hogy probéljuk meg a vizsgdlt (vagy egy vele azonos
eloszlasi) kifejezést elGallitani, mint alkalmas fiiggetlen standard normélis eloszlda
valdszintiségi valtozdk egyszerli kvadratikus formdjat. A x? proébardl szél6 tétel re-
dukcidjaban eredetileg megadott kifejezést azért kivanjuk atalakitani, mert igaz ugyan,
hogy normaélis valészintiségi valtozok nagyon egyszerii kvadratikus formajarél van szo,
viszont a kvadratikus formaban szereplo valtozok nem fliggetlenek. Viszont az alabbi
lemma nagyon hasznos lesz a szamunkra.

Lemma. Legyen n = (n1,...,n) k-dimenzids normalis eloszldsi valoszintiségi valtozo
nulla varhato értékkel és D kovariancia mdtriz-szal. Legyenek a D madatriz sajdtértéker a

k
AL, ...y Ak Szdmok (multiplicitdssal). Ekkor a njz- valdsziniségi valtozo eloszlasa meg-
i=1
k
egyezik eqy )\Jf]?. valdsziniiségi valtozo eloszlasdval, ahol &1, . .., &k fiuggetlen standard
i=1
normdalis eloszlasu valdsziniségi vdltozok.

Bizonyitds: A D matrix felithaté D = UAU™ alakban, ahol U unitér, A pedig olyan di-
agonalis métrix, melynek atléjdban a D matrix \; sajatértékei vannak (multiplicitdssal).
(Az U métrix is felirhaté explicit médon a D nétrix sajatvektorainak segitségével, de

erre a tényre most nincs szitkségiink.) Az n = (n1,...,n,) véletlen vektor eloszlasa
megegyezik egy 7 = (Q1,...,7k) = EAYV2U* = (&1,...,&)AY2U* véletlen vektor
eloszlasaval, ahol £ = (&1, ..., &) standard normaélis eloszlasu véletlen vektor. Valéban 77

normalis eloszlasu véletlen vektor, melynek varhato értéke nulla és kovariancia métrixa
a (AY2U*)*AV2U* = UANV2AY2U* = UAU* = D matrix. Ezért az 0 és 7 véletlen

k
vektorok eloszldsa megegyezik. Innek az is kovetkezik, hogy a > 77? valészintiségi
j=1
k
véaltozo eloszldsa megegyezik a > 77]2- valészintiségi valtozo eloszlasaval. Vegytik észre,
j=1

k k
hogy az 1 = (T1,...,7%) = 7U = (71,...,7k)U vektorra teljesill a > 7732 = > ﬁ?

j=1 j=1
azonossag, mert U unitér, tehat tavolsagtarté transzformacié. Viszont n = pU =

k
EAY2UU = €AY2. Ez azt jelenti, hogy a > 77]2' valoszintiségi valtozo eloszlasa meg-
j=1
k k
: 1/2
egyezik a Z()\j/ &)? =,

/\jﬁjz valoszinliségi valtozo eloszlasaval, és ez a Lemma
Jj=1 j=1

allitésa.

Most befejezziik a x? prébéardl sz6l6 tétel bizonyitdsat.

k
A x? probdrdl szolé tétel redukcidjanak a bizonyitdsa. Tekintsiik a > 77]2- valoszinliségi
J=1



véaltozot, ahol (11, ..., 1) k-dimenziés normélis eloszlasu valdszintiségi valtozd, melynek
varhato értéke nulla, és D = d;;, d;; = Cov (n;,m), 1 < j,1 < k, kovariancia matrixat
a Varn; = (1 —p;), 1 < j,l <k, é Cov(n;,m) = —/pjpi, ha 1 < j,l <k, és j #1
képletek hatarozzak meg. Az el6z6 lemma alapjan azt kell megmutatni, hogy a fenti D
kovariancia matrixnak az 1 k — 1 multiplicitdsu sajatértéke (azaz k — 1 ortonormalt 1
sajatértékkel rendelkezd sajatvektora van) és ezenkiviil még a nulla a sajatértéke 1-szeres
multiplicitassal.

Irjuk fel a D matrixot D = I — B alakban, ahol I az identitds méatrix, B = (bij),
bij = /Pi/Pj, 1 < i,j < k, és vegylik észre, hogy amennyiben egy B matrixnak a
sajatvektorai eq,...,er vektorok, Aq1,..., A\ sajatértékkel, akkor tetszoleges ¢ szamra
az I 4+ c¢B matrix sajatvektorai ugyanazok az eq,...,e; vektorok 14 cAq,..., 14+ cAg
sajatértékkel. Ezt az eredményt alkalmazva ¢ = —1 vélasztéssal elegendé megtaldlni
a B matrix sajatértékeit. Viszont egy B = (b;b;), 1 < i,j < k alakd matrix egyik
k
sajatvektora a b = (b1,...,by) vektor Y b sajatértékkel, és a b vektort ortogonalisan
=1
kiegészito altér a B matrix k — l—dinjlenziés sajat altere nulla sajatértékkel. FEz azt
jelenti, hogy a nulla a B matrix k£ — 1 multiplicitasu sajatértéke, mert B k — 1-dimenzios
nulla sajatértékli sajatalterének egy ortonormadlt bazisa k — 1 ortonormalt sajatvektort
biztosit nulla sajatértékkel.

Az el6bb megfogalmazott allitasok egyszertien ellendrizhetéek. Valdban egyszeri

k
szdmolds mutatja, hogy a b = (by,...,bx) vektorra bB = (Z bj2> b, és ha valamely
j=1

k
c = (c1,...,c) vektorra ) cjb; = 0, akkor ¢B = 0, mert e vektor [-ik koordinatdja
j=1

k
by Y cjb; = 0, és ez jelenti a b vektor ortogondlis kiegészit alterére megfogalmazott
j=1
allitast.
Jelen esetben a tekintett B métrix a fent vizsgélt alakd a b; = ,/p; szamokkal.

k k
Ezért Zl b? = '21 p; = 1, a B vektornak a nulla & — 1-szeres az 1 pedig egyszeres
j= j=
multiplicitasu sajatértéke. Ez azt jelenti, hogy a D = I — B matrixnak a nulla egyszeres
az 1 pedig k — 1-szeres multiplicitasu gyoke, mint allitottuk.

Végiil bebizonyitunk még egy a tobb-dimenzids normélis eloszlas most megismert
tulajdonsagai alapjan egyszerlien bizonyithatd, és a matematikai statisztikdban fontos
szerepet jatszé eredményt.

Tétel. Legyenek Xq,..., Xy fiuggetlen standard eloszlisu valdszinidségi vdltozok, és

_ 1 k _ _ _ k- _

legyen X = . ZIX]-, X; = X; — X. Definidljuk az U = VkX ésV = Zle
j= j=

valosziniségi vdltozokat. FEkkor U és V' figgetlen wvaldsziniségi vdltozok, tovabba U
standard normdlis és V x*(k — 1) eloszldst.

Megjegyzés: A matematikai statisztikaban vizsgaljak a kovetkesé problémat. Tekint-
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stk (&1,...,&) (ismeretlen) m varhatd értékii és o szorasnégyzetii fiiggetlen normalis

N k
eloszlasu valdszintiségi valtozdk sorozatat. A varhatd értéket az X = z > & a szo-
j=1
k ~
rasnégyzetet pedig az S = 1 (X; — X)? kifejezéssel szokds becsiilni. Vizsgalni
—1/4

szoktak ezen becslések statisztikai tulajdonsagait. Vegyiik észre, hogy az

vektor eloszldsa megegyezik a tételben vizsgélt (U, V') vektor eloszldsdval. Ennek tu-
lajdonsagai adnak magyarazatot sok statisztikai moédszer eredetére, specialisan az U-
statisztikdk megjelenésére is.

Bizonyitas: Tekintsik az (Xi,..., Xk, X) véletlen vektort. Ez nulla varhaté értéki
normalis eloszlasi véletlen vektor, mert egy normalis vektor linearis transzformaciéja
is normalis eloszasu. Szamitsuk ki ennek a véletlen vektornak a kovariancia métrixat.

Vegyiik elészor észre, hogy Var X = = és

_ 1 1 1
Cov (X;,X) = - ((1 — E) EX? — - (EX{+--4+EX; |+ EX;  +-- +EX,§))
1 1 k—1
=—((1-2)-2—=) =0
((-2) )
Innen kovetkezik, hogy (X1, ..., X) egy a X normalis eloszldst valészintiségi valtozétol

fliggetlen nulla varhaté értékit normalis eloszlasi nulla varhaté értéki véletlen vektor,

_ 1 .
és X nulla varhaté értéki z szorasnégyzetli normalis eloszlasu véletlen vektor.

Tovabbé,
2
¢ 1 —1 (k=12+(k-1) k-1
Var X; = (1_E> VarXJZ—{— 12 VarXf: = _ e
és
V. % lk—-1 2 2 EX? 2(k—1) k-2 1
Cov (X, X)) = =2 0 (BXF + BX) 4 (k= 2) =5 = = =5+ 5~ = 1,
ha j # [. Ez azt jelenti, hogy alkalmazhatjuk a x? prébardl szélé tétel redukcidjat
1 ko _
Pj = 7 1 < j <k, valasztéssal, és az azt adja, hogy a V = > XJ? val6szintiségi valtozd

j=1
x2(k — 1) eloszlasi. Tovabba lattuk, hogy V fiiggetlen a vVAX = U val6szinfiségi
valtozotdl, és ez utdbbi standard normalis eloszlast. A tételt belattuk.



