A Valészintiségszamitas I1. eloadassorozat els6 el6adasa.
2002. szeptember 10.

A valészintliségszamitas megalapozasa.

Megbeszéljiik a valoszintiségszamitas modelljét, legfontosabb fogalmait. Részben felidé-
zem a sziikséges mértékelméleti fogalmakat, eredményeket illetve ismertetem a Valdszi-
niségszamitas alaptételé-nek nevezett eredmény bizonyitasat. Fontosnak tartom annak
indoklasat, hogy ezek az elsé latasra absztraktnak tiiné eredmények valéjaban arra is
szolgalnak, hogy a heurisztikus érveléseket elmondhatéva tegyék. Egy masik fontos,
megtargyaland6 kérdés az, hogy a valdsziniiségszamitas itt ismertetett Kolmogorov-
féle modellje nem tul megszorité-e, meg lehet-e benne fogalmazni minden értelmesnek
tekintheté valdszintiségekrol szolé problémat. Erre a kérdésre a valdszintiségszamitas
alaptételének nevezett eredmény ad megnyugtatd valaszt.

A valészintiségszamitas modellje absztrakt megfogalmazéasaban a kovetkezo:

Valésziniiségi mez6 modellje. Egy (2, A, P) hdrmas valdsziniiségi mezd, ha €
eqy halmaz, A egy az §) bizonyos részhalmazaibol allo o-algebra, P az A o-algebrdn
értelmezett egyre normdlt nem negativ o-additiv halmazfiggvény. Az ilyen halmazfiggg-
vényt (egyre normdlt vagy valdsziniségi) mértéknek is szoktdk hivni a A o-algebrdn.

Felidézziik az itt hasznalt fogalmakat.

Algebra és o-algebra definiciéja. Legyen adva egy 2 halmaz, és azoknak bizonyos
A C Q részhalmazainak A rendszere. Azt mondjuk, hogy A algebra, ha tetszdleges A € A
halmazra ennek komplementere, az Q\ A halmaz is eleme a A halmazrendszernek, azaz
Q\ A e A, és az ) ires halmaz is eleme az A algebranak, azaz ) € A, tovdbbd, ha
Ae A és B e A elemei az A halmazrendszernek, akkor e halmazok metszete és unidja
is teljesiti az AN B € A valamint AU B € A feltételeket.

Az A algebra akkor o-algebra, ha ezen kivil teljesiti a kiovetkezd feltételeket is:
Ha Ay, Ao, ..., megszamldalhato sok halmaz, melyek az A algebra elemei, azaz A, €
A minden n = 1,2,... szdamra, akkor ezek metszete és unidja is benne van az A o-

o0 oo
algebrdban, azaz (| A, € A, és |J A, € A.
n=1 n=1

Additiv és o-additiv halmazfiiggvény definicidja. Legyen adva egy 2 halmaz
részhalmazaibol dllé A o-algebra. Azt mondjuk, hogy eqy n(A), A € A, halmazfiiggvény
additiv, ha bdrmely diszjunkt A € A és B € A halmazra u(AU B) = p(A) + u(B). Azt
mondjuk, hogy ez a  halmazfiiggvény nemcsak additiv, hanem o-additiv is, ha minden

diszjunkt A, € A, n =1,2,..., halmazokra u ( U An> = > w(Ay,). Ez a o-additiv
n=1 n=1

halmazfigguény nem-negativ, ha minden A € A halmazra u(A) > 0, és egyre normdlt,
ha () = 1.

Mar a bevezetd valdszinliségszamitas eldadasban lattuk, hogyan alkalmazzuk ezt a
modellt valésziniiségszamitasi feladatok megoldasira. Az w € ) elemeket (pontokat)
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neveztiik elemi eseménynek, az Osszes elemi esemény uniéjat, {2-t a biztos eseménynek,
és kijeloltiink az € biztos esemény bizonyos részhalmazait, melyek egy A o-algebrat
alkotnak, az A € A halmazoknak (eseményeknek) definidltuk a valészintiségét, de a A
o-algebraba nem tartalmazé halmazoknak nem beszéltiink a valdszintiségérol. Véges sok
diszjunkt halmaz unidjanak a valdszintlisége megegyezik az egyes halmazok (események)
valoszinliségének az Osszegével, azaz a valdsziniliség additiv, s6t ennek az allitasnak igaz
egy erésebb forméaja, végtelen sok diszjunkt esemény unidjanak a valdsziniisége is meg-
egyezik az egyes események valdszintiségének az Osszegével, a valdszinliség o-additiv.
Az, hogy a késébbiekben ismertetett szamoldsokat végre tudjuk hajtani, sziikségessé
teszi, hogy a valdsziniiség teljesitse nemcsak az additivitds, hanem a o-additivitasi tu-
lajdonsagot is.

Els6 pillanatban arra gondolhatnank, hogy egyszeriibb lenne 2 minden részhal-
mazanak definidlni a valdszintiségét. De, mint az mar a bevezetd valdszinliségszami-
tas el6adéassorozatban kideriilt, ez egyrészt nem lehetséges, masrészt nem is sziikséges.
Két olyan példat tekintettiink, ahol (bizonyitds nélkiil) megtérgyaltuk, hogy egyrészt
nem tudjuk €2 minden részhalmazanak a valésziniiségét definialni, mésrészt erre nincs
is sziikségiink. Csak olyan halmazok valdszintiségére vagyunk kivancsiak, melyeket
egy vilagosan megfogalmazott szaballyal meg tudunk adni, és az ilyen halmazok nem
feltétleniil terjednek ki 2 Gsszes lehetséges részhalmazara. A két kordbban targyalt eset,
ahol ez a probléma felmeriilt a kovetkezé volt.

Tekintsiik egy szabdlyos pénzdarab végtelen sok egymastol fiiggetlen feldobasat,
azaz legyen () az Osszes lehetséges végtelen hosszu fej-iras sorozat. Definidljuk a va-
16szintiséget az A o-algebran ugy, hogy annak az eseménynek a valdszinlisége, hogy
az els6 n dobasban egy el6irt dobassorozat jelenik meg 27", (ez jelenti azt, hogy
egy szabdlyos pénzdarab egymdstdl fiiggetlen dobdsai kovetkeztek be), és terjessziik
ki ezt a definiciét értelemszeriien. Ezt a kiterjesztést (nem trividlis) mértékelméleti
eredmények segitségével végrehajthatjuk egy o-algebrara, de nem tehetjiik meg {2 min-
den részhalmazara. Ezt a feladatot természetesen lehet altalanositani mas végtelen
kisérletsorozatra. Ezt a gyakorlaton fogjuk részletesebben megbeszélni.

A masik ilyen tipusu feladat az volt, amikor egy egységnégyzetre egyenletesen ledob-
tunk egy pontot. Ez azt jelenti, hogy Q@ = {(z,y): 0 <z <1, 0 <y < 1}, és egy
A = {[a,b] x [¢,d]} € Q} téglalapba esés valdsziniisége egyenl6 a téglalap teriiletével,
azaz (b—a)(d—c). Itt is ki lehet terjeszteni a valésziniiséget, (teriiletet) egy elég gazdag
osztalyra, beszélhetiink annak az eseménynek a valdoszintiségérol, hogy a ledobott pont
az ugynevezett Borel mérheté halmazok valamelyikébe esik, de a valdszintiség nem ter-
jesztheto ki  minden részhalmazara. Ezt a problémat is megbeszéljiik a gyakorlaton.

Nemcsak azt kell tisztdzni, hogy bizonyos halmazok (események) valdsziniiségét
megadva létezik az altalunk vizsgalt o-algebran valdszinliségi mérték, hanem azt is,
hogy az egyértelmii. Ez jelenti ugyanis azt, hogy van értelme megkérdezni, mi a minket
érdeklé eseménynek a valdsziniisége, mely esemény a vizsgalt o-algebra eleme. Ahhoz,
hogy ezt tisztazzuk, sziikségiink van bizonyos mértékelméleti eredményekre. El6szor bi-
zonyitas nélkiil megfogalmazok egy eredményt, melyet a Carathéodory-féle kiterjesztési
tételnek neveznek. (Ezt valésziniileg tanultdk mértékelméletb6l. Az itteni targyalds
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egyik fontos célja ramutatni arra, hogy bizonyos absztrakt eredmények hasznosak gya-
korlati vizsgalatok megalapozdsara.)

Carathéodory féle kiterjesztési tétel. Legyen adva egy (2, A, n) hdrmas, ahol A
algebra (ennek definicidjat felidéztem az elébbiekben). Tegyiik fel tovdbbd, hogy p o-
additiv a A algebrdn, azaz amennyiben Cj, j = 1,2,..., diszjunkt halmazok C; € A, és

ezenkivil C = |J C; € A, akkor u(C) = > u(C;). Legyen tovdbbd () < co. Ekkor
=1 j=1

j_
létezik eqy legkisebb o(A) az A-t tartalmazd legsziikebb o-algebra, (ezt nevezzik az A
algebra dltal generdlt o-algebrdnak), és a p mérték egyértelmiien kiterjeszthetd a o(A)
o-algebrdra.

Megjegyzés: A Carathéodory tétel eredeti alakja altaldnosabb, tdgynevezett (halmaz)
gytiriikre (vagy kissé még altalanosabban félgytiriikre) vonatkozik. Egy A halmazrend-
szer akkor gytir(l, ha egyrészt zart (véges) metszet és unidképzésre, ) € A, és ha A € A,
B € A, akkor A\ B € A. Viszont nem koveteljiik meg, hogy egy A € A halmaz
komplementere is benne legyen a A gytirtiben. Szamunkra elegendé csak az algebrékra
korlatoznunk a figyelmiinket. Lényeges, hogy amennyiben A algebra, akkor abbdl, hogy
A, € A, n=1,2,..., halmazok egy sorozatara, nem feltétleniil kovetkezik, hogy ezek
o0

uniéja |J A, is eleme A-nak. Ezt figyelembe kellett venni az A algebran c-additiv
mérték%e%niciéjéban.

A Carathéodory tételbdl az kévetkezik, hogy a valésziniiségi mértéket elegendd egy
sziikebb halmazrendszeren, egy olyan (halmaz)algebran definidlni, amelyik generilja a
minket érdeklo o-algebrat. Ez segit a vizsgalatokban, de teljesen nem oldja meg a
felmeriil6 problémakat, mert tudni kell, hogy az altalunk definialt halmazfiiggvény o-
additiv a tekintett algebran.

Nem kotelezd feladat:

Tekintsiik az r-dimenziés euklidészi térnek azon halmazait, melyek eléallnak, mint
véges sok olyan téglatest uniéja, melyek a koordinatatengelyekkel parhuzamos balrdl
zért jobbrdl nyilt intervallumok direkt szorzatai. (Ezek az intervallumok lehetnek
félegyenesek vagy egyenesek is.) Mutassuk meg, hogy az ilyen halmazok algebrét alkot-
nak, de nem alkotnak o-algebrat.

Tekintsiik az Osszes végtelen fej—iras sorozatbdl 4ll6 halmaz olyan részhalmazait,
melyek els6é n koordinataja valamely n szamra eloirt, n = 1,2,..., a tobbi koordinata
pedig tetszoleges. Azon halmazok, melyek el6allnak véges sok ilyen halmaz unidjaként
algebrat alkotnak. Masrészt az Osszes olyan sorozatbdl all6 halmaz, melyben a péros
helyeken fej van, a paratlan helyeken szereplé dobasok pedig tetszolegesek, nem elemei
ennek az algebranak. Ezért ez az algebra nem o-algebra.

A tovabbiak jobb megértése érdekében megbeszéljiik az egyik el6zo félév végén
szerepelt vizsgafeladat megoldasat.



Feladat:

Van két egy méter hosszii botunk, melyek mindegyikét véletleniil eltoriink egymastol
fiiggetleniil gy, hogy minden toréspont egyforman valészinti. Az els6 bot hosszabb és
a masodik bot rovidebb darabjat Osszeragasztjuk. Mi annak a valdszintlisége, hogy az
igy Osszeragasztott bot hossza kisebb, mint 0.9 méter?

A feladatra két természetes megoldas adhaté. Az egyik az, hogy kiszamitjuk
a két osszeragasztandd botrész hosszanak az eloszlasat; ezek egyenletes eloszlastak,
az [%,1} illetve a [0, %} intervallumban, fiiggetlenek egymdstol, ezért konvolucidval
kiszamithatjuk Osszegiiknek, az Osszeragasztott bot hosszanak a stirtiségfiiggvényét és
eloszlasfiiggvényét. Ezt a megolddsi médot senki sem vélasztotta.

Mindenki a geometriai valésziniiségek modszerének nevezett eljarast alkalmazta.
Ez a kovetkez6 észrevételen alapul. Legyen az els6 bot baloldali végének a hossza x,
a masodik bot baloldali végének a hossza y. Annak a valdsziniisége, hogy az (z,vy)
pontpér a [0, 1] x [0, 1] négyzet egy [a, b] X [c, d] téglalap alaku részébe esik, megegyezik
e téglalap teriiletének (b — a)(d — c) teriiletével, ezért, illetve a mérték kiterjesztésének
egyértelmiisége miatt annak valdsszintisége, hogy az (z,y) pontpéar beleesik az egység-
négyzet valamelyik szép tartomanyaba megegyezik a tartomaéany teriiletével.

Ezek utdn meg kell hatdrozni, melyik tartomanyba kell esnie az (x,y) pontparnak
ahhoz, hogy a két Gsszeragasztott bot 6sszhossza kisebb legyen, mint 0.9. Azok, akik ezt
jol csinaltak (figyelembe vették, hogy az els6 botnak a hosszabb, a masodiknak pedig
a rovidebb végét kell tekinteni) j6 eredményt kaptak, és elfogadtam a megoldasukat.
Taldn a legegyszer(ibb gy szdmolni, hogy kiilén tekintjiik a {0 <z < 3,0 <y < 1}
négyzetet, ahol az {(z,y): 1 — z +y < 0.9} tartomdnyt, a {0 <z < 4,4 <y < 1}
négyzetet, ahol az {(z,y): x +y < 0.9} tartomdnyt, a {% <zr<10<y<}i
négyzetet, ahol az {(z,y): 1 —z+1—y < 0.9} tartoményt, ésa {3 <2 <1, 3 <y <1}
négyzetet, ahol az {(z,y): x + 1 —y < 0.9} tartomédnyt kell tekinteni. Felrajzolva a
tekintett tartomanyokat, kapjuk, hogy a kovetkezo két haromszog egyesitésébol allo
tartomany teriiletét kell tekinteni: Az egyik hdromsziig csicsai a (0, 0.1), (0, 0.9) és
(0.5, 0.4) pontok, a mésik haromszogé pedig az (1, 0.1), (1, 0.9) és (0.5, 0.6) pontok.
Innen konnyt kiszamolni, hogy a keresett valészintiség 0.32.

|

Volt egy didk, aki meglepé érvelést alkalmazott. Azt mondta, hogy az els6 Osszera-
gasztandd bot hossza 0.5 és 1 kozott van. Torjiink le beldle 0.5-t, akkor annak hossza is
0 és 0.5 kozott lesz, tehat a keresett valdszinliség megegyezik annak a valészintliségével,
hogy a két rovidebb Gsszeragasztott bot Gsszhossza kisebb, mint 0.4. Ezutdn az (el6b-
binél egyszeriibben attekinthetd) geometriai meggondoldssal megmutatta, hogy ennek
valészintisége 0.32. Amikor részletesebb indoklast kértem, csodalkozva nézett ram.

Véletleniil kapott-e ez a didk helyes eredményt vagy jé6 modszert valasztott? A
véalasz az, hogy meg lehet indokolni, hogy ez a mdédszer j6 eredményt ad, de az kiilon
érvelést igényel. Ugyanis a hosszabb botbdl letorve 0.5 métert egy més hossziusagu
botot kapunk, mint akkor, ha a rovidebb botot vennénk. Ez azt sugallja, hogy ebben
az esetben mas megoldast kapunk, hiszen két kiillonb6z6 feladat eredményét hasonlitjuk
Ossze.



De ha alaposabban végiggondoljuk a helyzetet, rajohetiink arra, hogy mind a rovi-
debb bot hossza, mind a hosszabb bot hossza minusz 0.5 méter mennyiség ugyanolyan
eloszlast, mind a kettd egyenletes eloszlasu a [0,1/2] intervallumban. Ezenkiviil ennek
a botnak az eloszlasa fliggetlen attél, hogy mi a masik bot hossza. Tehat azért kaptunk
helyes megoldast, mert az eredmény attol fliggott, hogy a két tekintett bot hosszanak mi
volt az eloszlasa. Annak, hogy a vizsgdlt adott eloszlasu valésziniiségi valtozét milyen
modon kaptuk meg, nincs jelentosége.

Az elébb elmondottakat érdemes részletesebben targyalni. Ugyanis az itt felmeriilt
probléma sokkal altaldnosabb, mint ahogyan el6szor gondolnank. A valdészintiségi valto-
z0krol sz016 feladatok ugy szolnak, hogy adva vannak bizonyos valdsziniiségi valtozok,
melyeknek az eloszlasat ismerjiik, vagy bizonyos események, amelyeknek a valoszintiségét
ismerjiik, és ebben az esetben mas események vagy valdszintiségi valtozok viselkedésérol
teszilink fel kérdéseket. Viszont nem beszéliink semmit arrdl, hogy milyen valdszintiségi
mezében dolgozunk. Annak érdekében, hogy lassuk, jogunk van igy dolgozni, meg
kell beszélni, hogy a valdszintiségszamitasban felvetett problémak fiiggetlenek attol,
hogy milyen modellben vizsgdltuk a kérdést. Ezen probléma tisztdzasdnak érdekében
vezessiink be el6szor néhany alapveté fogalmat, és idézziink fel néhany hasznos mérték-
elméleti eredményt.

Valésziniiségi valtozé fogalma: Legyen adva egy (2, A, P) valdsziniiségi mezd. Egy
ezen a téren értelmezett valds értékid (mérhetd) £(w) fligguényt valdszindiségi valtozonak
fogunk nevezni. Azaz € eqy Q — R leképezés. Az a megkétés, hogy a fiigguény legyen
mérhetd, azt jelenti, hogy minden x valds szamra az {w: {(w) < z} € A feltétel teljesiil.

Azt mondjuk, hogy &(w) = (§1(w),..., & (w)) n-dimenzids valdsziniiségi valtozo
eqy (Q, A, P) valdsziniségi mezén, ha {(w) mérhetd leképezése az (2, A, P) térnek az
(R™,B™) térre, azaz minden (z1,...,%,) € R™ pontra {w: & (w) < z1,...,&(w) <
zn} € A.

Az elébbi definiciéban csak specidlis, {w: {1(w) < 21,...,&(w) < z,} alakd
halmazokra koveteltiik meg, hogy a A o-algebrdaban legyenek, azaz azt, hogy ezek
olyan események, melyeknek beszélhetiink valdoszinliségérol. De valéjaban ebbol mar
minden ,értelmes esemény” mérhetosége kovetkezik, azaz minden ilyen eseménynek
beszélhetiink a valdszinliségérol. Ezt a tényt fogalmazza meg az alabbi mértékelméleti
eredmény.

Tétel. Legyen & = (&1,...,&n) n-dimenzids valdsziniségi vdltozé egy (2, A, P) va-
loszintiségi mezon. FEkkor az n-dimenzios tér tetszoleges B Borel mérhetd halmazdra

{w; (gl(w)v"'?gn(w)) < B} €A

Megjegyzés: A teljesség kedvéért felidézzitk a Borel mérheté halmaz definiciéjat. A
mi szamunkra elegend6 annyit tudni, hogy az m-dimenziés tér minden ,,szép” hal-
maza, melyekkel kiilonboz6 feladatok megoldasa soran taldlkozunk, Borel-mérheto. A
formalis definicié a kovetkez6. Tekintsiik az euklidészi tér részhalmazait, ezen beliil
az A(x1,...,zn) = {(u1,...,un): ug < x1,...,u, < x,} alaki halmazokat minden
(x1,...,2,) szdm-n-esre. Be lehet latni, hogy létezik az R™ tér részhalmazaibdl &ll6
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legsziikebb o-algebra, és ezt nevezziik az n-dimenzids tér Borel o-algebrijanak. E Borel
o-algebra elemeit (az ebben a o-algebraban 1évé halmazokat) nevezziik Borel mérhet6
halmazoknak.

Valgjaban a valdszintiségszamitasban nem kozvetleniil a valdszinliségi valtozokkal
dolgozunk, hanem azok eloszlasaval. Ezért felidézziik az aldbbi definiciot.

Valészintiségi valtozé eloszlasfiiggvényének a definicidja. Legyen adva egy &(w)
(valés értékid) valdsziniségi vdltozo egy (2, A, P) valésziniségi mezén. Ennek F(z) el-
oszlasfiiggvényén az F(x) = P ({w: {(w) < x}), —00 < x < o0, flgguényt értjiik.

Tobbdimenziods eloszlasfiiggvény definicidja. Legyen adva k valos értékii &1, ..., &g
valészintiségi valtozo egy (2, A, P) valdszintiségi mezén. Ezek (egyiittes) eloszldsfiiggué-
nye az

F(Ilu s ,.’L‘k) = P({w 51(&)) < Ti,-... 7€]€(w) < xk:})u

k wvdltozos fiigguény, ahol —oco < x; < 0o minden 1 < j < k indexre.
Ismerve egy (egy vagy tobb-dimenzids) valészinliségi valtozé eloszlasfiiggvényét,
mas események valdszintiségét is ki lehet szamitani. Ezt a tényt fejezi ki az alabbi

mértékelméleti eredmény.

Eloszlasok meghatarozasa az eloszlasfiiggvény segitségével. Legyen egy n-di-

menzids (£1,...,&,) valdszindiségi vdltozd eloszlasfiggvénye F(xq,...,xy,). Az F elosz-
lasfiigguény egyértelmiien meghatdrozza a P ({w: (§&1(w),...,&n(w)) € B}) valdszindisé-

get minden ,,szép” halmazra, azaz az n-dimenzios tér minden Borel mérhetd B halma-
zara. Részletesebben kifejtve létezik olyan az F' eloszldsfiigguény dltal meghatdrozott yup
valdszinidségi mérték az R™ tér B, Borel o-algebrdjan ugy, hogy pr((—oo,x1) X -+ X
(—00,xy)) = F(x1,...,2,). Tovdbbd P ({w: (&1 (w),...,&n(w)) € B}) = up(B) minden
B € B halmazra.

Megjegyzés: A fenti eredményben felhasznaltuk azt a fontos mértékelméleti tényt, hogy
minden F' eloszlasfiiggvényhez definidlni lehet az eredményben megfogalmazott tulaj-
donsagokkal rendelkezé pp Lebesgue—Stieltjes mértéket. Nem tériink ki ennek az &l-
litasnak a bizonyitdsara, csupan megjegyezziik, hogy ezt a mértéket elészor egyszerii
halmazokra (els6 megkdzelitésben azt mondhatjuk, hogy téglatestek véges unidjdra)
definialjuk, majd a Carathéodory tétel segitségével kiterjesztjiik azt a Borel mérheto
halmazokra. A Carathéodory tétel alkalmazhatésagahoz meg kell mutatni, hogy a
kiindulasként tekintett halmazokra definidlt halmazokon definialt halmazfiiggvény o-
additiv. Ezt az euklidészi tér bizonyos szép topoldgiai tulajdonsagainak segitségével
lehet bizonyitani.

A fenti eredmény azt jelenti, hogy megadva valdszintiiségi valtozo eloszlasfliggvényét
minden ,,vele kapcsolatos valdszinliséget” meghataroztunk. Ezért természetes valdszinii-
ségi problémékban a vizsgalando valészintiségi valtozok eloszlasat megadni. De ahhoz,
hogy ilyen médon dolgozni tudjunk, sziikségiink van egy olyan eredményre, amelyik
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megmondja, hogy egy adott fiiggvény mikor lehet (egy vagy tobb-dimenzids) eloszlas-
fliggvény. Errol szolnak az alabbi eredmények.

Lemma. Legyen (w) valdszinidségi vdltozo egy (2, A, P) valdsziniiségi mezdn, és legyen
F(z) = P{w: {(w) < z}), —o0 <z < 00, e valdsziniiségi vdltozd eloszldsfiggvénye. Az
F(x) eloszldsfiigguény teljesiti a kovetkezd tulajdonsdgokat.

a) F(x) monoton névekvd figgvény.

b) F(x) balrél folytonos figguény, azaz . l(i)nill OF(:C —h) = F(x) minden —o0 < z <
—0, >

00 szdmra.
¢) lim F(z)=1.
d) lim F(z)=0.

Tétel Al. Ha egy F(x) fligguény teljesiti az eléz6 lemmdaban megfogalmazott a)—d)
tulajdonsdgokat, akkor az eloszldsfiigguény. Részletesebben megfogalmazva ez azt jelenti,
hogy ha az F(z) figguény teljesiti az a)—d) feltételeket, akkor létezik egy (22, A, P)
valdsziniségi mezd, és azon olyan &(w) valdsziniségi vdltozd, melynek az eloszldsfiigg-
vénye ez az F(x) fiiggvény.

Tétel A2. Egy F(uy,...,ux) fligguény akkor és csak akkor (egyiittes) eloszldsfiggvénye
alkalmas &1, ..., &k valdszindiségi valtozoknak valamely (2, A, P) wvaldsziniiségi mezén,
ha ez az F fiigguény teljesiti a kévetkezd (i)—(iv) tulajdonsdgokat.

(i) F(uy,...,ur) minden vdltozdjanak balrdl folytonos fiiggvénye.
(1) ujlll)noo F(uy,...,ux) = 1.
minden j=1,...,k szamra
(iii) lim F(uy,...,ux) = 0. (Ez dgy értendd, hogy az dsszes us,
Uj——00

valamely 1<j<k szdmrra

1 <s <k, s#j koordindtdt régzitjik, és u; — —o0.)

Végiil definidljuk egy az R* téren definidlt F fiigguényre és eqy K = [a1,b1) X
- X [ak, b) téglatestre a

/’L(K) = /’LF(K) = Z (_1)X(u17m7uk)F(u17'"auk)
uj= a; vagy b;
j=1,...,k
mennyiséget, ahol x(u1,...,ux) jeloli az a;-k szamdt az uy, ..., uy sorozatban.

Ekkor
(iv) pr(K) >0 minden K téglatestre.

Az, hogy egy (egy vagy tobb-dimenzids) valésziniiségi valtozo teljesiti a fenti téte-
lekben megfogalmazott tulajdonsagokat, viszonylag egyszeriien belathaté. Megjegyzem,
hogy a t6bb-dimenziés esetben megfogalmazott kissé bonyolultabban hangzé (iv) tulaj-
donsag azt fejezi ki, hogy a (&1 (w),..., & (w)) véletlen vektor nem-negativ valdszinii-
séggel esik az olyan téglatestekbe, melyeknek oldalai parhuzamosak a koordinatatenge-
lyekkel.



Nehezebb annak a bizonyitasa, hogy a tételekben felsorolt tulajdonsagokkal ren-
delkez6 fiiggvény valdban eloszlasfliiggveny. Azt kell megmutatni, hogy létezik egy
(Q, A, P) valdszinliségi mez6, és azon egy (egy vagy tobb dimenzids) £ vektor, ame-
lyiknek eloszlasfiiggvénye ez az F' fiiggvény. Az aldbbi konstrukciot érdemes csindlni.
Ha egy n-valtozos fiiggvényrdl akarjuk belatni, hogy eloszlasfiiggvény, akkor kovetkezd
modon definidljunk valdszintiségi mezot és rajta valdszinliségi valtozét. Legyen () az
R™ n-dimenzids tér, azaz az elemi események legyenek az w = (z1,...,x,) szdm-n-esek,
legyen a A o-algebra az R™ tér Borel-mérheté halmazaibdl &ll6 o-algebra. Definialnuk
kell még a P mértéket a valdsziniliségi mez6 konstrukciéjanak megadasa érdekében.
El6bb azonban definidljuk azt a & valészinliségi valtozot, melyrol meg akarjuk mutatni,
hogy F' az eloszlasfiiggvénye. Legyen

E(w)=¢&(x1, ... xn) = (& (z1, ..y Tn), .- n(T1, o yxn)) = (1, ..., Ty).
Ezutéan definaljuk a P mértéket az A o-algebran ugy, hogy legyen
P((—o0,x1) X -+ X (—00,2p)) = F(x1,...,2,).

Vilagos, hogy amennyiben belatjuk, hogy létezik ilyen tulajdonsagi mérték, akkor
belatjuk az allitast. A mértékelméletben belatjak, hogy létezik egyetlen ilyen mérték.
Ezt hivjak az F' figgvény altal meghatarozott pp Stieltjes mértéknek.

A most ismertett eredmények elegenddek annak tisztazasahoz, hogy mikor beszél-
hetiink véges sok adott (egyiittes) eloszldsu valdszintiségi valtozordl. Ez az eredmény
viszont nem elegendd annak a kérdésnek a tisztazasahoz, hogy tekinthetjiik-e példaul
egy szabalyos pénzdarab vagy szabalyos kocka végtelen dobassorozatanak a valdszintiségi
modelljét. Az ilyen modellek 1étezésének a bizonyitasahoz tovabbi mértékelméleti ered-
mények sziikségesek.

Végtelen fiiggetlen kisérletek modelljét meg lehet konstruélni az alabbi (nem trivi-
alis) mértékelméleti eredmény segitségével.

Tétel mértékterek végtelen szorzatardl. Legyen adva végtelen sok (0, An, tin),
n=1,2,..., valosziniséqgi mezé. Akkor létezik ezeknek végtelen

(Q%°, A%, u>) = (H Qn, H An, H ,Un>
n=1 n=1 n=1

direkt szorzata. Részletesebben kifejtve a szorzat olyan wvaldszinidségi mezd, melyben

o0
O = [] Qn a végtelen (w1,ws,...) sorozatokbol dllé tér, A az Ay X -+ Ap_1 X Ay X
n=1

Qpy1 x -+, Aj € Aj, 1 < j <n, alaki hengerhalmazok dltal generdlt o-algebra. A poo
mértéket ugy definidljuk, hogy
p (Ar X oo X Aot X Ap X Qpr X o) = p(Ar) - p(Ap—1) pin (An)

minden n = 1,2,... szamra és A; € Aj, 1 < j < n halmazra. Be lehet ldtni, hogy
ez a halmazfiggvény egyértelmien kiterjeszthetd o-additiv halmazfigguénnyé a Ay, o-
algebrdra, és igy definidljuk a keresett °° mértéket.
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A valészintliségszamitasban el6fordul, hogy végtelen sok nem feltétleniil fliggetlen
valészintiségi valtozot kell tekinteni. Annak bizonyitasdhoz, hogy minden természetes
esetben létezik megfelelé modell, ahol a vizsgdlandd valdszintiségi valtozdk léteznek
a fenti eredmények nem elégségesek. Most megtargyaljuk azt az eredményt, amelyik
durvan szélva azt mondja ki, hogy minden értelmes, valdszintiségi valtozokrdl szold
probléma targyalhat6 a valészinliségszamitas klasszikus modelljén belil. Ezt az ered-
ményt nevezziik a valésziniiségszamitas (Kolmogorov—féle) alaptételének. Az eredmény
megfogalmazdasa elott megfogalmazunk egy hasznos mértékelméleti allitast lemma for-
majaban.

Lemma valdsziniliségi valtozo sorozatok eloszlasanak jellemzésérol. Legyen
adva valdszintiségi vdltozok valamilyen &1,&a, ... végtelen sorozata egy (2, A, P) valo-
szintségi mezén, és jelolje Fy(x1,...,x,) az elsé n (&1,...,&,) valdszintségi vdltozo
egytittes eloszlasfiggvényét, n = 1,2,..., Az Fo(x1,...,2,), n = 1,2,..., eloszlds-
fuiggvények sorozata meghatdrozza minden ,,szép végtelen dimenzios A halmazra” a
P((&1,&2,...) € A) esemény valdsziniiségét. Ez kissé részletesebben a kovetkezdt je-
lenti. Tekintsiuk a szamegyenes végtelen sok példanydnak az R = R X R X --- direkt
szorzatat, és ennek a B™ x R X R X ... alaku tgynevezett hengerhalmazait, ahol n =
1,2,..., tetszoleges egész szam, és B™ az n-dimenzios R™ euklidészi tér Borel mérheto
részhalmaza. Az ilyen hengerhalmazokat tartalmazo legsziikebb o-algebrdt hiviuk az A>°
Borel o-algebranak az R téren. E o-algebra elemeit nevezzik szép halmazoknak, azaz
az F,,, n=1,2,... eloszlasfuggvények, illetve az dltaluk meghatdrozott

P({w: (&1(w), -, &n(w)) € B"}) = pr, (B")

valdsziniségek egyértelmiien meghatdrozzdk a P({w: (&1 (w),&2(w),...) € A}), A€ A=
alaki események valdosziniiségét.

A fenti eredmény alapjan természetes valdszintiségi valtozok végtelen sorozatanak
az eloszlasat igy megadni, hogy tetszoleges n = 1,2,... szamra megadjuk az els6é n
valoszinliségi valtozé egyiittes eloszlasat. Kérdés, hogy barhogyan megadhatjuk-e ezeket
az eloszlasfiiggvényeket. Vilagos, hogy amennyiben egy esemény valdszinliségét két
kiillonbozo F,, és F,, eloszlasfiiggvény segitségével is meg tudjuk hatarozni, akkor e
valoszinuség két kiillonbozé mdédon meghatarozott értéke meg kell, hogy egyezzen. Ez
a kovetelmény természetessé teszi az alabbi konzisztenciatulajdonsag bevezetését. A
valoszinliségszamitas alaptétele azt mondja ki, hogy akdrhogy adjuk meg egymaéassal
konzisztens eloszlasfiiggvények egy sorozatat, létezik olyan valdsziniiségi mezo6 és azon
olyan valdszintliségi valtozok, melyeknek ezek a fliggvények az eloszlasfiiggvényei. ElG-
szor megfogalmazzok az emlitett konzisztenciatulajdonsagot.

Eloszlasfiiggvények konzisztenciajanak a definicidja. Legyen adva eloszldsfiigg-
vényeknek eqy Fn(z1,...,2,), n = 1,2,..., sorozata. Azt mondjuk, hogy ezen el-
oszlasfugguények konzisztensek, ha minden n = 1,2,... egész szdmra €s Ti,...,Tn
szamokra Fy(z1,...,2y) = Fpi1(x1,...,2pn,00). (Az Fp1(x1, ..., T, 00) mennyiséget
az Frp1(x1,. .., 2,,00) = ylg{)lo Fri1(z1, ... 20, y) reldcidval definidljuk.)
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Vilagos, hogy egy valésziniiségi mezon definidlt valdszintiségi valtozdk sorozatanak

£1,&2,..., els6 n eleme altal meghatarozott F),, eloszlasfiiggvények teljesitik a fenti
konzisztencia tulajdonsdgot, mert F(x1,...,z,) = PH{{w: &(w) < z1,...,&(w) <
ZCn}) = P{W: (51(0)) < Xy ,gn(w) < xn7§n+1(w) < OO}) = n+1<l‘1, e Ty OO)
Most megfogalmazzuk a valdsziniiségszamitas alaptételének nevezett allitést.

A valészintiiségszamitas Kolmogorov-féle alaptétele. Legyen adva F,(x1,. .., x,),
n=1,2,... eloszlasfiigguényeknek egy konzisztens sorozata. Ekkor létezik egy (2, A, P)
valosziniségi mezo és azon £1,&s, ..., valdosziniséqgi valtozok sorozata, melyre

P({w: (gl(w) < mla"wgn(w) < xn)}) = Fn(flll,...,l'n)
minden n =1,2,... indexre és x1,...,x, szdmra.

A véges dimenzids eloszlasfiiggvények jellemzését leiré eredmény bizonyitasdhoz
hasonldan itt is természetes és egyszerti médon definidlhatunk egy jé valészinliségi mezot
és rajta alkalmas valdszintiségi valtozdkat, melyek alkalmas konstrukciét adnak. A 6
nehézség annak a megmutatasa, hogy a definialt P valdszintiiség valéban o-additiv, mint
azt a valdszintiségi mérték definiciéjaban megkoveteltiik.

Megfogalmazunk egy tisztdn mértékelméleti (illetve a bizonyitds jellege alapjdn
topoldgiai tételnek is tekinthetd) eredményt, melyet az alaptétel mértékelméleti valto-
zatanak fogunk nevezni, és megmutatjuk, hogy ebbol kovetkezik a valdszintiségszamitas
alaptétele. (Valdjaban nem nehéz beldtni, hogy a két eredmény ekvivalens.)

A valdszinliségszamitas alaptételének mértékelméleti valtozata. Tekintsik a
szdmegyenes R = RX Rx ... végtelen szorzatanak B™ x R X R X --- alaki ugynevezett
hengerhalmazait mindenn = 1,2,... szamra, ahol B™ € B", ahol B" az R™ n-dimenzids
tér Borel-mérhetd részhalmazainak o-algebrdjdat jeloli. Az dsszes hengerhalmaz egy C
algebrdt alkot. Legyen adva a hengerhalmazok C algebrdajin egy olyan p nem-negativ
halmazfigguény, u(R>*) = 1, amelyik additiv és teljesiti a kévetkezd ,,gyengitett o-
additivitdsi tulajdonsdgot”: Minden rogzitett n-re a p halmazfiigguény megszoritisa a
B"XRXxRx---, B" € B", alaki hengerhalmazokra (az ilyen alakd halmazok o-algebrdt
alkotnak minden régzitett n szdmra.) o-additiv. Ekkor a p halmazfiggvény o-additiv a
C algebrdn.

El6szor megmutatjuk, hogy a valdszinliségszamitas alaptétele kovetkezik annak
mértékelméleti valtozatabdl. Elészor megkonstrudljuk azt az (2,4, P) valdszintiségi
mezo6t, ahol a kivant eloszlasu valészintliségi valtozokat definidlni tudjuk. Legyen ) =
R>* = Rx RXx...,aszamegyenes Onmagaval vett végtelen direkt szorzata, A = B, az
R téren definialt Borel o-algebra, (ez megegyezik a valdszintiségszamitas alaptételének
mértékelméleti véltozatdban is tekintett hengerhalmazok altal generdlt o-algebrédval),
végiil definidljuk a P mértéket a kovetkezé médon: Legyen P(B" x Rx...) = up, (B™),
B™ € B™, ahol B" az R™ n-dimenzids tér Borel o-algebrdja, pup, az F,(z1,...,2,) n-
dimenzids eloszlasfiiggvény altal generalt tigynevezett Lebesgue-Stieltjes mérték az n-
dimenzids téren. (Némi munkaval be lehet 1latni, hogy a konzisztencia feltétel biztositja,
hogy ez a definicié jogos, nem definialtuk ugyanannak az eseménynek a valdszintiségét
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kiilénb6z6 médon. Meg lehet példdul muatatni, hogy P(B" x R x ...) = up,,,(B" x
R) = pp,(B,). Ellenérizni lehet, hogy az igy definidlt P halmazfiiggvény teljesiti a
alaptétel mértékelméleti valtozatanak feltételeit, ezért ezen eredmény alapjan o-additiv
a C algebran. Ezutan a Carathéodory tétel alapjan ezt a mértéket ki lehet terjeszteni a
B> g-algebrara.

A tekintett val6szintiségi mezé elemi eseményei az w = (z1,x2,...) végtelen szam-
sorozatok. Definidljuk a &,(w) = &, (z1,22,...), n = 1,2, ..., valdsziniiségi valtozdt a
&n(T1, T2, ... ) = x,, képlettel. Ez a modell teljesiti a valészinliségszamitds alaptételét.

A VALOSZINUSEGSZAMITAS ALAPTETELENEK EGY TERMESZETES ALTALANOSITASA.

Felmeriilhet az itt targyalt probléma koévetkez6 természetes altalanositasa. Legyen
adva egy tetszoleges szamossagu T' indexhalmaz. Rendeljiink hozza a T halmaz minden
véges {t1,...,t,} részhalmazdhoz egy Fy, . ¢ (%,,..., 7, ) eloszlasfiiggvényt. Mikor
tudunk konstrudlni egy (2, A, P) valészinliségi mez&t és azon megadni &, t € T,
valésziniiségi véltozéknak egy rendszerét vigy, hogy a (&,,...,&, ) véletlen vektor el-
oszlasfiiggvénye az Fy, . (x¢,,...,x,) eloszlasfiiggvény legyen a T' halmaz minden
{t1,...,tn} véges részhalmazara? Roviden megtirgyaljuk ezt a kérdést, de a részletek
tisztazasa részben a gyakorlatra marad, illetve az érdek6édoknek maguknak kell azokat
kidolgozni.

Természetes modon definidlhatd a konzisztencia feltétele ebben az esetben is. Azt
a tényt kell megfogalmazni, hogy amennyiban adva van véges sok valdszintiségi valtozo,
akkor annak a valdszintisége, hogy ezek koziil néhany valtozé értéke kisebb, mint vég-
telen, a tobbieké pedig kisebb mint bizonyos el6irt szamok nem valtozik, ha azokat
az (iires) feltételeket elhagyjuk, melyek szerint bizonyos valészintiségi véltozdk értékei
végtelennél kisebbek. Ennek a tulajdonsidgnak formdlis megfogalmazasat elhagyom.
Maga a konstrukcio elég természetes, és a konstrukcié helyességének bizonyitasdhoz az
alaptétel mértékelméleti valtozatanak bizonyos altaldnositasara van sziikség. Roviden
leirom a konstrukciot, és ramutatunk, hogy a sziikséges alalanositott tétel valdjaban
kovetkezménye az alaptétel mértékelméleti valtozatdanak.

Az (2, A, P) teret a kovetkez6 médon definidljuk: Az  halmaz gy tekinthetd,
mint a szamegyenes ,,direkt T-ik hatvanya”. Ez pontosabban 6gy fogalmazhaté meg,
hogy az 2 halmaz az Osszes lehetséges a T' téren értelmezett valds értékii fiiggvénybdl
all. Ez azt jelenti, hogy egy elemi esemény egy a T téren definidlt f(t), t € T,
valés szam értékl fiiggvény. Definidlunk ezen egy az () halmaz részhalmazaibdl allo
C (halmaz)algebrét a kovetkezé médon. Vesziink egy tetszOleges n egész szamot, egy n
elemi {t1,...,t,} C T halmazt és B € B,, halmazt, ahol B,, az n-dimenzids tér Borel
o-algebrajat jeloli, és ezek segitségével definidljuk a kovetkezdé C(tq,...,t,, B) C Q
halmazt: C(t1,...,tn,B) = {f(t),t € T : (f(t1),...,f(tn)) € B}. Az ilyen médon
el6allithaté halmazok lesznek elemei a C algebranak. Ezen halmazok P-valésziniiségét
a P(C(t1,...,tn, B)) = pr,, ., (B) képlettel definidljuk, ahol up, , az Fy, 4
eloszlasfliggvény altal definialt Lebesgue—Stieltjes mérték. A konzisztenciafeltétel biz-
tositja azt, hogy ez a definici6 jogos, a P(C), C € C, halmaz valésziniisége nem filigg
attol, hogyan adtuk meg a C halmazt. Sziikségiink van az alaptétel mértékelméleti

n

11



valtozatanak arra az altaldanositdsara, mely szerint ez a P valdszintiség o-additiv a C
algebran. Akkor a Carathéodory tétel szerint ezt a mértéket kiterjeszthetjiik a C altal
generalt A o-algebréra.

Az igy konstrudlt (€2, A, P) lesz az a valészin(iségi mez6, amin dolgozunk, és tetszo-
leges to € T indexre a &, valdsziniiségi valtozot a &, (w) = f(to) képlettel definialjuk,
haw= f(t), teT.

Az igy definidlt valdsziniiségi valtozok eloszlasa a kivant lesz. Ennek igazolasaban
az egyetlen nehezebben bizonyithatd 1épés annak megmutatasa, hogy valoban egy P
valészintiségi mértéket definidltunk. Viszonylag egyszerli belatni, hogy ezt a bizo-
nyitandé allitast redukalni lehet arra az esetre, amikor a 7' halmaz megszamlalhato.
Ez a redukélt feladat viszont méar csak jelolésekben tér el az alaptétel mértékelméleti
valtozatanak nevezett eredménytol.

Mennyire tekinthetd kielégitonek, teljesnek a fenti eredmény a valdszinliségszami-
tasi modellek megalapozasdban? Ez az eredmény leirja, hogy mikor lehet valdszintiségi
valtozok egy T paramétercsaldddal indexelt rendszerét megadni azok véges deimenzids
eloszlasainak a segitségével. Ez bizonyos szempontbdl teljesen kielégité eredmény. Mas-
részt a sztochasztikus folyamatok elméletében tovabbi problémak jelennek meg. fgy
példaul egy részecske apro véletlen iitkozések soran kialakult mozgasanak lefrasara meg-
alkottak az igynevezett Brown mozgas modelljét, mely fontos szerepet jatszik a valdszi-
niuségszamitasban. Felteszik, hogy a Brown mozgas trajektoridja folytonos. Annak meg-
magyarazasa, hogy ez mit jelent, miért szabad feltenni tovabbi vizsgalatokat igényel. De
mivel ez nem az itteni valoszintiségszamitas I1. tantargy téméja, hanem a sztochasztikus
folyamatok elméletébe tartozik, ezzel a kérdéssel nem fogunk itt foglalkozni.

KIEGESZITES: A VALOSZINUSEGSZAMITASI ALAPTETEL MERTEKELMELETI VALTOZA-
TANAK BIZONYITASA.

Az alaptétel mértékelméleti valtozatdanak bizonyitasa a kovetkezd gondolaton alapul.

Ismeretes (és nem nehéz beldtni), hogy egy C algebran értelmezett P nem-negativ ad-

ditiv halmazfiiggvény akkor és csak akkor o-additiv, ha minden olyan A,, € C sorozatra,
(o) n

melyre (| A, =0, teljesil a lim P ( (N A; | =0 relacié. Ezt a tulajdonségot fogjuk
n=1 j=1

n—oo

ellendrizni. Miért érdemes ezt a tulajdonsagot vizsgalni? A o-additivitds bizonyitasaban
a nehézséget az okozza, hogy események végtelen sorozatardl szolo tulajdonsagot kell
ellenorizni. Azzal, hogy most végtelen metszetekrdl szolé tulajdonsagot tekintiink,
latszolag semmit sem nyeriink. Az, hogy mégis egyszeriibb ennek ellenérzése, azzal
fligg Ossze, hogy bizonyos topoldgiai eredmények lehetové teszik a véges metszetekrol
sz0lo eredmények felhasznélasat.

Elészor felidézziik a kovetkezd topoldgiai eredményt: Ha egy (szép) topologikus

térben kompakt K,,, n = 1,2,..., halmazok metszete iires, K, = (), akkor létezik
n=1

N
olyan véges N egész szam, melyre (| K, = ). Nekiink nemcsak kompakt halmazokkal

n=1
kell dolgoznunk, de a kovetkezo, a mértékelméletben ismert eredmény segit az altalanos
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esetet erre az egyszeriibben kezelheté esetre redukélni. Legyen adva egy (nem-negativ,
véges) p Lebesgue—Stieltjes mérték az R™ n-dimenzids tér B" Borel o-algebrajan. Min-
den A € B™ Borel mérheté halmazra és € > 0 szamra létezik olyan K C A kompakt
halmaz, melyre pu(K) > p(A) —e. Megjegyezziik, hogy hasonlé gondolat szerepel a
Lebesgue—Stieltjes mértékek létezésének a bizonyitasaban is. Ezenkiviil felidézziik a
topoldgia egyik legfontosabb eredményét, a Tyihonov tételt, amelyik szintén hasznos
lesz a szamunkra: Kompakt topolégikus terek direkt szorzata kompakt.

A fenti kompaktsagi érveket alkalmazé modszer alkalmazasaban a f6 nehézség, hogy
a K" x R x R x --- alakt hengerhalmazok nem lehetnek kompaktak. E nehézség
leklizdésének két természetes modja van. Az egyik lehetéség abbdl all, hogy nem
hasznaljuk kozvetleniil a kompaktsagi érveket, hanem indirekt moédon megprobaljuk
bebizonyitani a kompaktsagi moddszerek altal sugallt eredményeket. Ezt a bizonyitasi
moédszert alkalmazza a Rényi Alfréd ,,Valdsziniliségszamitas” cimii konyvében a IV.
fejezet 22. paragrafusiban (Kolmogorov-féle alaptétel 235.—238. oldal) szerepl6 bi-
zonyitas. Itt bizonyos atlos modszer segitségével torténik annak a bizonyitasa, hogy
alkalmas approximalé ,,majdnem kompakt” halmazok véges metszete is tires. Mi més
modszert kovetiink. Megmutatjuk, hogy a topoldgia kompaktifikicids eljarasanak fel-
hasznalasaval a kivant eredmény a topoldgia és mértékelmélelet segitségével bebizonyit-
hato.

El6szor megfogalmazzuk az alaptétel mértékelméleti valtozatanak egy olyan médo-
sitasat, ahol a szamegyenes és annak onmagaval n-szer illetve végtelen sokszor vett R"™ és
R direkt szorzatai helyett a szdmegyenes egypontos kompaktifikacigjanak onmagaval
vett direkt szorzatait tekintjik, és azon fogalmazzuk meg a Tétel természetes megfe-
lel6jét. Jelolje R = R U {oco} a szdmegyenes egypontos kompaktifikdcidjat, és legyen
RP=Rx---xR,R°=RxRx---,jelolje B* az R™ téren definialt természetes Borel

—_———
n—szer

o-algebrat, amelyik példaul ugy definialhaté, mint az A; x --- x A,, alakd halmazok
altal az R™ téren generdlt o-algebra, ahol olyan Aj;, 1 < j < n, olyan halmazok,
melyekre A; vagy eleme a szdmegyenes Borel o-algebrajanak vagy A; = A? U {00}, és
Ag eleme a szdmegyenes Borel o-algebrajanak. Jelolje C az 6sszes B x Rx R x - - - alaku
halmazbél allé halmazrendszert, ahol B™ € B”, n = 1,2,.... Nem nehéz megmutatni,
hogy C algebra. Definidljuk a fi halmazfiiggvényt a C algebran a kovetkezé médon:
Egy B" x Rx Rx ---, B € B", n = 1,2,..., alaki halmazon i(B" x R x R x

) = pu((B"NR") x Rx Rx---). Nem nehéz beldtni, hogy ez a definicié jogos,
azaz ugyanannak a halmaznak két kiillonb6zo eloallitasahoz ugyanazt i mértéket rendeli
hozza ez a definicié, fi additiv a C algebran, és ezenkiviil, ha rogzitiink egy n szamot,
akkor a fi halmazfiiggvény megszoritdsa a B" x Rx Rx ---, B™ € B™ alakt halmazokra
o-additiv. Beldtjuk elészor azt, hogy fi a C algebran is o-additiv.

Tekintsiik olyan A, € C, n = 1,2,..., halmazok sorozatat, melyekre (| A, = 0.

n=1
Be akarjuk latni, hogy ekkor lim | (| 4; | = 0. Ennek érdekében megmutatjuk,
hogy mindegyik A,, halmazhoz létezik olyan K,, C A, kompakt halmaz, melyre (A, \
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K,) < 27™. Valdban, felirva az A, halmazt A, = B™MM) x Rx R X --- alakban,
ahol B™(™) ¢ B™(™) alkalmas m(n) index-szel, taldlhatunk olyan kompakt K9 € B™(")
Ko € B™™ halmazt, melyre ji (((B™™ \ K3) N R™™) x R x R x --+) <27, Itt azt
hasznaltuk ki, hogy minden az R™(") euklidészi tér B™(") g-algebrajsn definidlt véges
mértékre barmely Borel mérhet6 halmaz mértéke tetszoleges pontossiaggal kozelithetd
e halmaz altal tartalmazott alkalmas kompakt halmaz mértékével. Ekkor K, = K2 x
R x R--- kompakt halmaz (mivel R is kompakt, és alkalmazhatjuk a Tyihonov tételt),
K,cC K, CA,é a4, \ K,) <27 Ekkor (| K, =0, és mivel a K,, halmazok

n=1

N n
kompaktak, 1étezik olyan N index melyre (| K; = 0, igy (ﬂ Kj> = 0 minden
j=1 j=1

n > N szamra. Ezért i < N Aj> < S a(AN\K) < Y277 <277 minden n > N
j=1 j=n j=n

n
szamra. Innen kovetkezik a bizonyitandé lim [ ( N A]-) = 0 allitas.

Innen kovetkezik, hogy a fi halmazfiiggvény mérték a C algebran. Ezért a Carathéo-
dory tétel alapjan ji egyértelmfien kiterjeszthaté mértékké a C algebra dltal generalt o(C)
o-algebrardra. Nyilvan ji(R>°) = 1. Annak érdekében, hogy az alaptétel mértékelméleti
valtozatat bebizonyitsuk eredeti formajaban vegyiik észre, hogy n(R*>°) = 1. Valéban,
A(R>®) = nlirgo jg(R" x R x R x ---) = 1. Innen kdvetkezik, hogy u(C) = fi(C) minden
C € C halmazra. Ez utébbi relacié azért igaz, mert ha C' = B™ x R X R x - - - valamilyen
B € B" halmazra, akkor C = C' N R, ahol C = B" x R x R x ---. Innen ji(C) =
i(C N R*) = p(C) = u(C). Mivel C C o(C) innen kovetkezik, hogy p mérték a C
algebran. Ez azt jelenti, hogy bebizonyitottuk az alaptétel mértékelméleti valtozatat.
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