DOLGOZAT FELADATOK

Megjegyzés: Abban az esetben, ha egy megkérdezett fogalom definiciéjat tobb (egymas-
sal ekvivalens) médon lehet megadni, akkor ezek mindegyike j6 vélasznak mindsiil.

1.

Legyen & egy varhaté értékii és egy szérasnégyzetii normalis eloszlasi valdsziniiségi

véltozo, azaz legyen siiriiségfliggvénye a p(z) = e~ (@=1)?/2 fliggvény, és legyen

t valds szam. Szamoljuk ki az e¢ valészintiségi valtozé Fe'€ varhaté értékét.

. Legyen & és n két fliggetlen exponencialis eloszlasu valdszintiségi valtozd A és u

paraméterrel, azaz legyen stirtiségfiiggvényiik f(z) = Ae % ha x > 0, és f(x) = 0,
ha x < 0, illetve g(x) = pe™#*, ha x > 0, és g(x) = 0, ha x < 0. Szdmitsuk ki {4+ 7
stirtiségfiiggvényét.

Adott két urna, mindkettében 5 fehér és 10 piros goly6. Elvégziink 10 hizést, min-
degyik alkalommal kihizunk egy-egy golyét a két urnabdl visszatevés nélkiil. Ha
egyforma szinii golydkat hizunk, akkor 2 forintot nyeriink, ha kiilonb6z6 szintieket,
akkor 1 forintot veszitiink. Szamoljuk ki nyereményiink varhaté értékét és szoéras-
négyzetét.

Péter és Pal a kovetkezo jatékot jatssza. Mind a ketten feldobnak egy szabdlyos
dobdkockat. Ha P&l dobott nagyobbat, akkor ¢ nyer harom forintot Pétertdl, ha
Péter dobasa nagyobb, akkor Pal fizet Péternek harom forintot. Ha a dob&asok
egyenloek, akkor senki sem fizet a masiknak. FEzt a jatékot jatsszak 3000 alka-
lommal. Adjunk jé kozelité becslést a centralis hatareloszlastétel és a mellékelt
normalis eloszlastablazat segitségével arra, hogy Péter legalabb 90 forintot nyer.

. Mikor konvergal F,,(x), n = 1,2,..., eloszlasfiiggvények sorozata eloszldsban egy

F(x) eloszlasfliggvényhez?
MEGOLDASOK

Ha & f(z) stirtiségfiiggvénnyel rendelkezd valdszintiségi valtozé h(x) valés értékii
(mérhetd) fiiggvény, akkor Eh(£) = [ h(z)f(z)dz. Esetiinkben ez azt jelenti, hogy
ha ¢ standard normalis eloszlasu valészintiségi valtozo, akkor
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Valéjaban van egyszeriibb megoldas is. Ha & normadlis eloszlasu valdszintiségi val-

toz6 1 varhato értékkel és 1 szérassal, akkor & = 1+ 1, ahol n standard normalis
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eloszlast valszintiségi valtozé, ezért Fet = Eet(1T1) = et Eel = etel /2.
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Ez utébbi megoldds majdnem ugyanaz, mintha a vizsgalt integrdlban az y =z — 1
helyettesitést alkalmaznank.
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. Tudjuk, hogy a tekintett két fﬁggetlen valoszinliségi valtozd Osszegének a stirtiség-
fiiggvényét az f * g(x f flu — y) du konvolucié segitségével szamithatjuk

ki. Mivel f(z) =0, g(a:) = O ha x < 0, ezért ebben az esetben a konvoluciéban
szerepld integrandus f(u)g(z —u) =0, ha v < 0 vagy x —u < 0, azaz v > z. Innen

frg(x)= / e M e~ ME=w) gy = )\ue_“m/ AT Qu, ha x>0,
0 0

és fxg(xr) =0, ha x < 0. Ezért
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és abban az esetben, ha A = pu, akkor

frg(x)=Nxe ™™ haxz>0.

. Legyen §;, 1 < j < 10, az a valoszinliségi valtozo, amelyik 2, ha a j-ik hdzdsban

két piros vagy két fehér golyot hizunk és, —1 ha az egyik huzas piros a masik
10

fehér. Ekkor az S = ) &; valdszliségi véltozo varhaté értékét és szorasnégyzetét
j=1

kell kiszamolnunk. Mivel E¢; = E&;, Var{; = Var&;, Cov (§;,&) = Cov (&1, &2),
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ezért a keresett mennyiségek ES = > FE{; = 10E& és VarS = ) Var&; +

j=1 =1
> Cov (§;,&k) = 10Var & + 90Cov (&1, &2).

1<5,k<10 j#k

Misrésat, (& = 2) = B+ () =3 P& =-1)=4 P& =26=2)
2 2 2
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ahonnan F& = 2 - g—% = 3, ahonnan E¢? = 4 . 5 + § = 3, Var§, = <,
Cov (&1,&2) = 4P(& = 2,& = 2) = 2P(& = 2,6 = —1) = 2P(& = —1,& =
2)+ P& =-1,6 = )_(Efl)gz%—%+m—%:%,ahonnanl§8:%,
Var S = 200 +90 - 42121

. Legyen fj Péter nyereménye a j-ik jatékban. Ekkor a §; valészin{iségi valtozok

3000

fiiggetlenek, Péter Ossznyereménye S = » &;, és P(§; = 3) = P =-3) =

j=1
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13’ P =0) = 6 (Annak valészintiségét irtuk fel, hogy Péter vagy Pélt dob

45
nagyobbat, illetve hogy a két dobds egyenld. Innen F{; = 0, Var§; = Ef?- =5
ES =0, Var S = 15-1500 = 150%. Innen annak valdszinfisége, hogy Péter legaldbb
90 forintot nyer
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. Az F, eloszlasfiiggvények eloszlasban konvergalnak az F' eloszlasfiggvényhez, ha az

F eloszlasfiiggvény minden folytonossigi pontjaban teljesiil a lim F,,(z) = F(x)
n—oo

relacio.

Szerepelt egy eredmény, amelyik szerint meg lehet adni egy ezzel ekvivalens meg-

fogalmazast is. Azt is elfogaldtam, ha valaki ez utébbi eredmény segitségével fo-

galmazta meg a definiciét. Eszerint az F), eloszlasfliiggvények akkor konvergalnak

eloszlasban egy F' eloszlasfiiggvényhez, ha minden a szamegyenesen folytonos és

korlatos h(x) fliggvényre

lim [ h(x)F,(dx) = /h(m)F(dx)
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