A marcius 19-i el6adashoz kapcsolédé gyakorlat feladatai

Nem kotelezé hazi feladat.

Legyen

51,1 R 7§1,n1
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szériasorozat, azaz tegylk fel, hogy az egy sorban allé valdszintiségi valtozok fiig-
getlenek. Tegyiik fel tovabbd, hogy e valdsziniiségi valtozok teljesitik a kovetkezo
feltételeket:
A &, ; valosziniliségi valtozok nem negativ egész értékeket vesznek fel.
P(€e; = 1) = Apyy lim 3 ey = A > 0.

k 00 ;=1

—

ny
sup A, — 0, hak —o00,és > P(&,; >2)— 0, ha k — oc.
1<j<ng J=1
n
Ekkor az S = ) &,; valészinlségi véltozok eloszlasban konvergalnak a A para-
j=1
)\l
méterti Poisson eloszlashoz, ha k — oo, azaz klim P(Sy =1) = FG_A minden
— 00 .
1=0,1,2,... szamra.

Segitség: Az eredmény egyszeriibb, az éran targyalt valtozatanak a bizonyitasa

megfeleld valtoztatdssal alkalmazhaté. Adjunk jé aszimptotikus becslést a &y ;
oo

val6szintiségi valtozdk gi j(z) = Y. P(&.; = l)a! generatorfiiggvényére, |z| < 1.
1=0

Egy toban 3000 hal van. Véletleniil kihaldsznak beldle 1000 darabot, és ezekre

piros pottyot festenek és visszaengedik Oket. Ezutan ismét kifognak véletlentil 1000
halat. Mi annak a valdszintisége, hogy a kifogott halak koézott 100 megfestett van?

(1000) (2000)
-\ 100 /) \ 900
Megoldas: 3000
1000
kiszamitani, hogy ha 3000 objektumbdl (halbdl) két tipus van, az egyikb6l (a meg-
jelolt halbdl) 1000, a masikbdl 2000, és kivalasztunk (visszatevés nélkiil) 1000 ob-

jektumot, akkor mi a valdszintisége annak, hogy 100-at valasztunk az els6 és 900-at
a masodik objektumbol.

, mert a keresett eloszlas hipergeometrikus. Azt kell

Megjegyzés: A gyakorlatban el6fordul6 kérdés ennek forditottja. Elvégezzik a fenti
kisérletet, Osszeszamlaljuk a megfestett halakat, és ebbdl prébalunk kovetkeztetni
a toban levo halak szamara. Hogyan érdemes ezt csindlni?
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Ezt a problémat érdemes részletesebben megtargyalni. Valéjaban, nem tudjuk,
hogy hany hal van a téban. De ennek megbecslése érdekében a kovetkezd eljarast
alkalmazhatjuk:

Végezziink két fogast, az els6é fogasban kifogott halakat jeloljuk meg. Ezutan
meg akarjuk allapitani mennyi hal lehet Osszesen a téban. Ezt természetesen csak
bizonyos (véletlentdl fiiggd) pontossiggal tudjuk meghatdrozni. Az ilyen tipusu fel-
adatok tipikusak a matematikai statisztikdban, az ilyen problémak vizsgalatat nevezik
becsléseleméletnek. Vildgos, hogy az, hogy 1000-nél alig tobb hal van, nem tul valészinii,
mert akkor sokkal tobb megjelolt hal lenne a masodik fogasban. Az hogy rengeteg,
mondjuk 1 000 000 hal lenne a téban szintén nem tudl valdszinii, mert akkor sokkal
kevesebb megjelolt hal lenne a masodik fogasban. A matematikai statisztikdban ki-
dolgoztak egy altalanos elvet a maximum likelihood mddszernek nevezett eljarast, mely
nagyon altalanos feltételek mellett nagyon jo mdédszert ad, és mely jelen esetben is alkal-
mazhaté. Targyaljuk meg ezt a mddszert a jelen esetben. Tekintsiink kissé altalanosabb
esetet. Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

x a téban 1évé halak (ismeretlen) szdma,

n az elsé fogasban kifogott (és megjelolt) halak szama,

r a masodik fogasban kifogott halak szama,

k a masodik fogasban kifogott el6zoleg megjelolt halak szama. Annak valdszintisége,

hogy adott (ismeretlen) x és n, r szdmok esetén pontosan k megjeldlt halat fogunk

ki
n\ (x—n
()G-0)
. .
()
Tekintsiik az ismeretlen x szdm (maximum likelihood) becslésének azt az x szdmot,
melyre a g (z,n,r) mennyiség (rogzitett n, k és r szdmok mellett) maximalis.

Qk(x;na T’) =

2. Hatarozzuk meg a fenti feladatban a maximum likelihood becslést.
Megoldas: Némi szamolds mutatja, hogy

qr(z,n,r) rT—n r—r x—rr—nzx+rn

qr(x —1,n,7) T rz-n—-r+k =z  22—rz—nz+ka

Ez a tort kisebb mint egy, ha rn < kx, nagyobb mint egy, ha rn > kx. Ezért a
r

becslés rn = kx, azaz x = = pontosabban az e szamot kozrefogd egész szamok
rn

valamelyike. Valéban z < - esetében a qi(x,n,r) fiiggvény (mint az x véltozo

. . .o . . ” ™ P .

fiiggvénye rogzitett k, n és r paraméterekkel) monoton né, = > = esetében pedig

a qx(x,n,r) fliggvény monoton csokken.

3. Feldobunk egy pénzdarabot, mely p valdszintiséggel esik a fej, 1 — p valdszintiséggel
az iras oldalra kétszer egyméastdl fliggetleniil. Jelolje & azt a valdszinliségi valtozot,
mely a fejdobdsok szamét adja meg. Adjuk meg a £ valdszintiségi valtozé F(x)
eloszlasfiiggvényét.



Megoldds: A vizsgalt {(w) valésziniiségi valtozé olyan, hogy P({ =0) = (1 —p
P =1)=2p(1 —p), P(6=2)=p? Innen F(z) =0, hax <0, F(z) = (1
ha0<z <1, Flz)=(1-p)?+2p(1—-p)=1—-p* hal<x<2 és F(z) =1, ha
2 <z < oo.

4. Legyen adva egy &(w) valdszintiségi valtozé F(x) eloszlasfiiggvénye. Hatarozzuk
meg ennek segitségével az {w: a < {(w) < b} alaki események, —oo < a < b < o0,
val6szinliségét, valamint annak valdszinliségét, hogy &(w) valamilyen paros egész
értéket vesz fel.

Megoldds:

P{w:a<&w)<b}) = lim P ({w: at o> W) < b})

n—oo

- [rw-r(as )]

1
Egy tetszOleges u pontra P({ = u) = lim |F <u + —) - F(u)} Ezért annak
n— oo n

valészintisége, hogy a & valdszintiségi valtozo valamely paros egész értéket vesz fel
> lim [F (Qk + l) — F(2k)1
k=—0o 7> n
5. Lassuk be, hogy létezik olyan diszkrét eloszlasu £ valdszintiségi valtozd, melynek
F(x) = P(§ < ) eloszlasfiiggvényére igaz, hogy minden —oco < a < b < oo
szamparra F'(a) < F(b) szigoru egyenl6tlenséggel.

Megoldas: Egy lehetséges konstrukcié a kovetkezo. Legyen rq,79,..., a raciondlis
szamok sorozata valamilyen sorrendben felsorolva. Definidljunk olyan & valészini-
ségi véltozot, melyre P({ = r;) = 277, j = 1,2,.... Ekkor ¢ diszkrét eloszlasi

valésziniiségi valtozo, és ennek F(x) eloszlasara F(b) — F(a) = P(a < £ < b) > 0,
mert Pla < £ < b) > P(§ =rj) > 0, ahol r; egy az [a,b] intervallum belsejében
1év6 raciondlis szam.
6. Ha & és n két fiiggetlen Poisson eloszlasu valdszintiségi valtozo A > 0 és u > 0
/\k k
paraméterekkel, azaz P({ = k) = ﬁe_A, Pin =k = %e‘“, k=0,12,...,
akkor & + 7 Poisson eloszlast valészintiségi véltozé A 4+ p paraméterrel.

Megoldds:

k k
PE+n=Fk) =3 PE=jn=k=j)=3 PE=j)Ph=k-j)

=0

koo , k

2\ k—j —(A+nw) k! , ,

:ZT_A - |e_u:e | Z'l 'lAJ“k_J

=it (k=) kU= ik =)

—(A+n)

e
=+

7. Legyen adva k darab urna, és ezekbe dobjunk be véletlen ¢ szamu golydt, ahol
¢ Poisson eloszlasu valészintiségi valtozd A > 0 paraméterrel. Legyenek az egyes
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dobéasok eredményei egyméstol és a & valoszintliségi valtozotol fiiggetlenek. Tegyiik
fel tovdbba, hogy minden egyes dobasnal a golyé az j-ik urndba p; > 0 valdszinii-

k
séggel esik, j = 1,...,k, > p; = 1. Jelolje n; a j-ik urndba es6 golydk szamét.
j=1
Ekkor az n;, j = 1,..., k valészinliségi valtozok fliggetlenek, és n; Poisson eloszlast
Ap; paraméterrel, j =1,... k.
Megoldds:
(i 4+ ), Le
Pm=b,...om=Ul)=PEl=L+ -+ LT P
At Fi) ; }
ke A
T PP
PURNSTI L a  (p;)Y
=2 7 ph... —X(p1+--4pr) _ i) —xp;
e = e
j=1
tetszoleges [1 > 0, ..., I > 0 egész szamokra. Innen addédik az allités.

. Egy pontot ledobunk az egységintervallumba gy, hogy annak valdsziniisége, hogy
ez a pont valamely [a,b] C [—1,1] intervallumba esik %a' Legyen £ az a val6-

szintiségi véaltozo, amelyik megadja, hogy hova esett ez a pont. Adjuk meg a &2
valészintliségi valtozd eloszas és striiségfiiggvényét.

Megoldds: P(€2 < x) = 0, ha < 0, P(? < x) = Vo < & < y/z), ha > 0,
Vi~ (V)

(_
ahonnan P(¢? < z) = 5 = Vz,ha0 <z <1, P& <z) =1,

ha z > 1. Innen &2 eloszlasfiiggvénye F(z) = 0, ha x < 0, F(z) = /z, ha
0<ax<1 F@)=1haz >1, F(x) = 1, hax > 1. A £? valésziniiségi
_dF(@)

véltozo stiriiségfiiggvénye pedig f(x) = T f(x) =0, haz <0 vagy = > 1,
T

1
flz) = 53:_1/2, ha 0 <z <1.



