A majus 7-i el6adashoz kapcsol6do gyakorlat feladatai

1. Legyen £ és n két fliggetlen valdszintliségi valtozo, melyek koziil & A paraméterti és n
i paraméterii exponencidlis eloszlasu valdszintiségi valtozo, azaz a & valdsziniiségi
valtozé f(-) stirtiségfiiggvénye f(x) = Ae ™% ha x > 0, f(r) =0, ha z < 0, az 7
val6szintliségi valtozd g(-) striiségfiiggvénye g(x) = pe #* ha z > 0, g(z) = 0, ha
x < 0, tovabba A > 0 és p > 0. Szamitsuk ki a & 4+ n Osszeg stirliségfiiggvényét.
Megoldds: Adva két fliggetlen f(z) és g(x) stlirliségfiiggvényti £ és n valdsziniiségi
valtozo ezek € + n Osszegének a stlirtiségfiiggvénye a

) = [ sgte =) du

konvolucids formuldval megadhato stiriségfiiggvény. Jelen esetben, (kiilonos tekin-
tettel arra, hogy f(u)g(x —u) =0, ha v < 0 vagy u > x azt kapjuk, hogy h(z) = 0,
ha z <0, és

h(x) :/ /\e—AuHe—u(w—u) du = )\,UJe_’w/ (=N gy,
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Ha pontosak akarunk lenni meg kell jegyezniink, hogy a fenti szdmolas csak A\ # p
esetben érvényes. Ha A = p, akkor

h(z) = / e MAe AT gy = )\26_/\1/ dr = N2ze ",
0 0

2. Legyen ¢ standard normélis eloszlasu valészintiségi valtozd, azaz legyen siirliség-
. , 1 _ 2/2 . , , , , P . .
fiiggvénye a ¢(x) = \/76 /< fiiggvény, és legyen t valds szam. Szamoljuk ki az
7r
et¢ valoszintiségi valtozé Fe' varhat6 értékét.
Megoldds: Ha & f(x) stirliségfiiggvénnyel rendelkezd valdszintiségi valtozé h(x) valds

értékil (mérhetd) fiiggvény, akkor Eh(€) = [ h(z)f(x)dz. Esetiinkben ez azt je-
lenti, hogy ha ¢ standard normalis eloszlasu valdszintiségi valtozé, akkor
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3. Legyenek & és n fiiggetlen valdszintiségi valtozok, a & valdszintiségi valtozd stiri-
ségfiiggvénye f(x) = %e"m', —o0 < x < 00, az 1 valdszinliségi valtozd egyenletes
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intervallumban, azaz 7 stiriiségfiiggvénye g(z) = 1, ha

eloszlasi a 0 < ¢z < 1
= 0 egyébként. Szamitsuk ki a & — n valdsziniiségi valtozéd

0 <z <1, g(o)
stirtiségfiiggvényét.
Megoldas: Jeldlje g—(-) a —n valdszintiségi valtozé siirliségfiiggvényét. Ekkor
g (x)=1,ha—-1<z <0, g (x) =0egyébként, és a {—n = £+ (—n) valészinliségi
valtozé stirtiségfiiggvénye a h(x) = f * g~ (z) fiiggvény, ahol * konvoliciét jeldl.
Masrészt, mivel g~ (x —y) =1, haz <y <x+1, és g~ (z —y) = 0 kiilénben, ezért

hz) = /_Z g (x—y)dy = /:H fly)dy = /:H e W dy.

Valasszuk szét a kdvetkez6 héarom esetet: a.) x < —1,b.) =1 <z <0,c.) = > 0.
Az a.) esetben, ha z < —1 h(z) = f;“ e~ Wldy = ff“ eVdy = e*Tl — e a
b.) esetben, ha —1 < = < 0 h(z) = f;“ e~ Wldy = f; eV dy + fo‘r“ e Vdy =
l—e®*+1—e @1 =2—e"""1—-¢% ac.) esetben, hax > 0 h(z) = f;“ e Wl dy =
fj“ e Vdy=e%—e*71,

. Az igazak varosdban a lakosok 71%-a igazat mond, a hazugok varosaban a lakosok
70%-a hazudik. Mi nem tudjuk, hogy melyik varosban vagyunk, egyforma eséllyel
vagyunk mindkettében. Megkérdeztiink egy embert, és az azt mondja, hogy ez a
hazugok varosa. Mennyi a valdszintisége annak, hogy ez az ember hazudik?
Megoldads: Fogalmazzuk meg formaélisan a kérdést és az informacidinkat. Jelolja A
azt az eseményt, hogy az igazak vdrosaban vagyunk, és B azt az eseményt, hogy
a megkérdezett ember hazudik. Ekkor P(BJA) = 0.29, P(B|A) = 0.7, P(A4) = 1.
Az az esemény, hogy a megkérdezett ember azt mondja, hogy a hazugok véroséban
vagyunk azt jelenti, hogy az D = (AN B)U (AN B) esemény kovetkezett be. (Vagy
az igazak varosaban vagyunk, és emberiink hazudott, vagy a hazugok varosaban, és

P(BND

emberiink igazat mondott.) Minket a P(B|D) = ﬁ
értéke érdekel. BN D = AN B, ahonnan P(BN D) = P(ANB)= P(A)P(BJA) =
1

5-0-29. Hasonléan, P(D) = F(ANB)+P(ANB) = P(A)P(B|A)+ P(A)F(B|A) =

1
—(0.29 + 0.3), ahonnan
2

feltételes valdszintiség

1

F(BID) = 15505 = 33
5(0.29+0.3) 59

(A megoldas ismertetésében egy X halmaz komplementerét X-szel jeloltiik.)

. Ot ember kozott, akiknek a neve F1,...,E5 véletleniil kiosztunk 100 forintot
ugy, hogy minden kialakul6 vagyoni helyzet egyforman valészinii. (Mindenki egész
szamu forintot kap.) Mennyi a valésziniisége annak az eseménynek, hogy E1 leg-
alabb 1 forintot, E2 legaldbb két forintot ... és E5 legalabb 5 forintot kap?
Megoldas: A feladat 1ényegét tekintve kombinatorikus jellegii. Mivel minden szét-
osztds egyforma valdszinii azt a tortet kell kiszamolnunk, melynek nevezdjében
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az 0sszes olyan pénzelosztds szama van, ahol E1 legalabb 1 forintot, E2 legalabb
két forintot ... és E5 legalabb 5 forintot kap, mig a nevez6 az Osszes lehetséges
pénzelosztasok szamat tartalmazza. A nevezd kiszamoldsa érdekében tekintsiik azo-
kat az (eq, ea, ..., es5) szamotosoket, melynek elsé tagja E'1 vagyona, mésodik tagja
E1 és E2 egylittes vagyona, ... otodik tagja E1, Fs, ... és E5 egylittes vagyona.
Ekkor a lehetséges (e, ea,...,e5) sorozatok megegyeznek azon (nem feltétleniil
szigoriian) névekvo egész szamokbdl all6 6t tagi szamsorozatok szamaval, melynek
els6 tagja nem negativ (de lehet nulla is), és az utolsé tagja 100. Az ilyen sorozatok
szama megegyezik a nevezével. Ezek szamat viszont konnyen ki tudjuk szamolni,
ha helyettiik az (e; + 1,e2 + 2,...,e5 + 5) sorozatok szamat tekintjiik, ami meg-
egyezik azon 0t tagu pozitiv egész szamokbdl allé szigorian novekvo szamsorozatok

4
szamaval, melynek utolsé tagja 105. Az ilyen sorozatok szama 1) A szamlalot

hasonléan szdmolhatjuk ki, csak most az (e, ea —1,...,e5 —(1+2+43+4)) soroza-
tokat tekintjiik, ami megegyezik az 0t tagi pozitiv egész szamokbdl 4ll6 szigorian
monoton novekvé sorozatok szamaval, melynek legnagyobb tagja 90. (Ha E1
vagyonabol elveszek 1 forintot, E2 vagyonabdl 2 forintot, ... E5 vagyonabdl 5
forintot, akkor a nevezo kiszamitasanal szerepl6 feladathoz hasonld feladat jelenik
meg azzal a kiilonbséggel, hogy most a szétosztott vagyon 85 forint. Ezért ezen
(%)

(')

. Van egy urnank abban 20 piros és 30 fehér golyénk. Huzzunk ki 10 golydt vissza-
tevés nélkil. Szamoljuk Gssze, hogy az els6 és masodik, a harmadik és negyedik, az
otodik és hatodik, a hetedik és nyolcadik illetve a kilencedik é tizedik huzasokbol
allé 6t huzasparbdl hany olyan van, amelyiknek mind a két tagja piros. Szamoljuk
ki ennak varhato értékét és szorasnégyzetét.

Megoldas: Jelolje n;, 1 < j < 5, azt a valdszinfiségi valtozdét, mely akkor 1, ha a
2j — 1-ik és 2j-ik htzas koziil mind a kettd piros, és nulla egyébként. Vegyiik
észre, hogy ekkor az S = n; + --- + 15 valdszinliségi véltozé varhatd értékét
és szordsnégyzetét kell kiszdmolnunk. Tovabba En; = FEn, Varn; = Varmn,
Cov (nj,mx) = Cov (n1,m2), ha j # k. Ugynanis akdrmelyik [ hiuzds eredményét
nézziik, annak valdszinlisége, hogy ezek mindegyike piros megegyezik annak va-
l6szinliségével, hogy az elsé | huzas eredménye piros, és ha felirjuk a vizsgalt
varhaté értékek és kovariancidk értékeit, innen kovetkezik az allitas. Ezért En; =

90
sorozatok szama < 1) és a keresett valdszintiség
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