A januar 29-i el6adashoz kapcsolédé gyakorlat feladatai
Feladatok:

1. Egy pénzdarabot feldobunk kétszer. Mi annak a valdsziniisége, hogy pontosan egy
fejdobas lesz? Mi annak a valdszintisége, hogy legalabb egy fejdobas lesz?
Megoldds: A dobésok lehetséges kimenete, (F,F), (F,I), (I,F) és (I,I). Ezen
lehetséges kimenetelek mindegyikének a valdszintisége i. Ezért annak a valdszinii-
sége, hogy pontosan egy fejdobés, azaz az (F, I) vagy (I, F') dobéssorozat kovetkezik
be % Annak a valdszintisége, hogy legalabb egy fejdobés, azaz az (F, F), (F, I) vagy
(I, F) dobassorozatok eredménye kivetkezik be, 3.

2. Feldobunk két szabalyos dobdkockat. Mi annak a valdszintisége, hogy a dobéasered-
mények Osszege pontosan 9 illetve pontosan 107 Hany kiillonb6z6 médon fordulhat
elo, hogy a dobasok osszege 9 és hany kiillonb6z6 mdédon lehet a dobasok osszege
107
Megoldas: A dobésok Gsszegének eredménye akkor 9, ha a (3,6), (4,5), (5,4) vagy
(6,3) dobésparok valamelyike kovetkezik be. Ezen dobdssorozatok mindegyikének
valészintisége %, ezért % = % annak a valdszintisége, hogy az 6sszeg pontosan 9.
Hasonlban, az 6sszeg akkor 10, ha a (4,6), (5,5) vagy (6,4) dobasparok valame-
lyike jelenik meg, és ennek a valdszinlisége % = % Jegyezziik meg, hogy a fenti
targyalasban az egyes kimenetelek felsoroldasdban nemcsak azt vettiik figyelembe,
hogy milyen dobédseredmények jelentek meg, hanem azt is, hogy melyik kockan
jelentek meg ezek a dobaseredmények. Miért?

Hadzi feladat:

Harom szabalyos dobdkockat feldobunk. Mi annak a valészintisége, hogy harom
hatos lesz a dobasok eredménye? Annak, hogy két hatos és egy 6t6s? Annak, hogy
egy egyes egy kettes és egy harmas?

3. Egy szabalyos pénzdarabot feldobunk 10 000 alkalommal. Mi annak a valészinii-
sége, hogy pontosan 5000 fej és 5000 iras dobas lesz? Adjunk a kapott valészintiségre
jo kozelité becslést a Stirling formula segitségével.

Megjegyzés: A Stirling formula az n! kifejezésre ad jo becslést nagy pozitiv egész
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. Egy pénzdarabot feldobunnk 10-szer egymas utan. Jelolje A; azt az eseményt,
(halmazt) hogy a j-ik dobds eredménye fej, 1 < j < 10. Hogyan értelmezhetjiik
az A; eseményt mint halmazt? Fejezziik ki az A; események segitségével, unio,
metszet és halmaz komplementerképzés miiveletét hasznalva azt a B eseményt,
hogy legalabb harom fejdobés tortént. Fejezziik ki a fenti eseményt tgy is, hogy
csak diszjunkt halmazok uniéjat tekintjiik.

~ 0.008.

(Beszéljiik meg roviden az utolsé formula kapcsolatdt a més matematikai tantargy-
ban mar tanult logikai formak konjunktiv norméalformjéval.)

Megoldds: Az az esemény, hogy a ji-ik, ja-ik és js-ik dobds eredménye fej, A; N
Aj, N Ajs. Az, hogy legaldbb hdrom fejdobas tortént, azt jelenti, hogy léteznek
ilyen 1 < 71 < jo < j3 indexek. Ezért a kifejezendé B esemény

B= U Aj N A, N Ajs.
Ji,J2, 73
1<51<j2<j3<10
Az uniéban szerepl6 kifejezések nem diszjunktak. De atirhatjuk a kivant forméan,
ha tugy irjuk fel a keresett eseményt, hogy bizonyos 1 < j; < jo < -+ < js indexek-
re, s > 3, a dobas eredménye fej, a tobbi dobas eredménye iras. Ezért

10
B=J U Aj MAj, NN Ajs N N A,
5=3 J1:J2,--0s le{1,---,10}\{4j1,---»js }

1<51<j2<+js <10

ahol A jeloli az A esemény (halmaz) komplementerét.
Hazi feladat:

Definidljunk olyan valésziniiségi mezot, melyben lehet vizsgédlni egy szabdlyos do-
bokocka 0t egyméasutani dobasanak az eredményét.

. Egy pénzdarabot feldobunnk végtelen sokszor egymads utén. Jelolje A; azt az
eseményt, (halmazt) hogy a j-ik dobds eredménye fej, 1 < j < oo. Fejezziik ki az
Aj események segitségével, unié, metszet és halmaz komplementerképzés miiveletét
hasznalva azt a D eseményt, hogy legalabb hogy az elsé n dobasban tortént fejdoba-
sok szamanak limesz szuperiora nagyobb vagy egyenlé mint %, ha n — oo. Fejezziik
ki ezt az eseményt az A; események segitségével gy is, hogy csak megszamlalhaté
sok halmaz metszetét és unidjat szabad venniink. Beszéljiik meg, hogy ez a fela-
dat kapcsolatban van a kovetkez6 kérdéssel: Ha az A, események, (tehat azok az
események, hogy egy végtelen pénzdobds egyes eredményei fej dobasok) benne van-
nak valamely (€2, 4, P) valésziniiségi mez6 A o-algebrajéban, akkor az az esemény,
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hogy a dobasszamok limesz superiora nagyobb vagy egyenlé mint — szintén benne

van az A o-algebrdban, tehat van értelme ezen esemény valdsziniiségérol beszélni.

Megoldds: Jeldlje C(k,n), 0 < k < n, azt az eseményt, hogy az elsé n dobasban
legalabb k fejdobas tortént. Ekkor

C(k,n) = U Aj, N A;, N Ajy.
j17j27"‘ 7jk
1<j1<ge<--<gr<n
Tekintsiink egy 0 << «a < 1 szdmot, és definidljuk azokat a D(n,a), n =1,2,..., és
D(«) eseményeket, amelyek azt jelolik, hogy rogzitett n szdmra van olyan, N > n
szam melyre az elsé N dobasban legaldbb [aNV] fejdobds tortént, illetve akarmilyen
nagy n szamra létezik olyan N > n szdm, melyre legalabb Na fejdobés tortént.
Itt [z] az = szdm egész részét jeloli, azaz a legnagyobb az x szdmndl kisebb egész
szamot. Ekkor

G C([aN], N
= ﬁDna
n=1

Az az esemény, hogy a limesz szuperior nagyobb vagy egyenlé mint a 3 szam

2
megegyezik azzal az eseménnyel, hogy a D(«) esemény bekdvetkezik minden o < =

3
D= () D(«)

2
a<jg

szdmra. Hzért

Az utolsé kifejezésben kontinum sok (egymaésba skatulydzott) esemény metszetét

[\

vettiik. Viszont ugyanezt a D eseményt kapjuk, ha csak o = 37 n > 2 alaku
n
halmazokra vessziik a metszetet. Ezért

D- m (2-1).

és ez a kivant tulajdonsagu el6allitasa a D halmaznak.

De Méré lovag problémdja:

Az utolso két probléma torténetileg érdekes. Ezekkel a kérdésekkel fordult de Méré lovag
Pascalhoz. Sokan e feladat megoldasatol, illetve Pascalnak és Fermat-nak e probléma
megoldasarol szold levelezésétol szamitjak a valdszinliségszamitas megsziiletését.

a.) Ha egy kockét 4-szer feldobunk, akkor mi annak a valdsziniisége, hogy legaldbb egy

hatos dobas lesz? Ha két kockat 24-szer feldobunk, mi annak a valészintisége, hogy
legalabb egy dupla hatos lesz.



b.)

(De Méré lovag arra csodalkozott ré, hogy az elsé valdszintiség %—nél kicsit nagyobb,
a masodik valésziniiség pedig %—nél kicsit kisebb.)

Két jatékos egy igazsagos jatékot jatszik, melynek mindegyik forduldjaban az egyes
jatékosok % valoszinliséggel nyernek, illetve veszitenek. Megallapodnak, hogy az a
jatékos nyeri el a tétet, aki el0szor ér el hat nyerést. A jatékot félbe kell szakitaniuk
akkor, amikor az egyikiiknek harom a masikuknak pedig 6t nyerése volt. Hogyan
kell igazsagosan osztozkodniuk?

Megoldas:

a.)

Annak a valészintisége, hogy egy dobds eredménye nem hatos g, annak pedig, hogy

4 egymas utani dobasban nem jelenik meg a hatos (5)4. Annak a valészintisége,

6
hogy négy dobasban megjelenik egy hatos P, = 1 — (%)4. Hasonléan, annak a
valoszinlisége, hogy két kocka dobasaban nem jelenik meg a dupla hatos %, annak

. . . . 24  4m
a valdszinlisége, hogy ez 24 dobasban nem jelenik meg (g—g) . Annak a valészini-

sége, hogy 24 dobasban megjelenik egy dupla hatos P, =1 — (%)24.

Erdemes megérteni, hogy a P; és P, valésziniiségek miért vannak olyan kozel
egyméashoz. Vezessiik be az a, = (1— %)n, n = 1,2,..., szamokat. Ekkor
1

1-P = a?)-/?’, 1-P, = a§é3. Viszont tanultuk az analizisben, hogy lim a, =e™ ",
n—oo

e =2.71.... Tovabba ez az a,, sorozat elég gyorsan tart a hatarértékéhez, ezért az
ag ~ e~ és asg ~ e ! elég jé kozelités. Ezért mind a P; mind a P, valészintiség jél
kozelithets az 1 — e~2/3 szdmmal. Tovabb4 ismeretes, hogy az a,, sorozat monoton
né, és innen adédik, hogy P; > P,. Torténetesen az 1 — e~ 2/3 szam kozel van
%—hez, és a P és P, valoszintiségek ezt a szamot kozrefogjak. A P; szam értéke

23
T4+ Z ~ 05177

Tekintsiik azt az altalanosabb problémat, amikor n nyerés kell a tét megszerzéséhez,
és az elsO jatékos k a masodik pedig [ alkalommal nyert. Tekintsiik a kovetkezo
m—k)+(n—1)—1=2n—k—1—1 fordulét. A természetes osztozkodasi elv a
kovetkezo: Ha az els6 jatékos p; a masodik jatékos pedig po = 1—p; valdszintiséggel

nyer, akkor a természetes osztozkodasi arany bv_ P
P2 I—pm

Szamoljuk ki a py

val6szintliséget.
Az els6 jatékos akkor és csak akkor nyerné el a tétet, ha ezekben a forduldkban
legalabb n — k alkalommal nyer. Ennek valdszintisége

2n—k—I1—-1
P — ok+l+1-2n Z (Qn —k—1- 1).

j=n—~k J

1 7
Jelen esetben k = 3, [ = 5, n = 6, ezért az elsO jatékos —, a mdsodik jatékos —

valdszintiséggel nyeri el a tétet. Az igazsagos tehat az 1 : 7 ardnyud osztozkodas.



