A februar 5-i el6adashoz kapcsol6do gyakorlat feladatai.

Feladatok:

1 2
1. Egy pénzdarabot, mely 3 valoszinliséggel esik a fej és 3 valoszinliséggel az iras

oldalara feldobunk (egymastdl fliggetleniil) 10-szer egymads utdn. Adjunk erre
valészintiségi modellt.

Megoldds: Legyen w egy elemi esemény egy 10 hosszisagu fej-irds sorozat. Te-
kintsiik az Osszes ilyen sorozatbdl allé halmazt, ez legyen (2, a biztos esemény.
Legyenek a A o-algebra elemei az 2 halmaz részhalmazai. (Az Osszes lehetséges
részhalmazt tekintjiik.) Definidlnunk kell még egy A € A halmaz (esemény) va-
16szinliségét P(A) is. Ezt a kovetkezd médon tesszik: P(A) = > P({w}), és

weA
I\NF 79\ 10-F
P{w}) = (5) . (5) , ha az w elemi esemény olyan sorozat, amelyik k fej és
10—k irasjelbél 4ll. (Ugyanis minden fej-dobés esetén % és minden iras-dobéas esetén

g—dal, a fej, illetve frasdobds valésziniiségével kell megszorozni a valdszintiséget.)
2. Egy urndban 20 piros és 30 fehér goly6 van. Kihuzunk 25 golyét

a.) visszatevéssel,

b.) visszatevés nélkiil.

Adjunk erre valdszintiségi modellt mind a két esetben.

Megoldds: Az el6z6 feladat megoldasdhoz hasonlé konstrukeiot adhatunk. Legyenek

az w elemi események a 25 hosszisidgi P, F (piros, fehér) jelekbél &ll6 soroza-

tok, az €2 biztos esemény az Osszes ilyen sorozatbol all6 halmaz, A az ) Gsszes

részhalmazabdl all6 o-algebra, P(A) = > P({w}), minden A € A halmazra, és
w€eA

definidlnunk kell még a P({w}) valdszintliségeket. Eddig a pontig az a.) és b.)

esetet kielégité konstrukcié nem kiilonbozott. A kiilonbség az lesz, hogy a két

esetben masképp fogjuk definidlni a P({w}) valésziniiségeket. Az a.) esetben,

amikor visszatevéssel hiizzuk ki a golyokat, egy olyan w valdsziniisége, amelyik k
3

2\ 25—k 20
P és 25 — k F' jelet tartalmaz (5) (S) , mert minden piros huzasnak =0 és

minden fehar huzasnak =0 a val6sziniisége, (a hizés el6tt az urnaban levé piros

illetve fehér golydk szdma osztva az urnaban levs golydk szamaval.) A b.) eseben,
amikor visszatevés nélkiil hizzuk a golydkat, egy olyan w valdszintisége, amelyik &
20-19---(20—k+1)-30-29--- (30— (26— k) + 1
P és 25—k F jelet tartalmaz ( +1) ( ( )+ 1) .
50-49---26
. T B ()
Ugyanis egy el6irt hizéssorozat valoszintisége [[ —————
j=1 50 — J —+ 1
ik hiizds utan az urnaban maradt piros golydk szama, ha a j-ik huzas piros, és a
j — 1-ik htzéas utan az urnaban maradt fehér golyok szama, ha a j-ik huzéas fehér.

, ahol I(j) az a j — 1-
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Gondoljuk meg, hogy ez a kifejezés megegyezik a megadott formulaval, ha k fehér
és 25 — k piros huzas tortént.

Hazi feladat:

Egy szabalyos dobdkockat feldobunk 10-szer egymés utan. Adjunk erre valészinii-
ségi modellt.

. Egy urnaban 20 piros és 30 fehér golyé van. Kihtzunk 25 golyét visszatevéssel. Mi
annak a valdszintisége annak, hogy az els6 hiuzas eredménye piros. Annak, hogy
az elsO huzas eredménye piros és a masodiké fehér? Annak, hogy az 6todik hizas
eredménye piros? Annak, hogy az 6todik huzas eredménye piros és a tizenhatodik
htzas eredménye fehér?

2
- t 50
5 mer

goly6bol huzzuk ki a 20 piros golyé valamelyikét, és minden golyét egyforma
valészintiséggel huzunk ki. Annak a valdszinlisége, hogy az elsé huzéas piros, a
2 3 6
masodik fehér, — - — = —, mert el6szor 50 golyd koziil valasztjuk ki a hisz piros

Megoldas: Annak a valdsziniisége, hogy az elsé huzas piros — =

goly6 valamelyikét majd 50 golyé valamelyikébdl a 30 fehér goly6 valamelyikét,
és minden huzas egyforma valészinti. Hasonléan annak valészintisége, hogy az 5.
htzasban piros golyét htuzunk ki %, és annak valészinlisége, hogy az 5. huzas soran
piros és a 16. hizas soran fehér golyét hizunk £ % = 2%)

Jegyezziik meg, hogy a kovetkezo feladat megoldasa egy olyan érvet tartalmaz, ame-
lyik ebben az esetben is alkalmazhatd, és megmutatja, hogy annak valdszintisége,
hogy az 5. htzas piros és a 16. huzdas fehér megegyezik annak valdszintiségével,
hogy az els6 hizés piros és a masodik huzas fehér. Erdemes ezeket az érveléseket
mégegyszer végiggondolni azutan, hogy megtargyaltuk a valészinliségi mez6 pontos
definiciéjat.

. Egy urnaban 20 piros és 30 fehér goly6 van. Kihtizunk 25 golyot visszatevés nélkiil.
Mi annak a valészinlisége annak, hogy az els6é hiizas eredménye piros? Annak, hogy
az elsé huzéas eredménye piros és a masodiké fehér? Annak, hogy az 6todik huzas
eredménye fehér? Annak, hogy az 6todik hiuzas eredménye piros és a tizenhatodik
huzas eredménye fehér?

20 2
Megoldds: Annak a valészintisége, hogy az els6 hizéas piros 0B mert 50

goly6bdl huzzuk ki a 20 piros golyd valamelyikét, és minden goly6t egyforma valo-

szinliséggel hizunk ki. Annak a valészintisége, hogy az els6 hizas piros, a masodik
2 30 60

fehér, =10 = 245 mert el6szor 50 golyd koziil valasztjuk ki a hisz piros goly6

valamelyikét, majd 49 golyé valamelyikébdl a 30 fehér golyd valamelyikét, és min-

den huzas egyforma valészinli. Belatjuk, hogy annak valészintisége, hogy a 16.

hizéasban piros goly6t hizunk ki, megegyezik annak a valdszintliségével, hogy az
els6 huzas piros, azaz ez —. Tovabb4a annak a valdszintisége, hogy az 5. huzas soran

piros és a 16. huzas soran fehér goly6t hizunk megegyezik annak a valészintiségével,

2



hogy az els6 hiizas eredménye fehér, a masodik hizas eredménye piros. Ezért ez a
2 30 60

valoszinliség is AT

Tekintsiik ugyanis az 6sszes 25 hosszisagu huzéassorozatot. Ekkor annak valészinii-
sége, hogy az 5. huzas eredménye piros a 16. huzas eredménye fehér megegyezik
az Osszes olyan 25 hosszisagu hizédssorozat valészintiségének az osszegével, melyek
5. helyén piros és a 16. helyén fehér jegy all. Hasonldéan szamithaté ki annak a
valoszinlisége, hogy az els6 hizas piros és a masodik hizas eredménye fehér, azzal a
kiilonbséggel, hogy az 5. hely helyett az els6 és a 16. hely helyett a masodik helyet
kell tekinteni. Be fogjuk latni, hogy ugyanaz a képlet fejezi ki ezt a két kiilonb6z6
valészintliséget, erért ezek a valdszintiségek megegyeznek.

Vegyiik észre, hogy annak valdsziniisége, hogy egy el6irt konkrét 25 hosszisagu
sorozat jelenik meg csak attdl fligg, hogy a sorozat hany piros és hany fehér golyét
tartalmaz, de nem fiigg a fehér és piros huzasok sorrendjétol. Valéban, ha egy

huzassorozat k piros és 25 — k fehér golyot tartalmaz, akkor ennek valdszintisége
Pk) = 20-19---(20—k+1)-30-29---(30 — (25 — k) + 1)

Ugyanis egy eloirt

70492
huzassorozat valoszintisége [] (—J,), ahol [(j) az a j — 1-ik hizds utdn az
j=1 50 — ] + 1

urnaban maradt piros golyok szama, ha a j-ik hiizas piros, és a 7 — 1-ik htizas utan
az urnaban maradt fehér golyok szama, ha a j-ik hiuzas fehér. Gondoljuk meg,
hogy ez a kifejezés megegyezik a megadott formulaval.

Jelolje A(k;5,16) az olyan 25 hosszisagu sorozatok szamat, melyek k piros és 25 —

k fehér jelet tartalmaznak, és az 5. helyen piros a 16. helyen pedig fehér jel

all. Jelolje tovabba A(k;1,2) az olyan 25 hosszisdgu sorozatok szamat, melyek

k piros és 25 — k fehér jelet tartalmaznak, az 1. helyen piros a 2. helyen pedig

fehér jel all. Ekkor a két dsszehasonlitand6 valészintiség > A(k;5,16)P(k) illetve
k

> A(k;1,2)P(k). Ezért annak érdekében, hogy megmutassuk a kivant azonossédg

k

teljesiilését elegend6 belatni azt, hogy A(k;5,16) = A(k;1,2) minden k szamra.
23

Viszont nem nehéz beldtni, hogy A(k;5,16) = A(k;1,2) = k1

két esetben 23 eléirt helyre kell irni k& — 1 piros és 25 — (k + 1) fehér golydt.

, mert mind a

. Egy urnaban 20 piros és 30 fehér goly6é van. Kihtzunk 25 golyot egymdés utan
gy, hogy miutan egy golyot kihtuztunk, azt visszadobjuk és vele egyiitt bedobunk
két ugyanolyan szinli goly6t. Mutassuk meg, hogy annak a valdészinlisége, hogy az
otodik huzas piros és a tizenhatodik hiizas fehér megegyezik annak a valészintiségé-
vel, hogy az els6 hiizéas eredménye piros és a masodiké fehér. Ennek az észrevételnek
a segitségével szamitsuk ki annak valdszintiségét, hogy az o6todik huzas piros és a
tizenhatodik htzas fehér.

Megoldas: Hasonldéan érvelhetiink mint az el6z6 feladatban. Annak a valdszintisége,
hogy a 25 hosszu huzassorozat eredményeként egy eldirt piros fehér huzassorozat
jelenik meg, csak a sorozatban megjelené piros és fehér golyok szamatdl fiigg, de
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nem fiigg azok sorrendjétél. Valéban, hasonléan az el6zo feladat érveléséhez kapjuk,
hogy egy olyan huzassorozat valdsziniisége, amelyik k£ piros és 25 — k fehér golydt
tartalmaz

k—1 25—k
IT(20+2;) TT (30+20)
p _ 7=0 =0
() 50-49..-26

Tovéabba, ha A(k;5,16) jeloli azon 25 hosszi hizassorozatok szamat, melyben k
piros, 25 fehér goly6t huzunk, az 5. huzéds piros és a 16. hizas fehér, és A(k;1,2)
jeloli azon 25 hosszi huzéassorozatok szamét, melyben k piros, 25 fehér golyot
hizunk, az 1. hizds piros és a 2. huzés fehér, akkor mint lattuk A(k;5,16) =
A(k;1,2) minden k szamra. Ezenkiviil, a két dsszehasonlitandé valészintiség

24 24
> P(k)A(k;5,16) illetve »  P(k)A(k;1,2)
k=1 k=1

alakban frhato6 fel, ahonnan lathatd, hogy azok megegyeznek.

20
A fentiek alapjan a keresett valdszintliség =0 52 alakban irhaté fel, mert ez annak
a valészintisége, hogy az elsé hizas piros, a masodik hizas pedig fehér.

Hadzi feladat:

Egy urnaban 10 fehér és 10 piros golyé van. Kihizunk 15 golyét tgy, hogy amikor
kihtzunk egy golyét azt visszadobjuk, és vele egylitt az urnaba dobunk harom
ugyanolyan szinli golyét. Mi annak a valdszinlisége, hogy a negyedik, 6todik és
tizenkettedik hiizas mindegyike piros?

. Két ember 8 és 9 6ra kozott megjelenik egy téren egymastol fliggetleniil és egyenletes
eloszlasal. Mind a ketto félérat var a masikra, és ha az addig nem jon, akkor
hazamegy. Mi a valészinlisége annak, hogy talalkoznak?

Megoldas: Tekintsiik az egységnégyzetet, és valasszuk azt a véletlen pontot az
egységnégyzeten, melynek x koordinatdja megadja, hogy az els6 ember az y ko-
ordinataja pedig megadja, hogy a masodik ember ember mikor érkezett. Ekkor az
igy definialt pont egyenletes eloszlasu az egységnégyzeten, azaz annak valdoszintisé-
ge, hogy ez a pont az egységnégyzet egy (szép) részhalmazaba esik megegyezik e
halmaz teriiletével. Az, hogy a két ember taldlkozik azt az eseményt jelenti, hogy
az igy definidlt (x,y) pont az egységnégyzet

A:{(Ly): —%Sy—xé%}ﬂ[@,l] x [0, 1]

1
részhalmazéaba esik. Ennek a halmaznak a tertilete 1 — 2 - 3= %, és ez a keresett

val6szintliség.



7. Két egy méter hosszi botot véletlenszertien, (egymastdl fiiggetlentil) egyenletes
eloszlassal eltoriink. A két rovidebb darabot Osszeragasztjuk. Mi annak a valészi-
niisége, hogy az igy kapott 1j bot hossza kisebb mint 0.8 méter?

Megoldas: Ez a feladat is hasonlé médon targyalhato. Tekintsiik az egységnégyze-
tet, és valasszuk azt a véletlen pontot az egységnégyzeten, melynek x koordinataja
megadja, hogy hol tortiik el az els6 botot az y koordinataja pedig azt, hogy hol
tortiikk el a mésodik botot. Ekkor az igy definidlt pont egyenletes eloszlasu az
egységnégyzeten. Az az esemény, hogy az Osszeragasztott bot hossza kisebb mint
0.8 megegyezik annak az eseménynek a valdszinliségével, hogy az (x,y) pont a
kovetkez6 Ay, Ay, Az és Ay halmazok A; U As U A3 U Ay unidjaba esik: Ay =
{(z,y): x+y <08}NJ[0,1] x [0,1], A2 = {(x,y): v+ (1 —y) < 0.8} N[0, 1] x [0, 1],
As = {(z,y): 1 —x+y <08} N[0,1] x [0,1] és Ay = {(z,y): 1 —z+1—-y <
0.8} N [0,1] x [0,1]. Rajzoljuk le ezeket a halmazokat. Az dbra mutatja, hogy az
A1 UAsU A3 U Ay halmaz komplementere az a négyzet melynek csicsai a (0.3, 0.5),
(0.5, 0,3), (0.7, 0.5), és (0.5, 0.7) pontok. Ennek a négyzetnek a teriilete, 0.08 tehat
a minket érdekl6 valdszintiség 1 — 0.08 = 0.92.

8. Egy szabdlyos pénzdarab végtelen dobédssorozatat leirja egy (€2, A, P) valészintliségi
mez6. Az A o-algebra tartalmazza az A; eseményeket, melyek azt jelolik, hogy
a j-ik dobas fej, 1 < j < oo. Lassuk be, hogy az a B esemény, hogy az els6 n
dobésban levé fejdobasok szamanak a(n) relativ gyakorisdgdnak létezik limesze,

1 ,
ha n — oo, és az 3 benne van az A o-algebrban.

Megoldas: Lassuk be el6szor, hogy minden n = 1,2. .., pozitiv egész szamra és ¢ >
0 szamra azon C(n,e) esemény, hogy a fej-dobdsok szamanak relativ gyakorisdga
a 3~ g, 3 —I—E] intervallumba esik minden N > n szamra benne van az A o-

algebraban. Valéban,

wm:ﬁ< U

N=n \N(3-¢)<I<N(z+e)

U (Aj, N---NA;)N N A, )eA.

{1,irc{1,...,N} s€{l,....NY\{j1,..-,J1 }

Ezutan lathatjuk, hogy minden ¢ > 0 szadmra az a C(¢) esemény, hogy létezik
1
olyan n index, melyre a fej-dobasok szdméanak relativ gyakorisdga a {— —&, -+ 5]

2 2
intervallumba esik minden N > n szamra benne van az A o-algebraban. Ugyanis,

Cle)=|JCne) e A
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Ezért a minket érdeklé C' eseményre kapjuk felhasznalva a fenti 6sszefiiggést minden

1
€= z szamra, k = 1,2,..., hogy a minket érdekl6 B eseményre

oo 1
B = | |C’ —
(k) c .A,
k=1
amint allitottuk.

. Egy szabalyos érmét feldobunk egymas utan egészen addig, amig masodszor meg-
jelenik egy fej. Azutan a dobassorozatot abbahagyjuk. Mi annak a valdszintisége,
hogy az utolséelotti dobas eredménye fej?

Megoldas: Az esemény, amelyiknek a valdszinliségét ki akarjuk szamolni, a ko-
vetkez6 modon is jellemezheto: Eloszor k darab irdasdobas torténik valamely k& =

0,1,2,..., szammal, majd utdna két fejiidobas kovetkezik be. Ennek valdszintisége
i 1\* 1 1_15’:1 2 1
2 2 2 442k 4 2
k=0 k=0
Hazi feladat:

Egy szabalyos érmét feldobunk egymaés utan egészen addig, amig masodszor meg-
jelenik egy fej. Azutan a dobassorozatot abbahagyjuk. Mi annak a valdszintisége,
hogy legaldbb harom dobést végziink, és az utolsét kettével megel6z6 dobas ered-
ménye fej?



