A februar 26-i eléadashoz kapcsolédé gyakorlat feladatai.
Feladatok:

Lattuk, hogyan lehet egyszertien kiszamitani a A; U --- U A, alaki események
valészinliségét, ha az A;, 1 < j < n, események fliggetlenek. Ezek a szdmoldsok
természetesen kihasznaltak a tekintett események fiiggetlenségét. A kovetkezOben azt
targyaljuk meg, hogy amennyiben nincs feltétlentil fiiggetlenség a tekintett események
kozott, de ki tudjuk szdmolni az Aj;, N---N A, alakd események valdszintiségét, akkor
egy ugynevezett szita formula segitségével ki tudjuk szamitani az A;U- - -UA,, események
valoszinliségét is. Tovabba megmutatjuk, hogy ez lehetové teszi érdekes feladatok
megoldasat. A kovetkezo feladatot fogjuk targyalni:

1. Egy estélyen megjelenik n hézaspar. Egy tancmester, aki nem tudja, hogy kik
hazastarsak és kik nem véletlen médon parba rendezi a férfiakat és noket a tanc
elott. Mi a valdsziniisége annak, hogy egyetlen hazaspar sem tancol egyttt? Mi
ennek a valészinliségnek a hatarértéke, ha n — oo?

Megoldds: Definidljuk a kovetkezdé A; eseményeket:
A; = a j-ik hazaspar egiitt tancol, 1 <j < n.

Ekkor minket a P(A;U---UA,) =1— P(A U---UA,) valésziniliség érdekel.
—k)!

Vegyiik észre, hogy a P(A;, N---NA,,) = M

n!

az Osszes lehetséges parbaallitasok szama n!, mig az olyan parbaallitdsok szama,

melyben a ji-ik, jo-ik, ..., jr-ik hézaspédr egy parba keriil (n — k)!. Tovabba

érvényes a kovetkez6 az irodalomban szita-formuldanak nevezett eredmény, melyet

kiilon fogunk targyalni.

azonossag igaz. Ugyanis

Szita formula. Legyenek Ay, ..., A, tetszbleges események egy (2, A, P) valdsziniiségi
mezon. Ekkor

P(Alu"‘UAn)251_52+53—--~+(—1)”+1Sn,

ahol
Se= Y,  P(A;n---NA4;).

1<j1 < <gr<n

A szita-formula segitségével kapjuk, hogy n hézaspar esetében

_(n\(n—k)! 1
Sk_(k) nl kU

Innen adédik, hogy a minket érdeklé valdszintiség n hazaspar esetén

P(AyU---UA,)=1-P(AU---UA,)

n . (_1)k
—1-8+8s++(=1) SnzzT,

k=0



és ezért

PA, U UA,)

. Bizonyitsuk be a szita formulat.

Megoldds: Adva egy A esemény vezessiik be az A® jelolést, ahol ¢ = £1, ¢ = 1
estében Al = A, e = —1 esetében A1 = Q\ A = A. Definidljuk tetsz6leges ry = 1
vagy r¢ = —1, s = 1,...,n szadmokra az

A(ry,...,mp)=A"N---NA™
eseményeket. Vegyiik észre, hogy

A1U"'UAn: U A(T17~~~7rn>7

(P1yeeesmn) s (P1ye0yrn)F#(—1,...,—1)

és tetszdleges A;, N---NA; , 1 <51 <jo <---<js <n alaki halmazra

A N-NAj, = U Alre, ... ).

(r1yeesrn) : 75, =1, 1<u<s

Tovabbé az A(rq,...,r,) események kiillénbozé (rq,...,r,) paraméterek esetében
diszjunktak. Ezért

P(AjU---UA,) = Z P(A(r1,...,m0)),

(P1yeesrn) s (P1ye0yrn)F#(—1,...,—1)

és tetszdleges A;, N---N A, alakid halmazra

P(A;,N---NAj)= > P(A(r1,...,m)).

(r1yeesrn): T, =1, 1<u<s

Ilyen médon a az A(rq,...,r,) halmazok P(A(rq,...,r,)) valésziniiségeinek a li-
nearis kombindacidjaként fejezheto ki a szita-formula két oldalan szereplo kifejezés.
Azt kell belatni, hogy a P(A(r1,...,7r,)) szam a szitaformula két oldaldn szerepld
kifejezésben ugyanazzal az egytitthatoval szerepel. Az azonossag baloldalan ez

az egyutthaté 1, ha {ry,...,r,} # {-1,...,—1}, és nulla, ha {ry,...,r,} =

{-1,...,—1}. Haaz (r1,...,rs) halmaz [ darab 1 és n—[ darab —1 jegyet tartalmaz,
l l l

akkor ennek valészinlisége a szitaformula jobboldalan ezt (1) — (2> +-- 4t (l) =

l
ST (—1)kFE (k’) egyiitthatoval szerepel. Ugyanis az Sy Osszegben ez a kifejezés
k=1

[
(k) egylutthatoval szerepel. Miért?



! l L l
Innen a vizsgalt egyiitthaté > (—1)F*+1 (k) =1-Y (-1)* <k> =1-(1-1)* =1,

ha az A(r1,...,7,) halmaz rq,...,7, indexei kézott [ # 0 l-es van. A maradék
esetben pedig az egyiitthaté nulla. Ez azt jelenti, hogy a szita formula két oldal]dn
szereplo egyiithatok megegyeznek.

Tanulsagos lehet a szita formula egy masik, egyszeriibb bizonyitasat is megérteni,
melynek modszere més esetekben is alkalmazhaté. Ennek f6 1épése a kovetkezd onma-
gaban is érdekes allitas bizonyitasa:

Legyenek cq,...,c, tetszoleges valos szamok, és tekintsiink ezek illetve valamely
Aq, ..., Ax eseményekbdl kifejezett események valdszininidségeinek linedris fliggué-

nyeit, azaz legyen f;(A1,..., Ar), 1 < j <n, valamely, az A1, ..., Ay eseményekbdl
unioval, metszettel, és komplementerképzéssel kifejezett esemény. A

n
Y ¢P(fi(Ar,. ., Ap) > 0 (%)
j=1
egyenldtlenség akkor és csak akkor érvényes tetszéleges Aq, ..., A eseményekre, ha

specidlisan érvényesek akkor, ha mindegyik A; esemény, kilon—kilon vagy a biztos
Q vagy az tres ) halmaz valamelyikével egyenld.

Ez azt jelenti, hogy a (%) egyenlStlenséget elég csak az emlitett specidlis esetben
ellenérizni. S6t, ugyanezt mondhatjuk akkor is, ha a (%) formuldban a > jelet
a = jellel helyettesitjiik. Ehhez elég annyit észrevenni, hogy az azonossag azt
jelenti, hogy a (x) érvényes mind eredeti formajaban, mind akkor, ha az Gsszes c;
egylitthatét a —c; egyiitthatoval helyettesitjiik.

A formula bizonyitdsa a kovetkez6 észrevételen alapul. Ha az Osszes f;(Aq,. .., Ag),
1 < j < n, eseményt felirjuk konjunktiv norméalforma alakjaban, és ennek segit-
ségével kiszamoljuk valdsziniliségét, majd ezt beirjuk a (x) formuldba, akkor ezt a
formulat atirhatjuk

Z d(e1,...,ex)P(AT* N-NAF) >0 (xx)
ej=+1,1<j<k

alakban, ahol A; = Aj, Aj_1 =Q\ A4;, ad(ey,...,e) egyiitthatdk explicit médon
(bar sok esetben kissé bonyolultan) kiszdmolhatéak. Viszont az allitas bizonyi-
tasdhoz a d(eq,...,er) szdmok kiszdmoldsara nincs sziikség. Elég azt észrevenni,
hogy a () kifejezés akkor és csak akkor teljesiil minden Ay, ..., Ay halmazra, ha az
Osszes d(e1, . .., e) egyltthaté nem-negativ. S6t, ha csak azokat a specidlis eseteket
tekintjiik, amikor mindegyik A; vagy A; = Q vagy A; = ), akkor is elmondhatuk
ezt. Ugyanis ebben a specidlis esetben meg tudjuk valasztani az €; egytitthatokat
ugy, hogy egy elére rogzitett d(eq,...,cx) egylitthaté eggyel az Osszes tobbi pedig
nulldval szorozva szerepel a (xx) formuldban, és innen kovetkezik a kivant &llités.

Ennek az allitdsnak a segitségével a szita formula egyszeriien igazolhaté. Valéban,
ha az A; események kozott k Q és n — k () esemény van, akkor a baloldalon &ll6
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k
kifejezés 1, ha k > 1, és 0, ha k = 0. Masrészt S; értéke (), ha j < k, és nulla,
J

k A Lk
ha k < j. Ezért a jobboldalon &llé kifejezés >~ (—1)I+! ( ) =1—(1-1)"*, ami
j=1 J
megegyezik a baloldalon szerepl6 kifejezéssel.

Nem kotelezé hdzi feladat:

Lassuk be a szitaformula jeloléseit hasznélva, hogy

Sl—szzznjp(Aj)— > P(A;NA) <P(AU---UA,) < S =) P(4)

1<j<k<n j=1

és altalaban

21 2l—-1

S (—1)FHS, < P(A U UA,) <) (=1)FFLS,

k=1 k=1
minden [ indexre. (Legyen S; =0, ha k > n.)

. Legyenek &;,..., & fliggetlen, diszkrét valdszintiségi valtozok egy (€2, A, P) vald-
szinliségi mezon, melyek valamilyen xq1,xo,... értékeket vesznek fel. Legyenek
Ay CH{xy, e, ...}, Ay C{xy, o, ...}, ..o, Ak C {21, 29, ..} tetszbleges halmazok.
Ekkor

P1eA,cAy. . G cAy) =Pl cA)P (€ Ay)--- P& € Ag).

Tovabbd mutassuk meg, hogy tetszbleges {j1,...,7s} C {1,...,k} indexhalmazra
a&j,...,§, valészinlségi valtozok fliggetlenek.

Megoldas: A figgetlenség miatt

P& €A, € As, .. & € Ay)

= Z Z Z P(£1:$1,€2:x2,---7€k:xk)

r1E€A1 T2E€AS TR EAL

— Z Z Z P& =x1)P(&a =x9) - P(& = xx) -

r1E€A1 T2E€EAS TR EAL

Masrészt

P& € A1) P (& € Aa) -+ P (& € Ax)
= Y Pl=m) Y Pla=a)- Y Pl&=m).

r1€A r2E€A TR EAL

Elvégezve a beszorzasokat kapjuk a feladat elso allitasat.
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A mésodik allitast megkapjuk az els6 specidlis eseteként A, = {z;,}, 1 <u <s
és Aj ={x1,22,... }, ue {l,...,k} \ {j1,...,Js} vélasztdssal.

A kovetkezo feladat megfogalmazasa elott felidézziik az alabbi definiciét.

Halmaz indikatorfiiggvényének a definicidja. Legyen adva eqgy A € A esemény
eqy (0, A, P) wvaldszintiségi mezén. Az A halmaz indikdtorfiigguényén azt a x a(w)
valoszintiségi valtozdt értjik, melyre x a(w) =1, haw € A, és xa(w) =0, haw ¢ A.

4. Legyenek Ay, ..., A események egy (€2, A, P) valészinliségi mezon. Az Ay, ..., Ag
események akkor és csak akkor fiiggetlenek, ha azok x4, (w),..., x4, (w) indikator-
fliggvényei fliggetlenek.

Megoldds: Ha a xa,(w),...,xa,(w) indikatorfiiggvények fiiggetlenek, akkor ezek
tetszoleges részhalmaza is fiiggetlen az eloz6 feladat eredménye szerint. Ezért min-
den {j1,...,Js} C{1,...,k} indexhalmazra

P(Aj,n---NA;)=P(xa;, =1...,xa;, =1)
=P (x4, =1) - P(xa, =1)=P(4;) - P(4;).

Ha az Aj,..., A, események fiiggetlenek, akkor egyes A; eseményeket azok kom-
plementerével helyettesitve ismét fiiggetlen eseményeket kapunk. Felirva az 6sszes
ilyen reldciét, megkapjuk azokat az azonossigokat, melyek a xa,(w),..., x4, (w)
indikatorfiiggvények fliggetlenségét jelentik.

5. Véletlentiil meghivunk 30 embert. Tegyiik fel, hogy az egyes embereknek egymastol

fliggetleniil van sziiletésnapjuk, és minden ember esetében 365 annak a valészinii-

sége, hogy az év valamely napjan sziiletett. Mi annak a valdszinlisége, hogy van
két ember a tarsasagban, akiknek ugyanaznap van a sziiletésnapjuk?

Altaldnosabban, van n urna, amelyekbe bedobunk egymastél fiiggetleniil k& golyot
ugy, hogy mindegyik goly6 egyforma valdszinliséggel esik az egyes urnakba. Mi
annak a valészintisége, hogy van olyan urna melybe legalabb két golyé esik? Erdekel
minket tovabba ennek a valésziniiségnek a viselkedése, ha mind az n mind a k szam
nagy, és a k = k(n) szamnak megfelel§ a nagysagrendje. Léssuk be, hogy a fenti

NG

valoszinliségnek van hatarértéke, ha n — oo, — « valamilyen 0 < a < o©

szammal, és hatarozzuk meg ezt a hatarértéket.

Megoldas: Jelolje §; azt a valdsziniiségi valtozot, hogy a j-ik embernek az év

hanyadik napjan van a sziiletésnapja. Ekkor a §;, 1 < j < 30, valdszinliségi
1

valtozok fiiggetlenek, P (& =1) = —, 1 < j < 30, 1 <1 < 365, és P(§; #

365’
£ haj # j') annak a valészintisége, hogy mindenkinek kiilonboz6 nap van a

sziiletésnapja. Ez a valésziniiség viszont

365-364--(365-30+1) 77 (,_
365" B ’



mert annak valdszintilége, hogy az elsé ember sziiletésnapja az [;-ik, a masodiké az

lo-ik és igy tovabb a k-ik ember sziiletésnapja az [i-ik napon van 365F tetszoleges

k—1
1 <1 <365, 1 < j < 30 szdmok esetén, és ezeket a szdmokat [] (365 — j)
§=0

moédon valaszthatjuk gy, hogy mindegyik [; szdm kiilonboz6 legyen. [gy annak a
valoszinlisége, hogy van két ember akinek ugyanazon a napon van a sziiletésnapja

29 j
LT <1 - _>.
j=1 365
Hasonléan, annak valdszintisége, hogy ha k golyét dobunk n urnaba az adott

k—1 ;
moédon, akkor van olyan urna, amelyikbe legaldbb két golyé esik 1 — [] (1 - l).
j=1 "

k—1 ; k—1 ;
Adjunk j6 kbzelitést a log [] (1 . l) =3 log (1 . l) kifejezésre, ha 1 — oo,
j=1 n j=1 n
i . .
k(n) — «a. Heurisztikus érvelés szerint mivel log <1 - l) ~ 2L a log(1 + x)
n n

NG

i} . . = j Rl (k— 1)k
fiiggvény Taylor sorfejtése szerint, ezért > log (1 — =) ~— > == —— ",
j=1 n j=1T 2n

k(n)—1 2 k
ahonnan log ] (1 — l) — —a—, ha n — oo, és (n) — «. Ez a szadmolas
j=1 2 Vn

precizzé tehetd, ha felhasznaljuk példaul azt az egyenlttlenséget, mely szerint

. . 2 .2 t. .
10g<1—l)+l SLSCOHS hanelégnagyésigoﬂ—l,
n n

n n? n NG

ami szintén kovetkezik a log(1+ x) Taylor sorfejtésébdl. Miért? Innen kapjuk, hogy

k(n)—1 .
1— (]_)[ (1—l> —>1—e‘a2/2,han—>oo,és Mﬁa
j=1 n vn
. Egy urnaban F' fehér és P piros golyé van. Kihizunk véletleniil egy golydt, majd
visszadobunk R, R > 0 ugyanolyan szinli golyot az urndba. Minden huzéas soran a
korabbiaktol fiiggetleniil az urnaban levo egyes golyokat egyforma valdszinliséggel
htzzuk ki. Lassuk be, hogy annak a valdszinlisége, hogy a j-ik huzasban piros
goly6t hizunk megegyezik annak valdszinliségével, hogy az els6 hizasban hizunk
piros golyét. Annak valdszintisége, hogy a j-ik és k-ik huzasban hizunk piros
golyét, 5 # k, megegyezik annak valészintiségével, hogy az elsé és masodik htizasban
htzok piros golyét.

Megoldas: Vegytik észre, hogy egy olyan huzassorozatnak a valdszinlisége, mely
N piros és M fehér golyot tartalmaz csak az N és M szamtol fligg, nem fiigg a
kiilonb6zo szinl golyok huzasanak a sorrendjétdl. Valoban, egy ilyen hiizassorozat
valészintiségét fel tudjuk irni. Ez
PP+R-1)---(P+(N-1)(R-1))

N+M—1

[ (P+P—-k(R-1))
k=0

P(N, M) =




F(F+R—1)--(F+(M—-1)(R—1))

(Miért?), és innen kovetkezik az allitds. Innen lathat6, hogy annak valésziniisége,
hogy pontosan N piros és M fehér golyét hizunk és az elsé hiuzas eredménye
piros megegyezik annak valdszintiségével, hogy pontosan N piros és M fehér golydt
hizunk és a j-ik hiizas eredménye piros. Ugyanis mind a két valészintiség

(N+M—1

o >P(N, M).

Innen kovetkezik, hogy annak valdszintiisége, hogy az elsé hizas piros megegyezik
annak valdszintiségével, hogy a j-ik hizéas piros. Hasonlbéan lathatd, hogy annak a
valoszinlisége, hogy a j-ik és k-ik hiizas piros megegyezik annak valdoszintiségével,
hogy az els6 és a mésodik huzas eredménye piros. Ezutén a keresett valdszintisége-

ket konnyen kiszamithatjuk. Annak valdsziniisége, hogy a j-ik huzas piros

P(P+R-1)
F+P)(F+P+R-1)
j 7k,

P+ F’

annak a valdszintisége, hogy a j-ik és k-ik hizas piros,

’

oA

Megjegyzés: A most vizsalt modell R = 0 esetén a visszatevés nélkiili, R = 1 esetén
a visszatevéses urnamodellt adja mint specialis esetet.

. Egy urndban z zold és s sarga goly6 van. Egymaés utan kihtzunk négy golyot ugy,
hogy minden hiizas utan a goly6t visszadobjuk az urnaba, és vele egyiitt az urnaba
dobunk 2 ellenkez6 szini golyét. Mi a valdszintisége egy zold, zold, zold, sarga
hizéassorozatnak?

//////

Z=(z6ld), annak feltételes valésziniiségét, hogy a mésodik hizas Z, feltéve, hogy az
els6 huzas Z, annak a feltételes valdszintiségét, hogy a harmadik hiizas eredménye
Z feltéve, hogy elotte Z, 7 és annak feltételes valdszintiségét, hogy a negyedik

htzas eredménye S feltéve, hogy elotte Z, 7, Z hizas volt. Ez a valdsziniliség,

6
illetve feltételes valészinliségek : , : , : , st . A keresett
z4+s z4+s+2 z4+s+4" z+s+6
z z z S+

z+ s ' z+ s+ 2 . z+s+4 ' z2+5+6

. Tekintsiik az el6z6 feladatban bevezetett urnamodellt. Szamitsuk ki annak a va-
l6szinliségét, hogy az els6 huzas eredménye zold, és annak, hogy a masodik huzas
eredménye zold.

valoszintliség

Megoldas: Annak valészintisége, hogy az els6é huzas eredménye zold ——. Az az
s

z
esemény, hogy a masodik huzas zold ugy fordulhat elé hogy vagy egy zold, zold

vagy egy sarga, zOld huzassorozat jelenik meg. A masodik keresett valdszintiség
z

Zz+8 z+s+2 z-+s

ezen két huizassorozat valdszintiségének az 6sszege, tehat

z+2 22 +s(z+2)
z4+s5+2 (z4+s)(z+s5+2)




11.)

Megjegyzés: Ebben a feladatban olyan urnamodellt tekintettiink, melyben eltér
annak a valdoszinlisége, hogy az els6 huzasban illetve annak a valészintiisége, hogy a
masodik hizasban htzunk zo6ld golyot.

Feldobunk egy szabdlyos pénzdarabot 100-szor egymads utan. Szamitsuk ki a fej-
dobésok széaménak varhaté értékét.

Megoldas: A fejdobasok szama 0 és 100 kozott van. Annak valdszinlisége, hogy k

100
fejdobas kovetkezik be, 0 < k£ < 100, pr, = ( I )2_100. Ezért a dobasok szaméanak
100~ /100
varhaté értéke EE = ) ( k )2_100, ahol ¢ jeloli a fejdobasok szamat megado
k=0

valoszinliségi valtozot. Ezt az osszeget kozvetleniil kiszamithatjuk. Valoban, mivel

100 99 ,
k( i ) = 100(k—1)’ ezért

100

99 99
B 100\ 100 9\, g9 .. (1 1\
Eg_;(;k(k>2 _50k§0jk(k 279 =50(5+5) =50

Valgjaban a vizsgalt varhato értéket egyszeriibben is kiszamithatjuk. Vezessiik be

a &; valdszinliségi valtozokat, {; = 1, ha a j-ik dobds eredménye fej {; = 0, ha a
100
j-ik dobés eredménye irds, 1 < j < 100. Ekkor a fejdobasok szdma £ = ) &;,
j=1
100
E¢ =Y E¢;. Mivel E¢; = 5, 1 < j <100, ezért EE = 5 - 100 = 50,
j=1
Feldobunk egy szabdalyos dobdkockat 100-szor egymas utdn. Tekintsiik a dobasok
eredményeinek Osszegét. Szamitsuk ki ennek az 6sszegnek a varhatéd értékét.

Megoldas: Legyenek n1,...,n100 fliggetlen valésziniiségi valtozdk, melyekre P(nj =
k) = %, 1 <45 <100, 1 <k < 6. Ekkor a kiszamitandé varhaté érték E¢ =
100 100
E> nj=> En;. Enj=%(1+2+3+4+45+6) =3.5. Innen E¢ = 350.
j=1 j=1

Hazi feladat:
Feldobunk egy szabalyos dobokockat 100-szor egymas utan. Tekintsiik a paros

értékili dobasok eredményeinek 0sszegét. Szamitsuk ki ennek az 6sszegnek a varhato
értékét.



