A Valészintiiségszamitas 1. el6adassorozat kilencedik el6adasa.
2002 dprilis 2.

Osszefoglald:

A tobbdimenziés striiségfiiggvények bevezetése utan definidljuk a tobb-dimenzids tér
halmazaira koncentralt egyenletes eloszlast. Ezutan hatarozzuk meg az egyenletes el-
oszlast néhany egyszerii esetben.

Tobbdimenziés halmazokra koncentralt egyenletes eloszlas definicidja. Legyen
adva eqy A C R* (Borel mérhets) halmaz a k-dimenzids téren, melynek Lebesque
mértéke teljesiti a A(A) > 0 feltételt. Az A-halmazon definidlt egyenletes eloszlds az a P
AMANB)
A(A)
minden Borel mérheté halmazra a k-dimenzios téren. Masképp megfogalmazva, az
A halmazra koncentrdlt egyenletes eloszlds az az eloszlds, melynek stiiriségfiigguénye

1 .
flug, ... ug) = A ha (uy,...,ux) € A, és f(uy,...,ur) =0, ha (u1,...,ux) ¢ A.

valdszintiségi mérték az R* tér Borel mérhetd részhalmazain, melyre P(B) =

Feladat:
Adjuk meg a [0,1 x --- x [0, 1] k-dimenziés egységkockan egyenletes eloszlas elosz-
lasfiiggvényét.

b.) Tekintsiik a sikon a (0,0), (0,1) és (1,0) csucspontok dltal meghatdrozott harom-
szogon az egyenletes eloszlast. Adjuk meg ennek siirtiségfiiggvényét.

Fiiggetlen valoszintiségi valtozok és szorzatuk varhato értéke.

Valészintliségi valtozdk fiiggetlenségének a definicidja. Legyenek &1, ..., &, va-
[6szindiségi vdltozok egy (2, A, P) valdsziniiségi mezdén. Azt mondjuk, hogy ezek a vald-
szintdségr valtozok fliggetlenek, ha minden x4, ..., x, valds szdmra

P(£1<$1,...,£n<$n):P(£1<121)"'P(fn<$n).

Késébbi vizsgalatok érdekében vezessiik be ennek a fogalomnak a tobbdimenzids
valtozatat.

Tobbdimenzios valdszintliségi valtozok fiiggetlenségének a definicidja. Legye-

nek €V = (&11,...,601), o5 € = (€, Enn), k-dimenzids valdsziniségi vdlto-
20k (vektorok) egy (2, A, P) valdsziniiségi mezén. Azt mondjuk, hogy ezek a valdszini-
séqgi vektorok figgetlenek, ha minden x(1) = (T11, - T1 )y - s (™ = (Tr1s-- s Tnk),

k-dimenzids vektorra

P(§171 < I171,...,51,k < T1ky -+, fn,l < ZTn,1,--- 7§n7k < xmk)
=P (51’1 <Z11,--. ;fl,k < wl,k) P (fn,l < ZTnl,--- 7€n,k: < xn,k) .

Megjegyzés: Tobbdimenzids valdszintiségi valtozok fiiggetlenségének a definicidjaban
semmilyen fiiggetlenségi feltevést nem tettiink az egyes £€U) = (&.1,...,&1), 1 < j <k,
vektorok koordinatéi kozott. Ezzel a definicidval egyelére nem kell foglalkozni.
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Fiiggetlen valdészintiségi valtozdkkal vald szamolast megkonnyiti a mértékelmélet
egyik alapveto eredménye, a Fubini tételt. Ennek megfogalmazasa elott tesziink néhany
megjegyzést.

A Fubini tétel a kovetkezd, a teriileti (Riemann-—)integrélrél szolé eredménynek
altalanositasa altalanos Lebesgue integralokra.

//fxy dxdy—/(/f(x,y)dx) dy

minden integralhaté f(-,-) fliggvényre. Ez az eredmény azt jelenti, hogy egy kétvéltozds
fiiggvény teriileti 1ntegraljat ugy is kiszamolhatjuk, hogy el6szor rogzitjiik az egyik
paramétert, (melyet y-nal jeloltiink,) és kiszamitjuk az igy kapott egyvéltozds integralt.
Ezutan az els6 1épésben rogzitett paraméter szerint integralva az igy kapott fiiggvényt,
megkapjuk a teriileti integral értékét. Ez azt jelenti, hogy a teriileti integral kiszamit-
hato két egyszeres integral szukcessziv alkalmazasanak a segitségével.

A Fubini tétel megfogalmazasa elott fogalmazzuk meg a kovetkezé eredményt.

Feladat:

Legyenek Fi(-), ..., Fy() eloszlasfiiggvények a szdmegyenesen, és definidljuk az
F(x1,...,x,) = Fi(x1) - Fx(xg) figgvényt. Ez az F(xq,...,z1) figgvény k-
valtozos eloszlasfiiggvény.

Részletesebben kifejtve a kovetkezot allitjuk. A hetedik és nyolcadik eléadasban
megadtuk a sziikséges és elégséges feltételét annak hogy egy egydimenzids illetve
tobbdimenzids fliggvény eloszlasfiiggvény fliggvény legyen. Azt allitjuk, hogy ha
az F;(-), 1 < j < k, fiiggvények teljesitik az (egydimenzids) eloszlasfliggvény
jellemzését leiré tulajdonsdgokat, akkor az F(z1,...,xx) = Fi(x1) - -+ Fi(xy) flige-
vény teljesiti a tobbdimenzids eloszlasfliiggvény eloszlasat leir6é tulajdonsagokat.

Ha F;(-), 1 < j < k, egydimenzids eloszlasfiiggvények, akkor tekinthetjiik az
F(xy,...,xx) = Fi(z1) - Fx(xk) k-valtozds eloszlasfiiggvényt, illetve az altala meg-
hatdrozott ur = p(p,,.. rF,) Stieltjes mértéket a k-dimenzids téren. Az irodalomban
altalanos szokds, hogy az el6bb definiidlt pp k-dimenzids téren értelmezett mérték sze-
rinti integralt Fy(dxy) ... Fi(dxy) vagy dFy(xy1)... dFy(zy)-val jelolik, azaz

/g(xlw"axk')uF(dxlu'“, d,Ik) = /g('rla"~7xki):u(F1,...,Fk)(d'r17'”7 dl‘k)

je:l'/g(xl,...,xk)Fl(dxl)---Fk(dxk)Z/g(xlv---,ﬂfwdFl(fCl)--- AFi(z)

tetszéleges integralhaté g(zy,...,z) (integralhatd) fligvényre, ahol ,,jel.” a jel6lés sz
roviditése. A tovabbiakban mi is ezt a jelolést kovetjiik.

Fubini tétel. Legyenek F;(-), 1 < j < k, eloszldsfiggvények a szdmegyenesen, és legyen
g(x1,...,x) (mérhetd) k-vdltozés figguény. Ekkor

/g(:)j'l,xg, . ,I’k)Fl(dl’l)F< dl‘g) Ce Fk(dxk)

_ (/ (/ (/g(xl,...,xk)Fl(darl)) Fg(dxz)) ---Fk(dl'k)>-

2



Ez az azonossdg gy értendo, hogy az azonossag két oldaldn lévo integrdl illetve szuk-
cessziv integrdl eqyszerre létezik.

Erdemes kiilon megfogalmazni ennek az azonossagnak a kovetkezd fontos specidlis
esetét. Ha g(x1,...,xE) = g1(x1) - - gk (xk) alaki specidlis figgvények integraljat tekint-
jik, akkor a kévetkezd azonossdgot irhatjuk fel:

/gl($1)gz($2) .. 'gk(l'k)Fl(diL'l)Fg(dxz) RN Fk(d.ﬂjk)

= [senmian) [ wFaiie) - [ aRdn) = li[ [ 95615 do).

1. megjegyzés: A Fubini tétel valdjaban egy dltalanosabb eredmény mint a most kimon-
dott tétel. A Fubini tétel a megfogalmazottakhoz hasonlé eredmény mond ki dltalanos
(és nemcsak az Fuklideszi) terekben definialt szorzatmértékek szerinti integralokra. Sza-
munkra viszont elegendd csak a fent leirt specialis esetet tekinteni.

2. megjegyzés: Az elobb kimondott tételek és a tovabbi eredmények réviden, infor-
malisan gy foghatok Gssze, hogy mindazok az eredmények, melyeket fiiggetlen, disz-
krét eloszlasu valdszintiségi valtozokrol tanultunk, érvényben maradnak dltaldnos, nem
feltétlentil diszkrét eloszldsu valészinliségi valtozokra is.

Megmutatjuk, hogy a Fubini tételbdl és azokbdl a eredményekbdl, melyek megadjak,
hogy valdszintiségi valtozok fliggvényeinek varhaté értékét hogyan lehet ki kiszamolni e
valészintiségi valtozok eloszlasfiiggvényének a segitségével be lehet bizonyitani néhany
a fliggetlen valdszintiségi valtozokrol szolo alapvetd eredményt.

Tétel. Legyenek &1, ..., & fiuggetlen valdoszinidségi valtozok, melyek mindegyikének lé-
tezik vdrhato értéke, azaz E|§;| < oco. Ekkor a & ---& szorzatnak is létezik vdrhato
értéke, és

B&y & = By BE.

Megjegyzés: Ezt az eredményt mar lattuk kordbban abban a specidlis esetben, ha disz-
krét valészintiségi valtozok szorzatat tekintjiik.

A tétel bizonyitds: Jelolje F;(-), 1 < j < k, a {; valdszintiségi valtozé eloszlasfiiggvényét,
és vezessiik be a g(z1,...,2x) = x1 ... xy fliggvényt. Ekkor

E& & = Eg(&,s.. ., &) = /$1---kal(dwl)---Fk(dxk)-

Tovabba a Fubini tétel szerint

/xl---xkFl(dxl)...Fk(dxk) = H/ij(dx).

Jj=1



Mivel E¢; = [xFj(z), ez az azonossdg azt jelenti, hogy E& ---& = E& --- E&.
Ezenkiviil azt is dllithatjuk (felhasznalva azt a tényt, hogy a Fubini tétel két oldaldn
szereplo Kkifejezés egyszerre értelmes, hogy a Tételben szereplé azonossag két oldala
egyszerre értelmes.

Tétel. Legyenek &1, ...,& fliggetlen valdszinidségi vdltozok, B, ..., Bi a szamegyenes
Borel mérheto részhalmazai. Ekkor

P(& € Bi,...,& € By) = P(& € B1) -+ P(&k € By).

Megjegyzés: A fiiggetlenség definiciéja csak azt koveteli meg, hogy a tételben kimondott
azonossag teljesiiljon specidlis B; = (—oo,x;) alakd halmazokra. A tétel azt allitja,
hogy ha ez az azonossag teljesiil ezekre a specialis alakii halmazokra, akkor ez teljesiil
minden ,,szép” azaz Borel mérheté halmazra. A tétel egyik kovetkezménye az, hogy a
diszkrét valdszintiségi valtozok esetében mar korabban definidlt fliggetlenség megegyezik
a fliggetlenség fogalmaval az altalanos esetben.

Bizonyitds: Legyen g;(-) a B; halmaz indikatorfiiggvénye, 1 < j < k, azaz legyen
gi(z) = 1, ha x € Bj, és gj(r) = 0, ha « ¢ Bj. Definidljuk a g(z1,...,25) =
g1(x1) - - gr(zy) fliggvényt a k-dimenziés téren. Ekkor a Fubini tétel alapjan

P(§&1 € By,...,& € By) = Eg(&1,..., &) = Egi(§1) - - Egi (&)
:P(§1 S Bl)P(fk S Bk)

Feladat:

Legyenek &1, ...,&0,&nt1, -« -, Entm fUggetlen valészintiségi valtozdk, g(xq,...,z,)
n-véaltozds (mérhetd) fliggvény, n = g(&1,...,&,). Mutassuk meg a Fubini tétel
segitségével, hogy n,&nt1, - - -, Entm fliggetlen valdsziniiségi valtozok.

Feladat:

Legyenek &1, ...,&, fliggetlen valdszinliségi valtozok, és legyen a &;, 1 < j < n,
valoszintiségi véltozonak striiségfiiggvénye, és jeloljitk az f;(-)-vel. Lassuk be a
Fubini tétel segitségével, hogy a (&1, ...,&,) véletlen vektornak is van siiriiségfligg-
vénye, és az az f(uy,...,uy) = f1(u1)--- fn(u,) figgvény.

Filiggetlen valoszintiliségi valtozdk osszegének a szérasnégyzete, a nagy szamok
gyenge torvénye.

A diszkrét valdsziniiségi valtozokhoz hasonléan defidlhatjuk dltalanos, nem feltétle-
niil diszkrét valdszintiségi véltozok szérasnégyzetét, (ezt az eléz6 el6addson megtettiik),
kovariancidjat, és (fiiggetlen) valésziniiségi valtozok dsszegének szérasnégyzetére hasonld
formula érvényes mint a diszkrét esetben. Roviden leirjuk a bizonyitast, bar azt akar el
is hagyhatnank arra hivatkozva, hogy a diszkrét valésziniiségi valtozok esetében is csak
olyan Osszefiiggéseket hasznaltunk, melyek altalanos valészinliségi valtozdk esetében is
érvényesek.



Valészintliségi valtozék kovarianciajanak a definicidja. Legyen & és n két va-
I6szintiségi vdltozd ugyanazon a valdszintségi mezén, (melyekre teljesiil az E€? < oo,
En? < oo feltétel.) A & és n valdszintiségi vdltozdk kovarianciafiigguénye

Cov (§,m) = E[(§ — E&)(n — En)].

Lemma.
Cov (§,m) = E&n — ESEN.
Ha & és n fiiggetlen valdszindiségi vdltozok, akkor Cov (€,1) = 0.
Bizonyitas:
Cov (&, n) = E[(§ — E§)(n — En)] = E(§n — £En — nEE + E(E)
= Fén— EEEn — EEEn + EEEn = Eén — EEE.
Ha & és n fliggetlen valdszintiiségi véltozdk, akkor E&n = E{En, ezért Cov (&,n) = 0.

Tétel. Legyenek §;, 1 < j < k, valdsziniségi viltozok ugyanazon a valdsziniségi mezon,
melyekre teljestl Eﬁjz < oo feltétel. Ekkor

k k
DG =) Varg+ Y Cov(¢,4) ZVarSJ-l-QZ Z Cov (&5,&).
j=1 j=1

1<5,1<k j=1l=5+1
J#l

Specidlisan, ha a &; valdsziniségi vdltozok figgetlenek, akkor
k k
D& | = Varg;.
j=1 j=1

Bizonyitas. Vezessik be a éj = {; — E¢; valosziniiségi valtozokat. Ekkor

k k
G| =ED.&)| =E ZS + Y. &4
j=1 j=1

1<4,1<k
j#
k o k
:ZEEJQ--F Z E¢;& :ZVar§j+ Z Cov (&5,&1).
=1 1<j,1<k j=1 1<4,1<k
G G

Ha a ¢; val6szintiségi valtozdk fliggetlenek, akkor Cov (£;,&;) = 0, ezért

k k
ij = ZVarfj.
j=1 j=1



Legyenek &;, 7 = 1,2,..., fiiggetlen, egyforma eloszldsu valdszinliségi valtozok, és
legyen E¢? < oo. Becsiiljiik meg a Csebisev egyenlStlenség segitségével a

1 n
P —E —F
nj_lfj §1] > €

valoszintiségeket minden n = 1,2,... és ¢ > 0 szamra. Latni fogjuk, hogy ebbdl
a becslésbol adddik a valdszintiségszamitas egyik fontos eredménye, a nagy szamok
(gyenge) torvénye.

P %Z@—Eil >e| =P Z — E¢;)
j=1

2
n 2 K <;(§j - Eﬁj))
=P || (- Eg) 222 | < T

= 2.2
= n2e
n n
r Z é'j Z Varfj
B J=1 _j=1 _ Var
N n2e? T n2e2 pe?

A nagy szdmok (gyenge) torvényének bizonyitésa el6tt bevezetiink két definiciét.

Sztochasztikus konvergencia definicidja. Legyenek &,, n = 1,2,..., figgetlen
valosziniségi valtozok ugyanazon a waloszinidségi mezén. Azt mondjuk, hogy a &,,
n = 1,2,..., valosziniségi valtozok sztochasztikusan konvergdlnak a & valdsziniiségi

vdltozéhoz, ha lim P(|&, —&| > e) =0 minden € > 0 szdmra.

Megjegyzés: A mértékelméletben is megjelenik ez a fogalom, de ott ezt mértékben vald
konvergencidanak nevezik.

Nagy szamok gyenge torvényének a definicidja. Legyen &,, n=1,2,..., figget-
len, egyforma eloszldsiu valosziniségi vdltozok sorozata egy valdsziniiségi mezdn, S, =
i &, k=1,2,.... Azt mondjuk, hogy ezek a &,, n = 1,2,..., valdosziniségi vdltozok
te_ljesz’tik a nagy szamok gyenge torvényét, ha létezik olyan E szam, melyre teljestl, hogy
az —, n = 1,2,..., valdsziniségi viltozok sztochasztikusan konvergdlnak az E szdm-
hoz,nazaz ahhoz a valdsziniségi vdltozohoz, mely eqy valosziniséggel az E konstanssal

egyenlo.

Tétel a nagy szamok gyenge torvényérol. Legyen &,, n = 1,2,..., figgetlen,
eqyforma eloszldsi valdszintiségi vdltozok sorozata, melyekre teljesil az E€2 < oo tu-

lagdonsag. Ezek a wvaldosziniségi vdltozok teljesitik a nagy szamok gyenge torvényét az
E = FE¢ konstanssal.



Bizonyitds: Lattuk, hogy az adott feltételek mellett

Var 51
ne?

1 n
P EZZQ—E& >el| <
J:

Var . . R
minden £ > 0 szdamra. Mivel lim &1 = 0, innen kovetkezik a Tétel allitasa.

n—oo nNE2

Megjegyzés 1. A gyenge jelzO a nagy szamok gyenge torvényében arra utal, hogy a
nagy szamok gyenge torvényében filiggetlen valdszintiségi valtozok atlagainak konver-
genciajat egy viszonylag gyenge konvergenciafogalom szerint, a sztochasztikus konver-
gencia szerint koveteljok meg. A valdszintiségszamitasban foglalkoznak a nagy szamok
er0s torvényével is, melyben ezen atlagok konvergenciajat egy erésebb konvergenciafoga-
lom szerint, az igynevezett egy valdszintiséggel valé konvergencia szerint kovetelik meg.
Lattuk, hogy a nagy szamok gyenge torvénye érvényes akkor, ha a tekintett fiiggetlen
valoszinliségi valtozok négyzetének létezik varhaté értéke. Felmeriilhet az a kérdés, hogy
ez a feltétel elhagyhato-e vagy ha nem hagyhato el, akkor lehet-e azt gyengiteni. Ugyan-

> ¢ | valészinliségek

S
csak természetes probléma annak vizsgalata, hogy a P | |— — E
n

milyen gyorsan tartanak nulldhoz. Ezeknek a kérdéseknek a targyaldsdhoz késobb még
visszatériink.

Megjegyzés 2. Bar nem hangsulyoztuk, de hallgatélagosan felhasznaltuk azt a tényt,
hogy amennyiben egy & valdszintiségi valtozo négyzetének létezik varhatéd értéke, akkor
létezik a € valdszinliségi valtozo varhato értéke is. Valdban, ez kovetkezik az igynevezett
Cauchy—Schwarz egyenl6tlenségbdl, mely szerint (E|£])? < E¢2. Ez az egyenlStlenség
kiolvashat6 a szérdsnégyzet figyelmesebb vizsgdlatdbdl, mely szerint EE? — (E|€])? =
Var €| > 0. Egy masik, taldn egyszertibb érvelés: Jelolje F'(-) a £ valdsziniiségi valtozo

1 1
eloszlasfiiggvényét. Ekkor, mivel |z| < 3 (2% 4 1), ezért E|¢] = [ |z|F(dz) < /5(:1:2—#
1
1)F(dzx) = §(E§2 +1) < 00, ha F£? < oo.

A nagy szdmok (gyenge) torvényének szemléletes tartalma az, hogy ha sok egymés-
tol fliggetlen egyforma eloszlasu kisérlet torténik, akkor ezek atlaga ,,regularizalodik”,
konstans lesz. Ez magyarazza meg példaul azt a tényt, hogy minden évben kozel
ugyanannyi fia és lany sziiletik.

Fiiggetlen valdszintiségi valtozdk Osszegének a silirtiségfiiggvénye. Sturiliség-
fiiggvények konvoluciéja.

A kovetkezo kérdéssel foglalkozunk. Legyen & és n két fiiggetlen valdszintiségi
véaltoz6, melyeknek létezik f(-) és g(-) slirtiségfiiggvénye. Lassuk be, hogy a & + 7
Osszegnek is létezik h(-) stirtiségfiiggvénye, és adjuk meg azt a formuldt, melynek segit-
ségével azt kiszamolhatjuk. E vizsgdlat soran be fogjuk vezetni két (stirtiség)fliggvény
konvolucidjanak a fogalmat. Ezutan alkalmazzuk ezt az eredményt néhany konkrét
esetben.



Jelolje H(z) = P(§ +n < x) a figgetlen f(-) és g(-) strliségfiiggvényii £ és n
valészintiségi valtozok € + n Osszeg eloszlasfliiggvényét. Ekkor

H(fv)ZP(£+n<x)=//{( o S dudy

:/_; [/_:f(a)g(@—a)da} d@:/:OK(U)dU
/ F(wgv — ) du

A fenti szamolasokban egy integraltranszforméciét alkalmaztunk v = u 4+ v, 4 = u
helyettesitéssel. Felhasznaltuk, hogy e transzforméacié sordn az {(u,v): u 4+ v < x}
tartomany a {(4,0): v < z, —00 < u < 0o} tartoményba megy at, és a fenti (linedris)
transzformécié Jakobidnja azonosan 1.

ahol

Ezutan bevezetjiik a kovetkez6 definiciot.

(Stirtiség)fiiggvények konvoluciéjanak a definicidja. Legyen f(-) és g(-) két siri-
ségfdggvény a szdmegyenesen, dltaldnosabban integrdalhato fligguények, azaz tegyik fel,

hogy f u)|du < oo és f (u)|du < co. Az f(-) és g(-) figgvények f  g(-)
k:om;olucw]a az

/ fwg(x —u)du, —oo <z < o0,

fugguény.

Megjegyzés: Egyszerii (lineéris) transzforméciéval kapjuk, hogy a konvoluciét mésképp
is kiszamolhatjuk. Ez mutatja, hogy a konvoluciéban résztvevo fiiggvények szimmetri-
kus szerepet jatszanak.

— /_o; Fw)g(z —u) du = /_O; f(z —u)g(u) du
:/_Zf<;—u>g(g+u>du, —00 < 1 < 00,

Az elobb elvégzett szamolasokbdl kovetkezik a kovetkezd eredmény.

Tétel fiiggetlen valdszinliségi valtozok Osszegének a sturiliségfiiggvényérol.
Legyen & és n két fiiggetlen valdsziniiségi vdltozo f(-) és g(-) striségfiigguvénnyel. Ekkor
a &+ n osszegnek s létezik striségfigguénye, és az az

frg(x / fw)g(z —u)du, —oo<x< 00

fugguény.



Megjegyzés: Felmeriilhet a kérdés, hogy amennyiben f(-) és g(-) integralhaté fiiggvény,
de nem tesziink fel semmilyen tovabbi tulajdonsagot ezekrdl a fiiggvényekrol, akkor
sziikségszerten létezik-e az f * g(-) konvoluci6? Rogzitett x szamra az f * g(z) szdmot
definial6 integral nem feltétleniil 1étezik. Viszont a mértékelméletben belatjak, hogy
az olyen kivételes pontok, melyekre ez az integral nem létezik kevesen vannak, és a
szamegyenes majdnem minden pontjaban a konvoluciot definidlé integral 1étezik. Azok-
ban a konkrét esetekben, melyekkel taldlkozni fogunk ez a probléma nem meriil fel.
Ezért azzal a kérdéssel nem foglalkozunk, csak megemlitjiik a bizonyitas részleteinek
vizsgalata nélkill, hogy az altalanos eset vizsgalata a kovetkezO észrevételen alapul.

Belatjak, hogy
[l aa= [~ [ 1rwlao) auas

és az altalanos eredmény ebbdl az azonossagbdl és az integralok alapveto tulajdonsagai-
bol kovetkezik.

Ezutan lassunk néhany példat a fenti eredmény alkalmazasara.

11
Legyen & és n két fiiggetlen, a {—5, 5} intervallumban egyenletes eloszldsi valoszi-

1
niliségi valtozd, azaz legyen & és n slirliségfiiggvénye f(x) = 1, ha —3 <z < 3 és
f(z) = 0 egyébként. Szamoljuk ki & + n siiriségfiiggvényét.

Megoldds: A £+n valészintiségi valtozo stirliségfuiggvénye a g(z) = [ f(y)f(x—y) dy

1
fiiggvény, ahol f(z) a {—5, 5} intervallumban egyenletes eloszlas sﬁrﬁségﬁiggvénye.
) 1 11 1 1
Ezért f(y)f(r —y) =1, ha ) <y< 5063 <zx—y< 5 azaz —5 +r<y<

1
3 + x, és nulla egyébként. Ez azt jelenti, hogy a £ +n Osszeg g(x) stirtiségfiiggvénye

272 2
Ha |z| > 1, akkor a fenti metszet {ires, ezért ebben az esetben g(z) =. Ha0 <z <1,

. 11 1 1 . .
az x pontban megegyezik a |—=, = | N |—= +x, < 3 + x| intervallum hosszaval.

1 1
akkor ez a metszet a [—5 + z, 5} intervallum, és ennek hossza 1 — z, azaz ebben

11
az esetben g(z) = 1 —2z. Ha —1 < x < 0, akkor ez a metszet a [—2 B +:1:]

intervallum melynek hossza 1+ = 1 — |z|, azaz g(z) = 1 + 2 = 1 — |z| ebben az
esetben. Ez azt jelenti, hogy g(x) =1 — |z|, ha |z| <1, és g(z) =0, ha x > 1.

Megadunk egy masik geometriai érvelésen alapulé megoldast is, amelyik a kordbban
targyalt geometriai érvelésen alapul.

Szamitsuk ki elészor a & + n valdszintiségi véltozé G(z) eloszlasfiiggvényét. De-
11 11

finidljuk a K = {—5, 5} X {—5, 5} négyzetet, és jelolje A a Lebesgue mértéket,

azaz a teriiletet a sikon. Ekkor a sik tetszéleges A C R? mérhetd részhalmazara
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igaz az, hogy P((&,n) € A) = MAN K). Specidlisan, G(z) = P({+n < z) =
ME N {(u,v): u+v < z}). Hax < —1, akkor G(z) = 0, ha —1 < x < 0,
akkor G(x) a (—l —%), (—%, % + x) ( + x, ——) pontok altal meghatdrozott
héromszdg tertilete 4 (14 )2 Hasonléan haz > 1, akkor G(z) =1. Ha 0 <z <1,
akkor a G(x) eloszlasfuggveny megegyezik annak a poligonnak teriiletével, melyet
ugy kapunk, hogy a K négyzetbol kihagyjuk a (%, %), (%, —% + x) és (—% + x, %)
pontok dltal meghatérozott hdromszdget. Ezért G(x) = 1—1(1—x)? ebben az eset-
ben. A G(z) fuggvényt derivdlva kapjuk, hogy g(z) =0, ha |z| < 1, g(x) = 1 + «x,
ha —1<2<0,ésg(x)=1—2,ha0<x<I1.

Tekintsiink két a masodik eldadason targyalt feladatot, melyet annak idején ge-

ometriai meggondolasok alapjan oldottunk meg. Megmutatjuk, hogy ezek a feladatok
megoldhatoak a most targyalt konvolucié segitségével is.

a.)

b.)

Két ember 8 és 9 6ra kozott megjelenik egy téren egymastol fliggetleniil és egyenletes
eloszlasal. Mind a ketto félérat var a maéasikra, és ha az addig nem jon, akkor
hazamegy. Mi a valdszintisége annak, hogy talalkoznak?

Két botot véletlenszertien, egyenletes eloszlassal eltoriink. A két rovidebb darabot
Osszeragasztjuk. Mi az igy kapott 4j bot hosszanak az F'(u) eloszlasfliggvénye?

Az a) feladat megolddsa. Jeldlje &;, j = 1,2, azt a val6szinliségi valtozét, mely azt
adja meg, hogy hény (0 és 1 kozotti szammal kifejezhetd) oraval 8 ra utén jelent
meg a j-ik ember a helyszinen. Ekkor &; és & fﬁggetlen a [0,1] intervallumban

egyenletes eloszlasi valdszintiségi valtozok. Minket a — 5 < §1—& < % események
val6szintisége érdekel. Mivel §; — & = &1 + (=§2) = 51 + &-t is frhatunk, ahol
&y = —&9, és & slirliségfiiggvényét konnyen kiszamolhatjuk, ezért a konvoluciorol

tanultak alapjan ezt a feladatot meg utdjuk oldani. Az F(u) = P(§1 — & < u)
eloszlas stirtiségfiiggvénye a g(u) = f1 * fo(u) konvolicid, ahol f1(u) = 1, ha 0 <
u <1, fi(u) =0, kiilénben, fo(u) =1, ha —1 <u <0, fo(u) = 0 kiilénben. Ekkor

1/2
a minket érdekld mennyiség az F' (5) — F (—3%) = / g(u) du integrél. Tovabba,
—1/2

g(x) = fi* fa(z / fi(u)fao(x —u du—/ fu)f(x—u)du, —oco <z < o0,

ahol f(u) =1,ha i <u<1i, f(u)=0,hau>3
Az el6z6 feladat megolddsdban lattuk, hogy g(u) = 1—u, ha0 < u < 1 g(u) = 1+u,
1/2
ha —1 < u < 0. Innen F (1) — F (—1) :/ (1 |u]) du = Z
~1/2
A b.) feladat megolddsa. Jelolje &;, j = 1,2, azt a val6szintliségi valtozdt, mely azt
adja meg, hogy a j-ik bot révidebb végének mi a hossza. Ekkor &7, és & fiiggetlen
valésziniiségi valtozok, melyek siirtiségfliggvénye az az f(-) fliggvény, melyre f(x) =
2,ha0 <z < 1, és f(x) = 0 egyébként. Minket a &; + & valdsziniiségi valtozd
eloszldsa érdekel. Viszont & + & striségfiiggvénye g(x) = f * f(x), ahonnan
g(x) =2—|2—4z|, ha 0 <z <1, g(z) = 0 kiilonben. Ezt kiintegralva megkapjuk
az eredményt, melyet a a kovetkez6 képletek adnak meg: F(u) = 0, ha u < 0,
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F(u):1—2u2,ha0§u§%,F(u):1—2(1—u)2:4u—2u2—1, ha%gugl.
Ha u > 1, akkor F(u) = 1.

Legyenek & és & fiiggetlen exponencialis eloszlasu valdszintiségi valtozok, azaz
legyen stirtiségfiiggvényiik f(z) = Ae ™™ ha z > 0, és f(z) = 0, ha = > 0.
Szamitsuk ki &; 4 & slirtiségfliggvényét.
Altalénosabban, legyenek &1, ...&,, fiiggetlen exponencidlis eloszlasi valdszintiségi
valtozok A > 0 paraméterrel. Szamitsuk ki & + - - - + &, stirliségfiiggvényét.
Megoldas: Ki kell szamolnunk az f* f(z) illetve f - - x f(x) konvoluciékat a fenti
——

m—Sszer
f(x) stirtiségfiiggvénnyel. Mivel f(x) = 0, ha < 0, a konvoluciét meghatarozé
integralban szereplé f(y)f(x — y) integrandus nulla, ha y < 0 vagy =z —y < 0.
Innen a konvoluciét definialé integral csak x > 0 esetén lehet nulla, az =z < 0
esetben f(y)f(x —y) > 0 minden y-ra nulla, és x > 0 esetén az f(y)f(x —y) >0
integrandus csak 0 < y < x esetén nem nulla. Innen a &; + & valdszintiségi valtozd
strtiségfiiggvénye fo(z) = f * f(x) © < O-ra fa(x) =0, és

falz) = [+ f(z) = /_ f)f(z—y)dy = / Ae M2 E) gy

0

= / MNe M dy = AN2ze ™, haz > 0.
0

Hasonléan, ha f,,(z) = f*---x f(z) jeloli & + --- &, slrlségfiiggvényét, akkor
—_—
m—szer
fm(z) = 0 minden m > 1 szdmra, ha = < 0. Azt allitjuk, hogy fn.(z) =
Pl m—1
ﬁe_m, ha x > 0. Ezen 4llitas bizonyitasahoz elég belatni teljes indukcidval
m — 1)!

azt, hogy fm—1* f(z) = fin(x) a fent definidlt f,, fliggvényekkel. Viszont

o0 z m—2
-1 f(x) = / fm—1(y)f(z —y)dy = /O )\m—l%)\e—/\ye—k(m—y) dy

x m—2 m,.m—1
= /\me_)‘x/ Yy dy = e_’\l)\xi ha z > 0.
o (m—2)! !

Masrészt f,(z) =0, ha z <0.
Megjegyzés: Lattuk, hogy ha az f(x) = 1, ha —% <z < %, (x) = 0, ha |z| < %
fliggvénynek, azaz az egyenletes eloszlas stirtiségfiiggvénynek a konvoluciéjat tekintjiik
onmagaval, akkor a konvolucié az fx f(z) =1—|x|, ha |x| <1, és fx f(z) =0, ha || >
1. Ez azt jelenti, hogy ebben a példaban az eredeti striiségfiiggvény két pontban, az
T = j:% pontban nem folytonos, viszont ennek konvolucidja énmagaval mar mindeniitt
folytonos. Hasonldéan egy exponencialis eloszlasu valdszintiségi valtozé striiségfiiggvénye
az f(xr) = Ae ™ haz >0, és f(z) = 0, ha = > 0 stirliségfiiggvény. Ez a fiiggvény nem
folytonos az origéban, viszont ennek konvoluciéja 6nmagaval mar mindentittt folytonos.
S6t, amennyiben e stirtiségfiiggvény m-szeres konvolucidjat alkalmazzuk m alkalommal,
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akkor az igy kapott fliggvény még simdbb, m — 1-szer differencialhaté. Ezek a példak
azt sugalljak, hogy a konvolucié operator folytonosabba teszi a fiiggvényeket. Ez az
elképzelés helyes. Nem fogjuk ezt a kérdést részletesebben targyalni, de megfogalmazunk
a kovetkez6 feladatban egy olyan allitast, mely ilyen jellegli eredményt mond ki.

Feladat:

Legyen f(-) és g(-) két fliggvény, melyek k-szor illetve l-szer differencidlhatd, és
ezek a differenidlhdnyadosok szintén integralhaté fliggvények. Ekkor az f * g(-)
konvolucié k + [-szer differencialhaté fiiggvény.

Jegyezzilk meg, hogy az eloz6 feladatokban tekintett konvoluciét csak akkor hasz-
nalhatjuk, ha olyan valdszintiségi valtozdk Osszegének a strtiségfiiggvényét akarjuk ki-
szamolni, amelyek fliggetlenek. Ez az oka annak, hogy a kovetkezo feladat megoldasaban
nem hasznalhatjuk a konvoluciét, hanem mas mdédszert kell alkalmaznunk.

Feladat:

Legyen £ exponencialis eloszlasu valdszintiségi valtozé A = 1 paraméterrel, azaz
Fz)=P(<z)=1—e" hax >0, F(x) = P({ <z) =0, ha z <0. Szamitsuk
ki a &€ + £? valdsziniiségi valtozé eloszlas és slirtiségfiiggvényét.
Megoldds: Jelolje G(x) a & + &2 valdészinfiségi valtozé eloszlasfiiggvényét. Ekkor
a G(r) = P({w: £(w) + €%(w) < z}) eloszlésfiiggvényt kell kiszamolni az F(x)
eloszlasfiiggvény ismeretében. Viszont, ha ismerjik egy & valdszintiségi valtozd
eloszlasfiiggvényét, akkor az meghatarozza a P(w: {(w) € B) halmazok valdszi-
niiségét minden ,,sz€ép”, azaz Borel mérheté B halmazra. Vegyiik észre, hogy
jelen feladatban is ilyen jellegli problémat kell megoldani. Az ebben a feladat-
ban megjelen6 B halmaz egyszert szerkezetii, és ezért ez a feladat konnyebben
megoldhaté. Tekintsiik az A(w,z) = {w: (w) + £(w)? < z} halmazokat. Ezek
valésziniiségét kell kiszamitanunk. Ennek érdekében tekintsiik az B(z) = {y: y +
y? < z} hamazt. Vegyiik észre, hogy B(z) = {y: y1(z) < y < ya2(z)}, ahol
_ L+dz = 1+ 21+4:1: az y> +y = x egyenlet kisebb

y1(x) = 5 és yo(x)

és nagyobb megoldésa, és A(w,z) = {w: y1(z) < {(w) < y2(z)}. Innen G(z) =

P{w: y1(z) < &(w) < y2(2)}) = F(y2(z)) — F(y1(x)). Ezért a &+ £2 valészinfiségi

véltozo eloszlésfiiggvénye a G(z) = P (y1(z) <& <yz(z)) = P(E <yz(z)) =1 —
_ 1—+144x

o) = 1 exp { LV

€ + €2 valészinfiségi valtozé g(-) siirliségfiiggvénye ennek derivéltja, azaz g(z) = 0,

1 1—+1+4x b >0
——exp{ ———— ¢, ha x> 0.
V14 4x 2

}, ha z > 0, és G(x) = 0, ha < 0 fiiggvény. A

ha x <0, és g(z) =
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