A Valészintiségszamitas 1. el6adassorozat hatodik el6adasa.
2002 marcius 5.

Osszefoglald:

Néhany fontos diszkrét eloszlas.

a.) Binomidlis eloszlds.
Tekintsiink eloszor egy tipikus példat, amelyikben a binomidlis eloszlds megjelenik.
Dobjunk fel egy pénzdarabot n alkalommal egymaéstdl fiiggetleniil, és minden egyes

dobasban legen p, 0 < p < 1, a fejdobés valészinlisége. Mi a valészinlisége annak, hogy
pontosan k fejdobas kovetkezik be?

Ennek valészintisége (Z) p¥(1—p)"~*. Valéban, (Z) olyan fej-iras sorozat 1étezik,

mely k fej és n — k iras-jelet tartalmaz, és az adott feltételek mellett minden egyes
ilyen dobassorozatnak a valészintisége p*(1 — p)"~*. Az ilyen jellegii feladatok leirdsara
vezették be a binomidlis eloszlas fogalmat.

Binomialis eloszlas definicidja. Azt mondjuk, hogy a £ valdsziniiségi vdltozo bi-
nomidlis eloszldsi n és p paraméterrel, n = 1,2,..., 0 < p < 1, ha P(§ = k) =

(Z)pk(l —p)" % minden 0 < k < n szdmra, és P(é = k) = 0 egyébként. Ezt az

eloszldst szokds B(n,p)-vel jeldlni.
Egy B(1,p) eloszldsi & valdsziniségi vdltozdt, azaz egy olyan & valdsziniségi vdlto-
z6t, melyre P(§ =0) =1 —p, P(§ = 1) = p Bernoulli eloszlasunak is szoktak nevezni.

Jegyezziik meg, hogy valéban eloszlast, definidltunk, azaz a nem-negativ valdszintiségek
Osszege egy, mert a binomialis tétel szerint

; (Z)pk(l —p)" P =+ 1 -p)" =1

Jegyezziikk meg, hogy a B(n,p) és B(m,p) binomidlis eloszlasok konvolicidja a B(n +
m,p) binomidlis eloszlés.
Valéban a két eloszlas konvoluciéja egy olyan p(k), 0 < k < n + m eloszlds, melyre

k

mert



Ez utébbi 4llitdsnak kombinatorikus bizonyitasa a kovetkezé: Az {1,2,...,n +
n+m

m} szadmok koziil Z moédon tudunk k szamot kivalasztani. Ez az azonossag

jobboldalan &all6 kifejezés. Ugyanakkor ezen lehetdségeket ugy is Osszeszamolhatjuk,

hogy rogzitve egy j szamot, <7;) ( km j) moédon valaszthatunk ki az els6é n szambdl j-t
ésaz n—+1,...,n 4+ m szdmok koziil k — j-t, majd Osszegezve j = 0, ..., k-ra ugyanazt
a szamot kapjuk. Ez viszont a baloldalon szerepl¢ kifejezés.

Tanulsagos lehet latni, hogyan lehet a fenti azonossdgot, pontosabban annak egy
lehetséges altalanositasat bebizonyitani a hatvanysoroknak a mult 6ran emlitett tulaj-
donsagai segitségével. Emlékeztetoiil jegyezzitk meg, hogy altaldban nem feltétleniil
a\ ala—1)---(a—k+1)
k;) N k! ’

egész « szamokra is definidljuk az szamot mint

k
és az (1 + x) fiiggvény Taylor sorfejtése alapjin

(142)* = Z <Z)xk, ha |z| < 1.

k=0
Tovabbé,
(1+x)° = Z <i)xk, ha |z] < 1,
k=0
és

(1+z)tP = Z (a;:ﬁ)a:k, ha |z| < 1.

k=0
Mivel (1 4+ 2)*(1 +2)8 = (14 2)°P, ezért az egyiitthatok Gsszehasonlitdsabél kapjuk,

()= (1)

=0
nem feltétleniil egész és nem feltétleniil pozitiv o és 3 szamokra.

Feladat:

Adjunk egyszerii, a binomidlis eloszlas valészintiségi tartalmat kihaszndlé bizonyi-
tast arra, hogy a B(n, p) és B(m, p) binomiélis eloszlasok konvoluciéja a B(n+m, p)
binomidlis eloszlas.
Szamitsuk ki egy B(n,p) eloszlast valdsziniiségi valtozd varhatd értékét és szé-
rasnégyzetét. A legegyszeriibb mddszer a kovetkezo: Legyenek &7, ...,&, fliggetlen,
n

B(1, p) eloszlast valészintliségi valtozok. Ekkor € = > &; B(n,p) eloszlast valdszintiségi

7j=1
véltozs, és E€j = 1-p+0-(1—p) = p, BE2 = 1-p+0-(1—p) = p, Var§; = BEE—(E¢;)? =
p — p? minden j = 1,...,n szdmra. Ezért a keresett varhaté érték és szérdsnégyzet
n n
E{ =% E¢ =npésVar = > Varg; =np(l —p).
i=1 i=1

2



Feladat:

Szamitsuk ki egy B(n,p) eloszldst valdszintliségi valtozd varhatd értékét és szoras-
négyzetét az e fogalmakat definidlé osszegek kiszamitasanak a segitségével.

A binomidlis eloszlas természetes tobbdimenzids altalanositdsa a polinomialis el-
oszlas. Ennek megértéséhez tekintsiik a kévetkezo feladatot. Adva van r urna. Ezekbe
bedobunk 0sszesen n golyét egymastol fliggetleniil. Az egyes golydk p; valdszintiséggel
esnek az elsé py valdszintiséggel a masodik, ... p, valészinliséggel az r-ik urnaba. Mi

”
a valészinlisége annak, hogy a j-ik urndba k; golyé esik, 1 < j < r, > k, = n?
j=1

Ez a valdszinliség I 'pll -oopkr mert ' ilyen dobéssorozat van, és
!

n!
kl‘k2' kl'kz'kr
minden ilyen dobéssorozat valdszinlisége p’fl R

Polinomidlis eloszlas definicidja A (&1, . ..,&,) r vdltozds véletlen vektor polinomidlis

-
eloszldsin, n=1,2,..., ésp;, 1 <j<r, > p; =1 paraméterekkel, ha
i=1

n!

PG =k, =ky,....5 =k;) = mplflplzwmpfr

T
az olyan 0 < k; <n, 1 <j <r szdmokra, melyekre > k; = n.
j=1

Feladat:

Legyen (&1,...,&) polinomidlis eloszlast véletlen vektor n és p;, 1 < j < r,
T
> p;j = 1 paraméterekkel. Ekkor E¢; = np;, Varé; = np;(1 —p;), 1 <j <r, és
j=1
Cov (gjaé.k) = —Np;pPk, 1 < jak < r, j 7é k.
b.) Negativ binomidlis eloszlds és ennek specidlis esete, a geometriai eloszlds.

Most is tekintsiink el0szor egy tipikus példat, amelyikben ezek az eloszlasok meg-
jelennek.

Rogzitsiink egy r pozitiv egész szdmot, és dobjunk fel egy pénzdarabot, amelyik
p valdszintiséggel esik a fej 1 — p valdszintliséggel az iras oldalra egymas utdn tobbszor
egymastodl fliggetleniil, egészen addig amikor az r-ik fejdobas megjelenik. Mi a valdszi-
niisége annak, hogy ez a k + r-ik dobas?
k+r—1

r—1

k 4+ r — 1 dobasban pontosan r — 1 fej és k iras dobds tortént, aminek valdszintisége

Ez a valdszintliség )(1 — p)Fp". Ez ugyanis azt jelenti, hogy az els6

k -1
( tr ] (1 — p)*p"~1, valamint a k + r-ik dobés fej, aminek a valdszintisége p, és
r —

fiiggetlen az el6z6 eseménytol.



Negativ binomialis és geometriai eloszlas definiciéja. Azt mondjuk, hogy a &

valosziniségi vdltozo negativ binomaidlis eloszlasu r, r = 1,2,..., ésp, 0 < p < 1,
paraméterrel, ha & r,r + 1,..., értékeket vesz fel és
k+r—1
P(§:k+r):( 1 )(l—p)kpr, k=0,1,2,....
r —

Azr =1 és p paraméterhez tartozo negativ binomidlis eloszldst p paraméteri geometriai
eloszlasnak is nevezik.

A korabbi gyakorlatok bizonyos eredményeibdl kovetkezik, hogy a negativ binomidlis

> [k -1
eloszlds valéban valdészintiségeloszlds, azaz > ( tr . )(1 — p)kp” = 1, mert egy
k=0 r—=

végtelen pénzfeldobas sorozat esetében egy valdszintliséggel elobb-utébb megjelenik r
darab fejdobés. Valdjaban ez az indoklas hallgatélagosan felhaszndl egy igaz, de az
eldaddson nem bizonyitott fontos eredményt. Azt hasznaltuk fel, hogy a végtelen
fiiggetlen fej-irds dobdassorozatoknak van valészinliségi modellje, ezért alkalmazhatjuk
ra a valdsziniiségszamitas eredményeit. (A nehézséget az okozza, hogy csak bizonyos
eddig nem tanult mértékelméleti eredmények segitségével lehet bebizonyitani azt, hogy
az ebben a modellben természetes médon definialt valésziniiség valéban o-additiv.) De
ez az allitas kovetkezni fog néhany més késobb bizonyitandé eredménybdl is. Targyaljuk
meg a negativ binomialis eloszlds néhany fontos tulajdonsagat.

Feladat:

Bizonyitsuk be valdszinliségi meggondolasok segitségével, hogy egy r1 és p paramé-
terti valamint egy ro és p paraméterii negativ binomidlis eloszlas konvalticiéja egy
r1+ro és p paraméterii negativ binomidlis eloszlast valészintliségeloszlas. Kovetke-
zésképpen, egy r és p paraméterli negativ binomidlis eloszlas el6all mint r darab p
paraméterii geometriai eloszlas konvolucidja.

Lassuk be az alabbi feladatot kozvetlen szamolassal is. Elég belatni azt, hogy egy
r és p paraméterii negativ binomialis eloszldsi valamint egy p paraméteri geometriai
eloszlas konvolucidja egy r + 1 és p paraméterti negativ binomialis eloszlas.

Azt kell belatni, hogy

jz; (r ji; 1) (1-pp’(1—p)p= <k : r) (1—p)fp*t.

Ezt az azonossagot konnyen latjuk, ha tudjuk, hogy érvényes a kovetkezd azonossag:

S0 (0)

Az utébbi azonossag viszont kovetkezik példdul a kovetkez6 kombinatorikai érvelésbdl.

T) modon jelolhetiink ki 741 szamot gy, hogy a
r

k
A természetes szdmok halmazan (
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(nagysag szerint) r + 1-ik szdm a k+r+ 1 szam legyen, és az azonossag jobboldala ezzel
egyenld. Ezt viszont tgyis kiszamolhatjuk, hogy azt tekintjiik, hany olyan elrendezés
van, melyben az r-ik kijelolt pont a 7 + r, az r + 1-ik pedig a k + r 4+ 1 szam, majd

+r—1
osszegeziink 0 < j < k-ra. Mivel rogzitett j-re az ilyen elrendezéek szama (j * ] ),
7"‘ JR—
innen kovetkezik a felirt azonossag.
Megmutatjuk, hogyan lehet a fenti Osszfiiggést analitikus médon bebizonyitani.

Tekintsiik az r és p paraméterekhez tartozoé g, ,(x) generatorfiiggvényt, azaz az

= (k+r—1 et
gr,p(flf)ZZ( . )(1—19)% Tt

k=0

osszeget. Ha belatjuk, hogy ez az 6sszeg konvergens példaul az —1 < x < 1 interval-
lumon, valamint g,, ,()gry,p() = gry+rs.p(x), akkor innen az el6zd eléadds végén tett
észrevételekbdl kovetkezik az allltas. A g, ,(x) fliggvény viszont egyszertien zart alakra
hozhat6. Ennek érdekében vegyiik észre, hogy

(k+r—1) _ <k+r—1) (k+r—1)(k+r—=2)---(r+1)r

r—1 k k!
Crir+1)-(k+r—=2)(k+r—1)
B k!
B (=r)(=r—=1)---(=r—k+2)(-r—k+1) —r
= (-1 . - (7))

ahonnan

o) = S0 ()@= trat s = oS () -

k=0 k=0

~ ey (- -pe) = ()

ami az (14 x)~" fiiggvény hatvéanysoranak az alakjabdl lathaté. Innen viszont kdnnyen
lathato a generatorfiiggvényekre felirt azonossag.
A fenti azonossag ad magyardzatot arra, hogy miért nevezziik a most tekintett

k -1 —
eloszlasokat negativ binomidlis eloszldsnak. Ugyanis, mivel ( T ) ) = (—1)k( l;),
T‘ —

P=k+r)= (k—:r_l)(l—p)kpr: (_l;>(p—l)kpr, k=0,1,2,....

Szamitsuk ki egy negativ binomidlis eloszldsi valdszinliségi valtozé varhato értékét
és szorasnégyzetét. Ezt konnyen kiszamithatnank a generatorfiiggvény derivalasanak
segitségével, de ehelyett egy geometriai eloszlasu valdsziniiségi valtozé varhatéd értékét
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és szorasnégyzetét kiszamoljuk direkt médon, majd az dltalanos esetet visszavezetjiik
erre.

Legyen & geometriai eloszlasi valdszintiségi valtozd p paraméterrel, azaz legyen
P(=k+1)=p*(1—-p),k=0,1,.... Ekkor

E¢=) (k+1)(1—p)p=p) k1-p*
k=0 k=0

B =p > k2(1—p)FL, és Var € = B2 — (E€)?. Derivéljuk kétszer a 3. o% = -
k=0 k=0 — X
|x| < 1 azonossagot. Azt kapjuk, hogy

1 1
(1—2)2 - Z k™,
k=1

ﬁ = k(k—1)2*2
k=2

1 & & 1
Innen z = 1 —p helyettesitéssel — = > (1-p)—t BEE=p Y k(1—p)F—1 = % = -,
p k=1 k=1 p p
o .2 k-1 o k-2 | o o1 21-p) 1
YA =-p) =0 -p) X k(-1 -p)" 7+ X kA -p) = ——5—+ 5,
k=0 k=2 k=1 p p
2(1 — 1 2(1 — 1 1 1 1 1-—
E§2:¥+—7Var§:#+—__2:_2__: zp'
p p p p P p p p
Feladat:

Szamitsuk ki egy n és p paraméterii negativ binomidlis eloszasi valdszintliségi val-
toz6 varhato értékét és szorasnégyzetét annak az ismeretnek a segitségével, hogy

egy p paraméteri geometriai eloszlasu valdszintiségi valtozé varhato értéke — és

p2

szorasnégyzete

Targyaljuk meg, hogyan lehet egy negativ binomialis eloszldsi valészintliségi valtozd
varhato értékét és szérasnégyzetét kiszamolni a generatorfiiggvénye ismeretében. Sot,
lassunk be egy olyan formulat, mely altalanosabb esetben is alkalmazhato.

oo
Legyen P = {px: k=1,2,...}, pr > 0, k =0,1,2,..., > pr = 1, valdsziniiség
k=0
eloszlas a nem negativ egész szamokon. Vezessiik be az ezen eloszladshoz tartozo

9(z) = gp(z) = > pra®.
k=0
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generatorfiiggvényt. Vegyiik észre, hogy a g(x) fliggvényt definialé hatvanysor konver-
gens a —1 < x < 1 intervallumban. Tovabba kétszeri derivédlas és az z = 1 (formélis)
helyettesités azt sugallja, hogy

= Z kpkxk_la g”(.’IZ’) = Z k(k - 1)pk~rk—27
k=1 k=2

valamint - -
(1) = kpe, ¢"(1) =) k(k—1)p,
k=1 k=2

és ezen azonossagok segltsegevel kiszamolhatjuk a keresett Varhato értéket es SZOTas-

négyzetét. Ugyanis B¢ = Z kpr = ¢’ (1), E€% = Z k2py = Z k(k—1)px + Z kpr =
k=0 k=0

g9"(1) + ¢'(1), ahonnan Var¢ = E¢” — (E€)” = ¢"(1) +g (1) g’(l)z-

Felmeriil a kérdés, szabad-e az alabbi szamolasokat végrehajtani. A problémat
az okozza, hogy hatvanysorokat szabad tagonként derivalni a konvergenciatartomany
belsejében, de mi az x = 1 helyettesitést hajtottuk végre, és lehet, hogy a g(x) fiiggvény
hatvanysora nem terjeszthet6 ki egy a (—1, 1) intervallumnal nagyobb intervallumra. A
negativ binomialis eloszlas generatorfiiggvénye esetén egy ilyen kiterjesztés lehetséges,
de érdemes az altalanos esetet is tekinteni, és ekkor nem szabad kizarni ezt a lehetdséget.

Az analizis bizonyos eredményei biztositjak a fenti szamolds jogossagat. Egyrészt

oo

igaz az, hogy ha egy h(z) = Y apz® hatvdnysor konvergens egy (—A, A) intervallum-
k=0

ban, és a h(A) = Z apA* Gsszeg konvergens, akkor hn}q h(z) = h(A). Mésrészt, ha
k=0
a h(z) Taylor-sor aj egyiitthatéi nem negativak, akkor 1111}4 h(xz) = h(A). Specidlisan,

ha ebben az esetben lim h(z) < oo akkor h(A) < oo. Ezeknek az eredményeknek az

xr—

alkalmazdsdval A =1 és h(z) = ¢'(z) illetve h(z) = g"(x) vélasztdssal meg lehet mu-
tatni a fenti szamoldsok jogossagat. Erdemes megjegyezni, hogy az altalanos esetben a
g'(1) = lim1 g (x), ¢"(1) = lim1 g" (z) képletet kell alkamaznunk annak érdekében, hogy

a ¢g'(1) és ¢’'(1) szamokat értelmezni tudjuk.
Megjeqyzés: Az, hogy egy hatvanysor hogyan viselkedik a kovergenciakorének szélén,

a komplex fliggvénytan egyik nehéz és fontos kérdése. Annak érdekében, hogy lassunk
egy egyszeri példat, mely ravilagithat arra, hogy vigyazni kell a formélis szamoldsok

1 o)

soran, tekintsiik az h(x) = 112 3" (—1)kz* hatvanysort. Ekkor h(z) konvergens
T k=0

a —1 < z < 1 intervallumban, h(1) = 3’ és h(x) hatvanysora az z = 1 pontban, a

[e.¢]

3" (—1)* sor, divergens. Ez a példa azért nem mond ellen a fent elmondottaknak, mert
k=0

ebben a hatvanysorban vannak negativ egytitthatok is.



Feladat:

Lassuk be, hogy amennyiben egy & valdszintliségi valtozd generatorfiiggvénye va-
lamely g(z) fiiggvény, akkor B¢ = ¢'(1), Varé = ¢”(1) + ¢'(1) — ¢’(1)2, ahol az
altalanos esetben a ¢'(1) = lim1 g(x) és ¢"(1) = lim1 g" (z) képletek definidljak
xr— xr—
ezeket a mennyiségeket. Szamoljuk ki egy r és p paraméterii negativ binomidlis
eloszlasu valészintiségi valtozd varhatd értékét és szérasnégyzetét, felhasznalva,
T
px

filooveny.
1-1-oa 1= uggvény.

hogy e valdsziniiségi valtozo generatorfiiggvénye a
Feladat:
Mutassunk példat olyan P = {px: k=1,2,...}, pp >0, k=0,1,2,..., > ppr =1,
k=0
oo
valészintiség eloszldra a nem negativ egész szamokon, melynek g(z) = > ppa®
k=0

generatorfiiggvénye semmilyen £ > 0 szam esetén nem konvergens a —1 — e < z <
1 + € intervallumon.

Feladat:

Legyen £ geometriai eloszldsu valészintiségi valtozd, azaz legyen P(§ = k) = p(1 —
p)k~1, k = 1,2,.... Léassuk be, hogy ¢ teljesiti a kovetkezd (diszkrét) orokifju
tulajdonsagot.

P(E=k+1¢ > 1) =p(1 —p)~' = P& = k).

Adjuk meg ennek az azonossagnak a valdszinliségszamitasi magyarazatat is.
b.) Hipergeometrikus eloszlds.

Tekintsiink el6szor egy tipikus példat, amelyikben ilyen eloszlasok megjelennek.
Adva van egy urndban M piros és N — M fehér golyé. Visszatevés nélkiil kihtzunk
n, n < N golyét. Mi annak a valészintisége, hogy k piros goly6t huztunk ki?

()0
()

N
golydkat, akkor ( ) kiilonbozé hizaseredmény alakulhat ki. (Nem kiilonboztetiink
n

meg két huzaseredményt, ha ugyanazokat a golydkat huztuk ki csak maés sorrendben.
Kissé részletesebben kifejtve: Az urndban levé golydkat szamozzuk meg 1-t61 N-ig ugy,
hogy a piros golyok kapjak az 1,..., M és a fehér golyok az M +1,..., N szamokat. Egy
n hosszisagu visszatevés nélkiili hizassorozat eredménye egy az 1, ..., N szamokbdl 4ll6
n hosszi szamsorozat, melynek minden tagja kiilonb6zo. A kiilonb6z6 huzassorozatok
szamat szamoljuk ki, ha azonositunk két olyan sorozatot, melyben ugyanazok a szamok
szerepelnek csak mas sorrendben. Ezutdan azon n hosszisagu huzéassorozatok szamét

Ez a valésziniiség Valéban, ha megkiilonboztetjiik az egyes
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szamoljuk Ossze, melyekben k piros, azaz az 1,..., M szamok valamelyikével indexe-
zett goly6é van.) Olyan huzdssorozat, melyben az M piros golyébdl k-t, az N — M
M\ (N —-M
fehér golyobdl pedig n — k-t hizunk < I ) < ) ) van. Mivel ezek azok az n hosszu
n —
huzassorozatok, melyekben pontosan k piros golyot hiizunk, és az egyes huzassorozatok
valoszinlisége megegyezik, innen kovetkezik az allitas.

A hipergeometrikus eloszlas definicidja. Azt mondjuk, hogy a £ valdszinidségi
vdltozo hipergeometrikus eloszlasi N, M és n paraméterekkel, ahol N, M és n nem
negativ egész szamok, M < N, n < N, ha

()0
(%)

Ilyen médon valéban eloszldst definidltunk. A > P({ = k) = 1 azonossiggal ekvi-

PE=k) =

no M\ (N-M N
valens ( ) ( ) = ( ) azonossagot (mas jeloléssel) belattuk a binomidlis

eloszlas vizsgalatdban.
Feladat:

Szamoljuk ki annak valdszintiségét, hogy a lottéban pontosan harom taldlatunk
lesz.

Szamoljuk ki egy hipergeometrikus eloszlasu valdszintiségi valtoz6 varhato értékét
és szérasnégyzetét.

Feladat:

Szamoljuk ki egy N, M és n paraméterli hipergeometrikus eloszlasu & valdszintiségi
valtozd varhatd értékét és szérasnégyzetét, azaz egy olyan valdszintiségi valtozo
varhato értékét és szorasnégyzetét, melyre

P =k)= (f)((j\;)f) 0<k<n.

M nM M\ n—n

utassuk meg, hogy E¢ nN,Varf N N)N—l
Segitség: Tekintsiink egy urnamodellt, melyben & jeloli azt, hogy N piros és N — M
fehér golyobdl n visszatevés nélkiili htizasban hany piros golyét hizunk. Legyen

§; = 1, ha a j-ik hizds eredménye piros, {; = 0, ha a j-ik huzas eredménye
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n
fehér, 1 < j < n. Ekkor a £ = ) ¢ valdszinliségi valtozé varhaté értékét és
j=1
szorasnégyzetét kell kiszamolnunk. Hogyan kell ezt csindlni? Emlékezziink arra,
hogy mint kordbban megmutattuk, ebben a modellben annak a valdszintisége, hogy
valamely hizds(ok)ban piros goly6t hiizunk nem filigg attél, hogy hanyadik hizést
tekintettik.

Ha egy urnahtuzasban N és N — M nagy, azaz sok fehér és piros goly6 van az
urnaban, és fix szamu golydt kihizunk, akkor a hizaseredmény szempontjabdl alig van
jelentosége annak, hogy a kihuzott golydkat visszadobjuk-e vagy sem. Ilyen jellegii
allitast fogalmaz meg a kovetkezd (egyszerii) feladat.

Feladat:
Ha N — oo, A}im ~ =P 0 < p < 1, n rogzitett egész szam, akkor
M\ (N - M
. k n—=k n\ n—k . )
lim = p"(1—p) minden 0 < k < n szamra.

n

A hipergeometrikus eloszlas természetes dltalanositasa a polihipergeometrikus el-
oszlas. Ennek megértése érdekében tekintsiik a kovetkezo feladatot: Egy urnaban r ki-
T

16nb6z6 szint goly6 van, Ni l-es, Ny 2-es, ... N, r-es szint goly6. Legyen N = > N;.

j=1
Ezekbdl a golyokbol kihtizunk n-et visszatevés nélkiil. Mi annak a valdszintisége, hogy
k1 1-es, ko 2-es, ... k, r-es szint goly6t huzunk ki?

A valasz:

N1\ [ No N,
k1 ko k.
N )
n
ahol n = > k.. Ennek az éllitdsnak a bizonyitdsa hasonléan torténhet mint a hiper-
j=1

geometrikus eloszlas bevezetése elott tekintett feladaté. Ennek a feladatnak az alapjan
vezették be a kovetkezo fogalmat.

A polihipergeometrikus eloszlds definicidja. Azt mondjuk, hogy a (&1,...,&)

véletlen vektor polihipergeometrikus eloszldasi Ny, ... N, és n paraméterekkel, ahol Nj,
T
1 <j<r, ésn nem negativ egész szamok, és N = Y N, jelolésseln < N, ha
j=1

)6 ()
)

PG =ki,....6 =k) =
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aholn = Y kj.
j=1

Feladat:

Legyenek &1, ...,&p és m1, ..., mar valoszintiségi valtozdk ugyanazon a valdszintiségi
mezon. Lassuk be, hogy

L M L M
Cov Z@,an :ZZCOV §is M)

Feladat:

Legyen (&1, ...,&,) véletlen vektor polihipergeometrikus eloszlasi Ny, ... N, és n
paraméterekkel. Szamitsuk ki az E{; varhaté értékeket, a Var¢; szoérasnégyzetet
minden 1 < j < r szamra és a Cov (;, &) kovarianciafiiggvényt, ha 1 < j, k <,
J# k.

Segitség: A hipergeometrikus eloszldsrol sz6l6 hasonlé feladat médszere természetes
moédon adaptalhatd ebben az esetben is.

d.) Poisson eloszlds.

A Poisson eloszlast kozvetleniil fogjuk definidlni. Azok a tulajdonsagai, amelyek
miatt fontos szerepet jatszik a valdszinliségszamitasban késobb fognak kideriilni.

Poisson eloszlas definicidja. Fgy & wvaldszintségi vdltozo A paraméterii Poisson
eloszlasi, ha & nem negativ egész értékeket vesz fel, és

Ak A
P(E=k)="7e k=012,

Ez valéban valdszintliség eloszlas, mert

- N N
ZP({zk): e =e Zg:e et =1.
k=0 ’ k ’

Szamitsuk ki egy A\ paraméterii Poisson eloszlasu valdszintliségi valtozé generatorfiigg-
vényét. Ez

ip(g i e Ai o e AT — A1)
k=0 k=0

k=0

| >

A kovetkezo allitast fontossdga miatt fogalmazzuk meg Tétel forméjaban.

Tétel Ha & és n két figgetlen, X\ illetve p paraméteri, Poisson eloszlasu valosziniiségi
vdltozo, akkor & +mn A+ p paraméteri Poisson eloszldsiu valdsziniségi viltozo.
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Bizonyitas:

k k
PE+n=k =Y P=jn=k—j)=Y_ PE=j)Phn=k-j)
7=0 Jj=0

Il
|
>’
7;
\_/_
|
|
=
-
<.
~
=l
||
<.
\_/
>4
M
’:?
S/

Feladat:

Mutassuk meg, hogy a Poisson eloszlas generatorfiiggvényének alakjabdl lathato,
hogy ha & és n két fiiggetlen, X illetve p paraméterii Poisson eloszlasu valdszintiségi
valtozo, akkor & +n A + p paraméterit Poisson eloszlast valészintiségi valtozoé.

A fenti eredmény kovetkezménye, hogy amennyiben véges sok fiiggetlen, Poisson
eloszlasu valdszintiségi valdszinliségi valtozonak vessziik az Osszegét, az ismét Pois-
son eloszlasu lesz, melynek paramétere az egyes valésziniiségi valtozok paramétereinek
az Osszege. A kovetkez6 feladat allitdsa, melynek érdekes kovetkezményei vannak,
tekintheté gy mint ennak az allitasnak a megforditasa. Abban ugyanis egy alkal-
mas konstrukcio segitségével egy Poisson eloszlast valdszintiségi valtozot bontunk fel
fiiggetlen kisebb paraméterti Poisson eloszlasi valdszintiségi valtozdk Osszegére.

Feladat:

Legyen adva k darab urna, és ezekbe dobjunk be véletlen £ szamu golyot, ahol
¢ Poisson eloszlasi valészinliségi valtozéo A > 0 paraméterrel. Legyenek az egyes
dobasok eredményei egymastél és a £ valdszinliségi valtozotol fliggetlenek. Tegyiik
fel tovdbb4, hogy minden egyes dobdsnal a golyé az j-ik urndba p; > 0 valészinii-

séggel esik, j = 1,...,k, > p; = 1. Jelolje n; a j-ik urndba es6é golydk szamat.
j=1

Ekkor az n;, j = 1,..., k valészinliségi valtozok fliggetlenek, és n; Poisson eloszlast

Ap; paraméterrel, j = 1,... k.

Lassuk be az el6z6 feladat segitségével a kovetkezo allitast:
Feladat:

Legyen adva & Poisson eloszldsi valészintiségi valtozo A paraméterrel. Dobjunk
le egymastol és a & valdszinliségi valtozétdl fiiggetlentl véletleniil egyenletesen &
darab pontot az egységintervallumra, azaz tegyiik fel, hogy minden pont b — a
valésziniiséggel esik valamely [a, b] C [0, 1] intervallumba. Ekkor a [0, 1] intervallum
tetszoleges felbontdsara [so, 1], [s1,S2], -+, [Sk—1, Sk| intervallumokra, 0 = sg <
51 < --- < s =1, az egyes intervallumokba esé pontok szama egymdstol fiiggetlen
Poisson eloszlasu valoszinliségi valtozé s; — s;_1, 1 < j < k, paraméterrel.
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Szamitsuk ki egy & A\ paraméterti Poisson eloszlasi valdszintliségi valtozo varhatéd
értékét és szérasnégyzetét.

Be= 3 ke — e 3 A ey,
I D
=1 =1

2 2 - - -\
EE =Yk e _Zk(k—mE +Zkzﬁe
k=1 k=2 =1
a2 AP 2
=e ")\ A=A"+ A
e ;(k_2)!+ + A,

6s Varf = BE2 — (BE)? = (A +A2) — A2 =\,

Jegyezziik meg, hogy a Poisson eloszlas varhaté értékére és szérasnégyzetre kapott
eredmények 0sszhangban vannak azzal a ténnyel, hogy fiiggetlen Poisson eloszlasi valo-
szinliségi valtozdk Osszege olyan Poisson eloszlasi valdoszinliségi valtozé, melynek para-
métere az osszeadanddk paramétereinek az 0sszege. Ugyanis mind a varhaté érték mind
a szorasnégyzet additiv fliggetlen valdszinliségi valtozok Osszegzése esetén.

Feladat:

Legyenek &;, j = 1,...,r, fliggetlen Poisson eloszlasi valdsziniiségi valtozok Aj,
1 < j <r, paraméterekkel. Mutassuk meg, hogy

T AM
T

r n! J
P glzkl,...,gr:kr ;gj:n :kl'kT'H

kj’
{6
s=1

ha Y kj =n. Azaz a &,...,&, vektor feltételes eloszlasa feltéve, hogy > k; =n
j=1 j=1
Aj

a polinomidlis eloszlds n és p; = , 1 < j <r, paraméterekkel.

>0 As
s=1

Lemma. Mindenn =1,2,... szdmra tekintsink eqy S,, binomidlis eloszldsi valdszini-
ségi vdltozot B(n,py) eloszldssal, azazn és p, paraméterekkel. Tegyiik fel tovdbbd, hogy
a Ay = npn, n=1,2,..., szamok teljesitik a lim \,, = X\ feltételt valamilyen X > 0

szammal. Ekkor

lim P(S, =k) = Nk o

n—00 k!

minden k =0,1,2,... szdmra.
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Bizonyitas:

ha n — oo minden

A\ P
(1__) 16
n

k = 0,1,2,... szamra,

nn—1)---(n—k+1)
nk
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