A Valésziniiségszamitas 1. el6adassorozat masodik eléadasa.
2002 februar 5.

Osszefoglald:
Hogyan definidlhatjuk a kordbban vizsgalt problémdkat leiré valdszinidségi modelleket?

a.) Adjuk meg egy szabdlyos pénz tiz egymdsutani (fiiggetlen) dobds eredményeinek
egy modelljét.

A természetes hozzadllas a kovetkezd: Vegyiik az 0sszes lehetséges 10 hosszisagu
fej-irds sorozatot. Ezek lesznek az w = (F,...,I,...) elemi események. Az Q) biztos
esemény az Osszes lehetsége elobb definidlt w elemi eseményekbdl all6 halmaz. Az
A o-algebra az ) 6sszes lehetséges részhalmazabdl &ll.) Ilyen médon valéban o-
algebrat definidltunk. Definidlnunk kell még a P(A) val6szintiségeket minden A € A
halmazra. Ezt a kovetkezOképp tessziik: Minden w elemi eseményre P({w}) =

(%)10, mert egy szabdlyos pénzdarab feldobasakor minden dobassorozatnak ennyi

a valészintisége. Végil P(A) = > P({w}) minden A € A halmazra.
w€EA

’ 1 ‘s s . - 2 L s g s .
Egy pénzdarabot, mely 3 valészinliséggel esik a fej és 5 valoszinliséggel az iras

oldaldra feldobunk (egymastodl fiiggetleniil) 10-szer egymés utdn. Adjunk erre
val6szintiségi modellt.
Megoldas: Legyen w egy elemi esemény egy 10 hosszisigu fej-irds sorozat. Te-
kintsiik az Osszes ilyen sorozatbdl allé halmazt, ez legyen 2, a biztos esemény.
Legyenek a A o-algebra elemei az 2 halmaz részhalmazai. (Az Osszes lehetséges
részhalmazt tekintjiik.) Definidlnunk kell még egy A € A halmaz (esemény) va-
16szinfiségét P(A) is. Ezt a kovetkezd médon tesszik: P(A) = > P({w}), és
weA
P{w}) = (%)k . (%)10711 ha az w elemi esemény olyan sorozat, amelyik k fej és
10—k irasjelbdl all. (Ugyanis minden fej-dobés esetén % és minden iras-dobés esetén
%-dal, a fej, illetve frasdobés valésziniiségével kell megszorozni a valdszintiséget.)
Egy urndban 20 piros és 30 fehér goly6 van. Kihuzunk 25 golyét

a.) visszatevéssel,
b.) visszatevés nélkiil.

Adjunk erre valdszintiségi modellt mind a két esetben.

Megoldds: Az el6z6 feladat megoldasdhoz hasonlé konstrukeiot adhatunk. Legyenek
az w elemi események a 25 hosszisagi P, F' (piros, fehér) jelekbél allé sorozatok,
az €2 biztos esemény az Osszes ilyen sorozatbol allé halmaz, A az Q) részhalmazaibdl

all6 halmaz, P(A) = > P({w}), minden A € A halmazra, és definidlnunk kell
w€eA

még a P({w}) valészintiségeket. Eddig a pontig az a.) és b.) esetet kielégitd
konstrukcié nem kiilonbozott. A kiilonbség az lesz, hogy a két esetben masképp
fogjuk definidlni a P({w}) valészinliségeket. Az a.) esetben, amikor visszatevéssel
hizzuk ki a golydkat, egy olyan w valdszinlisége, amelyik k P és 25 — k F' jelet

tartalmaz (2)* (3)*7F

o : , mert minden piros hizasnak % és minden fehér hiizasnak
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% a valdésziniisége, (a huzés elétt az urnaban levs piros illetve fehér golydk szdma

osztva az urnaban levé golydk szamaval.) A b.) eseben, amikor visszatevés nélkiil
hizzuk a golydkat, egy olyan w valdszintisége, amelyik k& P és 25 — k F' jelet tar-
20-19---(20—k+1)-30-29---(30 — (25 — k) + 1)

talmaz 52 g 19 l 26 Ugyanis egy eldirt
huzdssorozat valészintisége [] (7‘7,), ahol [(j) az a j — 1-ik hizds utdn az
j=1 50 — ] —+ 1

urnaban maradt piros golydk szama, ha a j-ik hiizas piros, és a 7 — 1-ik hlizas utan
az urndban maradt fehér golyok szama, ha a j-ik huzas fehér. Gondoljuk meg,
hogy ez a kifejezés megegyezik a megadott formulaval, ha k fehér és 25 — k piros
htzas tortént.

Hazi feladat:

Egy szabalyos dobokockat feldobunk 10-szer egymas utan. Adjunk erre valészini-
ségi modellt.

Targyaljuk a kovetkezd problémat is: Egy pénzdarabot feldobunk végtelen sokszor
egymas utan. Annak vizsgalatdhoz, hogy vajon igaz-e, hogy a fej-dobdsok szamanak re-
lativ gyakorisaga 1 valdszintiséggel tart az % szamhoz, el6szor definidlnunk kell egy olyan
valoszinliségi modellt, ahol ez a kérdés precizen megfogalmazhato. Ezért definidlnunk
kell olyan valdszinliségi mez6t, ahol egyszerre tekinthetjiik végtelen sok dobas ered-
ményét. Ilyen konstrukcié megadasa lehetséges, de ez az el6bb targyalt feladatoknal
lényegesen nehezebb. Elkeriilhetetlentil felmeriilnek nehéz analizisbeli problémak.

A természetes hozzaallas a kovetkez6: Legyenek az w elemi események a végtelen
hosszi fej-irds sorozatok, az ) biztos esemény pedig az Osszes ilyen sorozatbdl allé
halmaz. Definidlnunk kell az € részhalmazaibdl all6 A o-algebrat, és azon egy P
valoszinliséget. Ezt mar nem tehetjiilk olyan egyszeriien mint a korabbi esetekben.
Vegyiik észre, hogy P({w}) = 0 a definiciéja minden végtelen dobassorozatnak, de
mivel  kontinum sok (tehat tobb mint megszdmlilhatd) elemi esemény unidja, ezért
nem definidlhatjuk az A halmazok P(A) valdsziniliségét olyan egyszeriien, mint tettiik
eddig. Tehédt nem definidlhatjuk P(A)-t 4gy mint az A halmaz altal tartalmazott ele-
mi események valdsziniiségének Osszegét. Finomabb deficiiéra, érvelésre van sziikség,
és ennek az érvelésnek a segitségével nem tudjuk minden halmaznak a valdszinliségét
definidlni. Ez az oka annak, hogy a valdszinliségi mez6 definiciéjaban bevezettiik a o-
algebra fogalmét, amiben Osszegyiijtottiik az Gsszes olyan halmazt (eseményt), melynek
beszéliink a valdszintiségérol.

Felmeriilhet a kérdés: Nem okoz-e gondot az, hogy nem minden lehetséges halmaz
valészintliségét definidltuk. A vélasz az, hogy nem. Ugyanis minket csak az olyan
események (halmazok) valészintisége érdekel, melyeket explicit médon meg tudunk adni.
Viszont ezek benne vannak az altalunk késobbiekben definialt o-algebraban.

Minden k£ = 1,2,... szdmra, és k hosszusagi (--- , F,--- ,J,---) sorozatra defini-
aljuk az
Ap(-+-,F,...,I,...) = {w: w olyan végtelen fej-irds sorozat,

melynek els6 k jegye ez a (..., F,...,I,...) sorozat}
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halmazokat és ezek P(Ap(...,F,...,I,...)) = 27F valészinfiségét. Szemléletesen azt
tettiik, hogy tekintettiik azokat az eseményeket, melyek azt irjak le, hogy mi volt az
els6 k dobés eredménye, és ezek valoszinliségét ugy definidltuk ahogy kell. Természetes
elvaras, hogy az elobbi események legyenek benne a konstrualandé valdszintiségi mezo
A o-algebrdjaban, és ezek valdsziniisége legyenek az elobb megadott szamok. A valé-
szintliségi mez6 definicidja lényegében ezen kovetelmények teljesitésébél dll. A formalis
definicié megadéasa érdekében bizonyitsuk a kovetkezo egyszerii lemmat.

Lemma: Legyen adva egy €2 halmaz, és ) részhalmazainak valamilyen Fy rendszere.
Létezik eqy az Fo halmazrendszert tartalmazo legszikebb o-algebra, azaz egy olyan F
o-algebra, melyre igaz, hogy

a.) F tartalmazza az Fo halmazrendszert, azaz, ha F € Fy, akkor F € F.

b.) Ha eqy F o-algebra tartalmazza a Fo halmazrendszert, akkor az tartalmazza a F
o-algebrdt is, azaz, ha F € F, akkor F € F.

Megjegyzés: A fenti F o-algebrat szoktdk a Fy altal generalt o-algebranak is hivni.

Bizonyitds: Vegyiik észre, hogy létezik az Fy halmazrendszert tartalmazé o-algebra.
Ilyen példaul, az ) Osszes részhalmazat tartalmazé o-algebra. Tekintsiik az Fy hal-
magzrendszert tartalmazé osszes G o-algebra

F=()6

FoCG

metszetét, ahol Fy C G azt jelenti, hogy a G o-algebra tartalmazza az Fy halmazrend-

szert, a metszet pedig gy értendd, hogy F' € (G, ha F' € G a metszetben szerepld

mindegyik G o-algebrara. Azt allitjuk, hogy F* o-algebra. Valéban, ha F,,, n =1,2,...
oo

halmazokra igaz, hogy F,, € F*, akkor az F' = (] F,, halmazra szintén teljesiil, hogy

n=1

F € F*. Ugyanis, ekkor minden G D Fy o-algebrara, F,, € G, tehat a o-algebra tulaj-
donsdg miatt F' € G az ilyen o-algebrékra. Innen kovetkezik, hogy F' = (| F,, € F*.

n=1

oo
Hasonléan |J F,, € F*, Qe F* és Q\ F € F* ha F € F*.
n=1
Ezért F* egy az Fp halmazrendszert tartalmazé o-algebra. Innen, illetve F*
definicigjabdl viszont kovetkezik, hogy ez az Fj-t tartalmazd legsziikebb o-algebra.

Jelen esetben tekinthetjiik az 6sszes (*) alakd halmazbdl allé Fy halmazrendszert
és az Aaltala generalt o-algebrat. Ez lesz a definidlandé (€2, A, P) rendszerben az A
o-algebra. Definialnunk kell még a P valdszinliségi mértéket is az A o-algebran. Ez
lehetséges az alabb kimondott, de ebben az eldadassorozatban nem bizonyitandé tétel
alapjan.

Tétel. Tekintsik az dsszes fej-irds sorozatbdl dllo Q2 halmaz (x) képlet dltal definialt
Ap(F,...,1,...) alaki halmazokbol dlle Fo halmazrendszert, és a Fo halmazrendszer
dltal generdlt A o-algebrdt. Minden régzitett k-ra legyen P(Ag(F,...,I,...) = 27F
tetszdleges k-hosszi fej-irds sorozatra. (Azaz akdrhogy is adjuk meg az elsé k dobds
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eredményét, annak valdszinisége, hogy ez bekovetkezik, legyen 27%.) Ekkor létezik az A
o-algebrdn eqy olyan egyértelmiien meghatdrozott o-additiv mérték, mely teljesiti a fenti
azonossdgokot.

A fenti eredmény azt jelenti, hogy létezik a természetes elvarasokat kielégité va-
16szintiségi mérték, sét ezek a feltételek egyértelmilen meghatarozzak a A o-algebra
Osszes eseményének a valdszinliségét. Megjegyezziik, hogy ez a nem-trividlis eredmény
valdjaban specialis esete egy dltalanosabb eredménynek. Ezeket az eredményeket itt nem
targyaljuk, de az ezen el6adédshoz irt Kiegészitésben megadom a kérdéskor vizsgdlatahoz
sziikséges legfontosabb eredményeket. A részletek pontos kidolgozasa a mértékelmélet
tantargy témaja. Fazekas Istvan konyve a 45. oldalon szintén targyalja ezt a problémat,
s6t a konyv 7. fejezete (Appendix) tovabbi értékes informacidkat tartalmaz. Jelen szin-
ten elégedjiink meg azzal a talan kissé pongyolan megfogalmazott allitassal, hogy minden
természetes modon felmeriilé problémanak meg lehet adni valdsziniiségi modelljét. Ezt
a definiciét ugy lehet megadni, ahogy azt jézan paraszti ésszel elvarjuk. Nehézséget az
okoz, hogy a konstrukcidék helyességének bizonyitasa mély mértékelméleti eredmények
ismeretét igényli.

Annak érdekében, hogy lassuk, a fenti konstrukcié jol miikodik, lassuk be a kovet-
kezo allitast.

Allitas: Tekintsiik az elébb definidlt valdsziniségi mezdt, ahol a szabdlyos pénzdarab
végtelen dobdssorozatdt definidltuk. Adva eqy w végtelen fej-irdas dobdssorozat, jeldlje
k(n,w) az w sorozat elsé n jelében szereplé F betiik szamdt. Ldssuk be, hogy az az A
halmaz, melyet ugy definidlunk, hogy

A= {w : Létezik a lim M

hatdrérték. }
n—oo n
teljesiti az A € A tulajdonsdgot. Mads szavakkal: Az az esemény, hogy a fejdobdsok
relativ gyakorisagdnak van hatdrértéke azon események kozé tartozik, melyeknek defini-
altuk a valoszintségét.

k(n,w
Bizonyitds Az, hogy a sorozat, n = 1,2,... valamely w-ra konvergal, ekvivalens

k(n,w)

minden € > 0 szdmhoz létezik olyan ng = ng(e,w) kiiszébindex, hogy n > ng és n >

azzal, hogy a sorozat, n = 1,2,..., Cauchy sorozat, ami azt jelenti, hogy

kin,w k(n,w . . " ,
ng esetén (n,w) — ( — ) < e. Ez ekvivalens azzal, hogy minden k pozitiv egész
n n
szdmhoz létezik olyan ng = ng(k,w) kiiszobindex, hogy n > ng és n > ng esetén
E(n,w) k(n,w) 1
— — < —.
n n k

Az, hogy ez az utébbi allitas teljesiil valamilyen k és ng szamra, ekvivalens azzal,
hogy w € Ay, »,, ahol

k k(n 1
Ak,m):{w: ‘ (n,w) (n,w)'<E ha n > nyg, nzno}

n n



“A A fo ‘km,w)_k(_

n=ng Nn=ng

\.:‘
&
A
| —
—

Akkor 1étezik olyan ng = no(k,w) kiiszobindex, melyre

k(n,w) k(n,w)‘ 1

és n > ng esetén, ha

wEAk = Ej Ak,m-

m=1

k(n,w
Akkkor Cauchy sorozat a szamsorozat, ha

n
we A=) Ak
k=1
k(n,w)  k(n,w)

1
Vegyiik észre, hogy az { w: ‘ < E} halmaz minden el6irt (n, i) szam-

n n
parra eleme az A o-algebanak, mert megmondhatd, hogy mely max(n,n) fej és irdsjellel
kezd6do sorozatok tartoznak ehhez a halmazhoz, és melyek nem. Innen és a o-algebra
definiciéjabdl viszont az is kovetkezik, hogy az halmazok segitségével definialt Ay .,
A halmazok minden k, ng indexre, valamint az A halmaz eleme az A o-algebranak.
Viszont az A € A allitas az, amit bizonyitanunk kelllett.

Eqy mdsik vizsgalt probléma, melynek megoldasa nem-trividalis analizisbeli eredmények
felhasznadldsat igényli:

Ledobunk egymadstdl fiiggetlentil egy x és egy y pontot egyenletesen a [0, 1] inter-
vallumba, azaz mind az x mind az y pont |b — a| valdsziniiséggel esik egy [a,b] C [0, 1]
intervallumba. Az (z,y) szampar kijelol egy véletlen pontot az egységnégyzeten. Mi
annak a valdsziniisége, hogy ez a pont beleesik az egységnégyzet valamely A halmazaba?

Azt varjuk, hogy ez a valdszinliség megegyezik a halmaz és az egységnégyzet met-
szetének a teriiletével. Ez az elképzelés 1ényegében helyes, de természetesen csak azzal
a megszoritassal, hogy az allitas olyan halmazokra igaz, melyeknek van teriiletiik. Sze-
retnénk megfogalmazni az analizisnek azokat az eredményeit, melyek lehetové teszik a
sziikséges valdszintiségi modell leirasat. Ezért felidézziik az analizisben szerepld Borel
o-algebra és Lebesgue mérték fogalmat.

Tekintsiik az egységnégyzet [a, b] X [c, d] alakd részhalmazait, (melyek téglalapok),
és definidljuk ezek teriiletét (Lebesgue mértékét) mint (b — a)(d — ¢). Tekintsiik azt
a legsziikebb o-algebrat, mely tartalmazza az Osszes ilyen alakd halmazt. Az Osszes
ilyen halmazbdl all6 rendszert hivjak Borel féle o-algebranak az egységnégyzeten. Az
analizis egy fontos eredménye szerint a fenti téglalapokon definidlt tertiletet ki lehet ter-
jeszteni a Borel féle g-algebrara mint egy o-additiv halmazfiiggvényt, és ez a kiterjesztés
egyértelmi. Ezt a halmazfiiggvényt hivjak az irodalomban Lebesgue mértéknek.

Ezen eredmények segitségével definidlni tudunk egy szamunkra kivanatos valdszi-
niségi modellt. Legyenek az w elemi események az egységnégyzet pontjai, €2, a biz-
tos esemény, a [0,1] x [0,1] egységnégyzet. Legyen A a Borel féle o-algebrénak az
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egységnégyzeten, a P mérték pedig a Lebesgue mérték ezen a o-algebran. Mutatunk
két példat arra, hogy ennek a modellnek a megértése nagy segitséget jelenthet bizonyos
feladatok megoldasaban.
Elso feladat: Két ember 8 és 9 6ra kozott megjelenik egy téren egymastol fliggetleniil
és egyenletes eloszlasal. Mind a ketto félérat var a masikra, és ha az addig nem
jon, akkor hazamegy. Mi a valdszinlisége annak, hogy talalkoznak?
Megoldas: Tekintsiik az egységnégyzetet, és valasszuk azt a véletlen pontot az
egységnégyzeten, melynek x koordinatdja megadja, hogy az els6 ember az y ko-
ordinataja pedig megadja, hogy a masodik ember ember mikor érkezett. Ekkor az
igy definialt pont egyenletes eloszlasu az egységnégyzeten, azaz annak valdszintisé-
ge, hogy ez a pont az egységnégyzet egy (szép) részhalmazaba esik megegyezik e
halmaz teriiletével. Az, hogy a két ember taldlkozik azt az eseményt jelenti, hogy
az igy definidlt (z,y) pont az egységnégyzet

A:{(Ly): —%Sy—xﬁ%}ﬂ[(),l] x [0, 1]

részhalmazéaba esik. Ennek a halmaznak a tertilete 1 — 2 - é = %, és ez a keresett
valészintiiség.

Mésodik feladat: Két egy méter hosszi botot véletlenszeriien, (egymastdl fligget-
leniil) egyenletes eloszlassal eltoriink. A két rovidebb darabot Gsszeragasztjuk. Mi
annak a valészinlisége, hogy az igy kapott 4j bot hossza kisebb mint 0.8 méter?
Megoldas: Ez a feladat is hasonlé médon targyalhat6. Tekintsiik az egységnégyze-
tet, és valasszuk azt a véletlen pontot az egységnégyzeten, melynek x koordinataja
megadja, hogy hol tortiik el az els6 botot az y koordinatdja pedig azt, hogy hol
tortiik el a mésodik botot. Ekkor az igy definidlt pont egyenletes eloszlasu az
egységnégyzeten. Az az esemény, hogy az Osszeragasztott bot hossza kisebb mint
0.8 megegyezik annak az eseménynek a valészinliségével, hogy az (z,y) pont a
kovetkezo Al, AQ, A3 és A4 halmazok Al U AQ U A3 U A4 uni(')jziba esik: A1 =
{(z,y): x+y <0.8}NJ[0,1] x [0,1], As = {(z,y): 2+ (1 —y) < 0.8} N]0,1] x [0, 1],
As = {(z,y): 1 —24+y <08} N[0,1] x [0,1] és Ay = {(z,y): 1 —xz+1—y <
0.8} N [0,1] x [0,1]. Rajzoljuk le ezeket a halmazokat. Az abra mutatja, hogy az
A1 UA5U A3U Ay halmaz komplementere az a négyzet melynek csicsai a (0.3, 0.5),
(0.5, 0,3), (0.7, 0.5), és (0.5, 0.7) pontok. Ennek a négyzetnek a teriilete, 0.08 tehdt
a minket érdeklo valdsziniiség 1 — 0.08 = 0.92.

Késobb tanulni fogunk olyan moédszereket, melyek lehet6vé teszik e két feladat
megoldasat mas médon. Akkor majd vissza fogunk térni ezekhez a feladatokhoz.

A valészintiség definicigjaban feltettiik, hogy a valdsziniiségi mérték nemcsak ad-
ditiv, hanem o-additiv is. Ez kényelmesebbé teszi a szamolasokat, és ezenkiviil ez tette
lehet6vé a végtelen dobassorozatot definidld valdoszinliségi mérték illetve a pontledobast
leir6 Lebesgue mérték egyértelmi definicidjat. Erdemes megérteni a o-additiv és ad-
ditiv halmazfiiggvények kozotti kapcsolatot. A Fazekas konyv 23. oldalan talalhato
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egy allités (2.5 Allités) arrdl, hogy a o-additivitds az ekvivalens azzal, hogy az addi-
tivitason kiviil még egy mérték folytonossaganak nevezett tulajdonsag is teljesiil. Ezt
az allitast aldbb megfogalmazom az aldbbi Tétel A eredményében, és annak (egyszeri)
bizonyitasat megadom a Kiegészitésben.

Tétel A. Legyen adva egy ) halmaz, annak bizonyos részhalmazaibol dllo A o-algebra,
és azon eqy P additiv nem-negativ halmazfiigguény, azaz feltessziik, hogy 0 < P(A) < oo
minden A € A halmazra, és P(AU B) = P(A) + P(B), ha A és B diszjunkt halmazok.
A P halmazfiggvény akkor és csak akkor o-additiv a A o-algebrdn, ha teljesiti az aldbbi
a mérték folytonossdgdnak nevezett tulajdonsdgot:

Ha A, € A, n=1,2,... az A o-algebra olyan elemei, melyekre
o ]

CANC A1 T CAy, b5 [ An=0,
n=1

akkor lim P(A,) = 0.

A fenti dallitdas akkor is érvényes, ha az A algebra, de nem feltételeniil o-algebra.
Ez esetben a o-additivitds ugy értendd, hogy amennyiben az A,, n =1,2,..., halmazok

(@)
diszjunktak, A, € A minden n = 1,2,... indexre, és ezenkivil az A = |J A, € A

n=1

feltétel is teljesiil, akkor P(A) = >  P(A,).
n=1

Vilagos, hogy legalabbis formalisan a o-addititds erésebb kovetelmény mint csak
az additivitas. De tudunk-e példat adni egy o-algebran additiv, de nem o-additiv
halmazfiggvényre? Elképzelheto-e, hogy a o-additivitas eléirdsa miatt bizonyos érdekes
feladatokra nem tudunk valdszintiségi modellt adni?

Ezekre a kérdésekre megnyugtaté valaszt tudunk adni. Léteznek o-algebran ad-
ditiv, de nem o-additiv halmazfiiggvények. Ezeket viszont mindig csak nem konstruktiv
moédon (kivalasztési axiéma vagy egy vele ekvivalens allitds segitségével lehet megadni.)
Tehat konkrét, jol megfogalmazhaté feladatokban nem jelenik meg az a probléma, hogy
a valdszinliséget megadod természetes jelolt additiv, de nem o-additiv.

Végiil a valdsziniiségi modellek konstrukciéja kapcsan még egy megjegyzés. A
megadott konstrukciok jo konstrukciok, de nem az egyediil j6 konstrukciok. Példaul
egy szabdlyos pénzdarab 10 egymas utani feldaobdsara az is lehet modell, hogy a
pénzdarabot, 20 alkalommal dobjuk fel, de az utolsé tiz dobas eredményét nem vessziik
figyelembe. Jegyezziik meg azt is, hogy a vizsgalt feladatokban a valdszintiségek kisza-
moldsdban nem jatszott szerepet, hogy a kivant feladatnak milyen (a feladat feltételeit
kielégit) modelljét tekintjiik.



Feltételes valdszintiiség

Annak érdekében, hogy megértsiik, milyen fogalmat probalunk pontosan megfogalmazni

tekintsiik a kovetkezo példat. Egy szabalyos pénzdarabot feldobunk 10 alkalommmal.

Viélaszoljuk meg a kovetkezo két kérdést:

a.) Mi a valésziniisége annak, hogy pontosan 6 fejdobés torténik?

b.) Mi a valdsziniisége annak, hogy pontosan 6 fejdobés torténik, ha tudjuk, hogy az
els6 pénzdobés eredménye fej?
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Az a.) kérdésre a vélasz az, hogy ( 6 )2_10, mert ( 6) egymast kizaro eseményt
kell figyelembe venni, és ezek mindegyikének a valészinfisége 2719, A b.) kérdésre a
9 9
valasz az, hogy (5> 279 mert (5) egymast kizaré eseményt kell figyelembe venni, és

ezek mindegyikének a valdsziniisége 2. Tehét, ha van valamilyen plusz informdciénk,
akkor az befolyasolhatja értékelésiinket arrdl, hogy mi egy adott esemény valdsziniisége.
A feltételes valésziniiség foglama ezt az elképzelést onti forméba. A formalis definici6 a
kovetkezo:

Feltételes valésziniiség definiciéja. Adva egy B esemény egy (2, A, P) valdsziniségi
mezdn, melyre P(B) > 0, egy ugyanezen a valdsziniiségi mezdn lévd A esemény feltételes
valdszinisége feltéve a B eseményt (azaz a B esemény bekovetkezését)

P(ANB)

Megjegyzés: Csak pozitiv valészinliségi B események, azaz P(B) > 0 esetén definidljuk
a P(A|B) feltételes valdszintiséget.

E definici6 szemléletes tartalma a kovetkez6. Ha a B esemény bekovetkezik, akkor
minden a B eseményt kizaré esemény feltételes valészintlisége, (feltéve a B eseményt)
nulla, tovabba tetszoleges A esemény feltételes valdszinilisége megegyezik az A N B
esemény feltételes valdszintiségével. Természetes feltenni, hogy az A N B esemény
P(A N B|B) feltételes valészinlisége ardnyos ezen esemény P(A N B) valdszintiségével.
Mivel P(B|B) = 1, ez sugallja a fenti definicét.

A feltételes valdszinliségre érvényes néhdny egyszerii, de gyakorlati alkalmazasok-
ban fontos Osszefiiggés. Mielott ezek targyalasara térnénk, tekintsiik a kovetkezo felada-
tot:

Feladat: Reggel valaki hazulrél elmenve a lakaskulcsot elteszi, mégpedig tgy, hogy
0.5 valészintiséggel teszi a kabatzsebébe, 0.3 valoszintiséggel a nadragzsebébe és 0.2
valészintiséggel a mellényzsebébe. A nap folyaméan mindenfelé jar, ezért a lakaskulcs
a kabatzsebébdl 0.1, a nadragzsebébdl 0.2, a mellényzsebébol viszont 0 valdszini-
séggel esik ki. Este hazatérve emberiink el6szor a kabat majd a nadragzsebében
keresi a kulcsot, de egyik helyen sem talalja. Mi annak a valdszinlisége, hogy a
lakéskulcs ott van a mellényzsebében?



Megoldas: Jelolje Ay azt az eseményt, hogy emberiink a lakaskulcsot a kabat
As, hogy a nadriag és As, hogy a mellényzsebébe tette. Jelolje tovabba B azt
az eseményt, hogy a kulcs nem veszett el. Ekkor feltételeink szerint az A;, As
és Az események egymdst kizardak, P(A;) = 0.5, P(A2) = 0.3, P(A3) = 0.2
tovabba P(B|A;) = 0.9, P(B|A2) = 0.8 és P(B|A3) = 1. Vezessik be a C =
(BN Ay) U (BN Ay) U Az eseményt. Ekkor C jelenti azt az eseményt, hogy em-
beriink este nem tal&ilta(a lakéikulcsot sem a kabat sem a nadriagzsebében. Ezért
_ P(BNC
minket a P(B|C) = PC)
P(A1 N B) + P(A3 N B) + P(A3) = P(B|A1)P(A1) + P(B|A2) P(A2) + P(A;) =
0.1-0540.2-0.3+0.2=0.31,és P(BNC)= P(B g643) = P(A3) = 0.2. Innen a

feltételes valdsziniiség érdekel. Viszont P(C) =

inket érdeklo feltétel 16szintliség értéke —— = —.
minket érdekld feltételes valdszintiség érteke =0 = =

Kiegészités:
A Tétel A bizonyitdsa. Lassuk el6szor be, hogy amennyiben a P halmazfliggvény nem-

csak additiv, hanem o-additiv is, akkor teljesiti a folytonossagi tulajdonsagot: Legyenek
A, e A,n=1,2,... az A (0)-algebra olyan elemei, melyekre --- C A,, C 4,1 C -+ C
Ay, és ) A, = 0. Definidljuk a (diszjunkt) B, = A, \ A,+1, halmazokat. Ekkor

n=1
0o

A, = U Bk, n=1,2,..., ezért a P halmazfiiggvény o-additivitdsa alapjén P(A,) =

k=n

> P(By). Specidlisan, P(A;) = Y P(Bg) < oo. Ezért minden ¢ > 0 szamhoz
k=n k=1

létezik olyan ng = ng(e) kiiszébindex, melyre teljesiil, hogy P(A,) = Y. P(Bx) < ¢,
k=n

ha n > ng, és ezt kellett belatni.
Ha a P halmazfiiggvény additiv, és teljesiti a folytonossagi feltételt, akkor tekintsiik

A, € A, n=1,2,... diszjunkt halmazok tetsz6leges rendszerét, legyen B, = |J A,
k=n
n=1,2,.... (Jegyezziik meg, hogy akkor is tudjuk, hogy B,, € A, ha A algebra, de nem
n—1
feltétlentil o-algebra. Ugyanis feltettiik, hogy By € A, ezért B,, = By \ ( U Ak) cA
k=1

minden n = 1,2,... indexre.) Ekkor --- C B, C B,_1 C --- C By, és () B, = 0,

n=1
ezért a P halmazfliggvény folytonossdgi tulajdonsiga miatt lim P(B,) = 0. Ezért
n—oo

tetszoleges N pozitiv egész szamra

oo N-1 N-1
P (U An> =P ( U An> +P(By) =Y _ P(A,)+ P(By).

Mivel Nlim P(By) =0, innen N — oo hataratmenettel megkapjuk a kivant allitést.
—00

A valdszintiségi modellekben szereplé P valdsziniiségi mértékek o-additivitdsdanak
igazoldsdban alapvetd szerepet jatszik a mértékelmélet alabbi, itt nem bizonyitandé
nagyon fontos eredménye:



Carathéodory tétele mértékek egyértelmii kiterjesztésérol. Legyen adva egy
nem-negativ véges p mérték (azaz o-additiv halmazfiggvény) egy Q0 halmaz bizonyos
részhalmazaibol dllo Ao algebrdn. Ekkor a p mérték egyértelmien kiterjeszthetd az Ag
daltal generdlt A o-algebrdra.

Megjegyzés: Fontos, hogy ez az eredmény nemcsak a mérték kiterjeszthetdségét allitja,
hanem annak egyértelmiiségét is. Ez azt jelenti, hogy a generdlt o-algebraban szerepl6
halmazok mértékét (a minket érdekld alkalmazédsok esetében valdsziniiségét) egyértel-
mien tudjuk definidlni.

A fenti eredmény énmagaban nem elegendé az el6adasban tekintett szabalyos pénz-
darab végtelen dobéssorozatokat leir6 modell helyességének a bizonyitasdhoz. Meg kell
ugyanis el0szor adni azt az A( algebrat és rajta azt a o-additiv halmazfiiggvényt, melyre
a tételt alkalmazhatjuk.

Jelen példédban természetes médon definialhatjuk azt az A, algebrat és a rajta
értelmezett P mértéket, melyre a Carathéodory tételt alkalmazni kivanjuk. Nevezete-
sen, alljon Ag az Osszes lehetséges végtelen fej—irast tartalmazo 2 halmaz azon részhal-
mazaibol, melyek csak véges sok koordinatatol fiiggnek, azaz egy A halmaz akkor és csak
akkor tartozik a Ag algebrahoz, ha létezik egy k pozitiv egész szam és k-hosszusagu fej—
iras sorozatoknak egy B halmaza, melyre igaz, hogy egy végtelen fej-iras sorozat akkor
és csak akkor tartozik az A halmazba, ha az elsé k tagjabol allé k hosszuségu fej—iras
sorozat a B halmazhoz tartozik. (Az ilyen tipusi halmazokat hivjadk az irodalomban
henger-halmazoknak.) Tovébb4, legyen egy ilyen A halmaz P mértéke a B halmaz
mértéke szorozva a 2% szammal.

Nem nehéz beldtni, hogy ilyen mdédon egy Ag algebrat definialtunk, és azon egy P
nem-negativ egyre normdalt additiv halmazfiiggvényt. Viszont kordntsem nyilvanvalo,
hogy a P additiv halmazfiiggvény egyben o—additiv is. Ez utébbi allitas bizonyitasdhoz
érdemes felhasznalni a Tétel A eredményét, mely szerint a P halmazfiiggvény o—addi-
tivitasanak bizonyitasahoz elég belatni, hogy az teljesiti a Tétel A-ban megfogalmazott
folytonossagi tulajdonsiagot. Ez utébbi allitast azért viszonylag konnyt ellenorizni, mert
mint az elemien (bér nem teljesen trividlisan) megmutathatd, ha a fent-definidlt henger-
halmazok egy egymésba skatulyazott sorozatdnak a metszete iires, akkor megadhaté e
hengerhalmazok kozott véges sok is ugy, hogy ezek metszete iires.

Erdemes megjegyezni, hogy ha hasonlé eredményeket akarunk beldtni dltaldnosabb
modellekben, akkor a fent vazolt modszer adaptalhaté, de az érvelés az analizis néhany
mély ,,absztrakt” eredményét is felhaszndlja. igy példaul nagyon hasznos az ilyen
érvelésekben a topoldgia egyik alapvetd, mély eredménye, a Tihonov tétel. Ez az
eredmény azt allitja, hogy kompakt topoldgikus terek direkt szorzata is kompakt topo-
l6gikus tér. Végiil az utolsénak emlitett eredmény is egy altalanosabb topolégiai ered-
ménynek a specidlis esete. E szerint az eredmény szerint, ha egymaésba skatulyazott
kompakt halmazok metszete tires, akkor megadhaté ezen kompakt halmazok véges sok
tagja is ugy, hogy azok metszete tires.
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