A Valészintiségszamitas 1. el6adassorozat tizenharmadik el6adasa.
2002 mdjus 7.

A tobb-dimenzids centralis hatareloszlastétel.

Részben felidézziik a mult eléadas bizonyos fogalmait és eredményeit részben megfogal-
mazzuk ezek néhany fontos kovetkezményét. Megjegyzem, hogy ezek a kovetkezmanyek
els6sorban a késobb tanulandé matematikai statisztikaban jatszanak fontos szerepet.

Tobb-dimenziés normalis eloszlasok definicidéja. Definidljuk eldszor a tobb-di-

menzios standard normdlis eloszldst. Azt mondjuk, hogy egy (&1, ...,&k) véletlen vek-
tor eloszlasa a k-dimenzios standard normdlis eloszlas, ha a &1, ...,& valdszinidségi
vdltozok fiiggetlenek, és mindegyik &; valdsziniségi valtozo, 1 < j < k, standard normdlis
eloszlasu. Ekvivalens megfogalmazdsban azt mondhatjuk, hogy egy (&1, ..., &) véletlen

vektor eloszldsa a k-dimenzios standard normdlis eloszlds, ha e véletlen vektornak létezik

1 k
striségfigguénye, és az az f(uy,...,ux) = W exp {—— > u?} fligguény.
T

2 j=1
Egy (m,...,nx) k dimenzids véletlen vektor k dimenzids normdlis eloszlasi vektor
nulla vdrhatd értékkel, ha e véletlen vektor eloszldsa megegyezik valamely (71, ..., 7Mk) =
(&1, .., &) A k-dimenzids vektor eloszldsdval, ahol A egqy k X k méretd mdtrix, tovabbd
(&1, .., &) eqy k-dimenzios standard normdlis eloszldsi véletlen vektor.
Egy ({4, ...,Ck) véletlen vektor k-dimenzios normdlis eloszldsu vektor, ha eloszldsa

megegyezik eqy (01, ...,Mk) + (M1, ..., my) véletlen vektor eloszlasdval, ahol (11, ..., M)
egy k-dimenzios normalis eloszlasu véletlen vektor, melynek a varhato értéke nulla, és
(mq,...,mg) k-dimenzids determinisztikus vektor.

Késobb meg fogjuk adni a tobb-dimenzids normalis eloszlas mas ekvivalens jellem-
zését. Eloszor azonban megfogalmazunk egy a tobb-dimenzids centralis eloszlastétel
kimondasahoz sziikséges késobb bizonyitandd eredményt.

Tétel a tobb-dimenziés normalis eloszlas tulajdonsagairdl. Tekintsink egy k-
dimenzios (N1, ..., k) = (&1, -, &) A + (M1, ..., my) normdlis eloszldsi valdsziniségi
vdltozot, ahol A egy k x k méretdi mdatriz, m = (my,...,my) k-dimenzids (véletlentél
nem fiiggd) vektor és (&1, ...,&k) eqy k-dimenzids standard normdlis eloszldasu véletlen
vektor. Akkor (ni,...,mk) m = (mq,...,my) vdrhatd értéki és D = A*A kovarian-
cta matrizu véletlen vektor. Tovabbd eqy k-dimenzids normdalis eloszldsi valosziniségi
vdltozo eloszldasdt meghatdrozza annak m varhato értéke és D kovariancia mdtriza.

Jegyezziik meg, hogy rogzitett D (szimmetrikus és pozitiv szemidefinit) métrixra
az A*A = D egyenletnek nem egyértelmi a megoldasa. Tekintsiink két kiilonbo6zé
A és B matrixot, melyre A*A = B*B. A fenti tétel szerint, ha tekintiink egy k-
dimenzids standard normélis eloszlasu (€1, . . ., &) vektort, illetve a segitségével definiélt
(E1,...,&)A és (&1,...,&)B véletlen vektorokat, akkor bar ez az utébbi két véletlen
vektor kiillonbozé, eloszldsuk megegyezik. Ugyanis mind a két (normélis eloszlasi) vek-
tor nulla varhato értékii és A* A = B* B kovariancia matrixi. Ez a tulajdonsag erésen ki-
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hasznalja azt, hogy normalis eloszlast valdszintliségi valtozokrdl van szé. Ennek tovabbi
fontos kovetkezményei vannak, melyeket késobb targyalni fogunk.

A tobb-dimenzids normaélis eloszlas tulajdonsagairdl szolé valamint a kovarian-
cia métrixok jellemzésérol szolo tételekbdl kovetkezik, hogy barmely (&q,...,&k) k-
dimenzidés valésziniiségi valtozo esetén létezik olyan k-dimenziés normalis eloszlasu va-
16szintiségi valtozd, melynek kovariancia métrixa és varhaté értéke megegyezik ennek
a (&1,...,&) valdszintliségi véltozonak a kovariancia matrixaval és varhaté értékével.
Tovabba ennek a k-dimenziés normalis eloszldsu valdszintiségi valtozonak az eloszlaséat
meghatdrozza a (&1, . .., &) valdsziniiségi valtozé kovariancia métrixa és varhaté értéke.
Erre az észrevételre sziikségiink van ahhoz, hogy lassuk: Az aldbb megfogalmazott tobb-
dimenzids centrélis hatareloszlas értelmes allitas.

A t5bb-dimenziés centrilis hatdreloszlastétel. Legyenek £0) = (5§”,.. ()

Sk )

1 =1,2,..., fuggetlen, egyforma eloszlasu k-dimenzios valdosziniiségi valtozok, melyekre
b

teljestl az E&l(l) < 00,1 <1<k feltétel. Legyen a £ = <§§1), ey ,(cl)) vektor vdrhato

értéke BED) = <E§£1), e ,ngj)) , kovariancia mdtriza pedig eqy D kxk méretii matrix.

n

Definidljuk az S = (an)? .. .,S,gn)> = Y ¢l = (Z éj), . §,ij)> osszegeket,
j=1 j=1

j=1
n=1,2,.... Ekkor minden (z1,...,xx) k-dimenzids vektorra érvényes a
lim P = (5@ _ ES@) <z — (5};‘) _ ES,Q")) <) =®p(ar,... 1)
n— 00 \/ﬁ \/ﬁ
azonossdg, ahol ®p(xy,...,xx) a k-dimenzids nulla varhaté értékii D kovariancia mat-
rizd normalis eloszldsfigguény értéke az (x1,...,xy ) pontban.

A tobb-dimenzids centralis hatareloszlastétel bizonyitasa hasonlé a klasszikus egy-
dimenzids esethez. Az ott bevezetett fogalmaknak és eredményeknek megadhatdak a
tobb-dimenziés altalanositasaik, és a megfelel6 eredmények hasonléan bizonyithatoak.
Ezért csak a fogalmakat és az eredményeket fogom ismertetni. Kiilon érdemes hangsu-
lyozni, hogy a vizsgalatok soran bevezetjiik a tobb-dimenzids karakterisztikus fliggvény
fogalméat, és a tobb-dimenzids karakterisztikus fliggvények vizsgdlata nagy segitséget
jelent a tobb-dimenzids normélis eloszlasok viselkedésének megértésében is.

Tobb-dimenzids eloszlasfiiggvények eloszlasban valé konvergenciajanak a de-
finicidja. Legyen F, (x1,...,x), n =1,2,..., k-dimenzids eloszldsfiggvények sorozata.
Azt mondjuk, hogy az Fy(x1,...,x1) eloszlasfigguények eloszlasban konvergdlnak egy k-
dimenzios F(x1,...,xy) eloszldsfiggvényhez, ha nli_)rrgo Fo(z1,...,21) = F(x1,...,2%) az

F(-) (hatdr)eloszldsfiggvény minden (z1,...,x) folytonossdgi pontjdban.
Tétel az eloszlasban valé konvergencia jellemzésérol folytonos fiiggvények
segitségével. F,(uy,...,ux), n = 1,2,... k-dimenzids eloszldsfiigguények sorozata

akkor és csak akkor konvergadl eloszldsban egy F(uq,...,uy) k-dimenzids eloszldsfiigg-
vényhez, ha minden a k-dimenzios téren értelmezett folytonos, korldtos g(ui,...,u)
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fligguényre teljesiil a

lim | g(uy,...,ux) Fr(duy,..., dug) = /g(ul,...,uk)F(dul,..., duy)

n—oo
az0nossdg.

Megjegyzés: Mivel minden tobb-dimenzids normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye folytonos,
(bar nem feltétleniil van stirliségfiiggvénye) ezért a tébb-dimenzids centralis hatarelosz-
lastétel azt mondja ki, hogy az ott tekintett normalizalt Osszegek eloszlasban kon-
vergalnak egy nulla varhaté értékli és megfelelé kovariancia métrixii normalis elosz-
lashoz. Jegyezziik meg, hogy a tekintett normalizalt osszegek varhatd értéke és ko-
varianciamatrixa megegyezik egy a hatéareloszlassal rendelkezé véletlen vektor varhato
értékével és kovariancia matrixaval.

Az egydimenzids esethez hasonléan a fenti tétel és Weierstrass méasodik approximéa-
cids tétele (pontosabban annak tobb-dimenzids ltalanositdsa) segitségével eloszlasfiigg-
vények konvergenciajat jél lehet vizsgalni a karakterisztikus fiiggvények alabb bevezetett
tobb-dimenzids altalanositasdnak a segitségével.

Tobb-dimenzids valdsziniiségi valtozok karakterisztikus fiiggvényének a de-

finiciéja. Legyen & = (&1,...,&k) k-dimenzids valdsziniiségi valtozo valamely (2, A, P)
valdszintségi mezdn, és jelolje F(uq,...,ug) = P& < up,..., & < ug), —00 < uj <

00, 1 <j<k,al=(&,-..,&) véletlen vektor eloszldsfiggvényét. A & = ({1,...,&k)
k-dimenzios & valdsziniségi valtozonak a karakterisztikus fligguénye a

oo oo
O(t1,... tg) = Eeiti&it+tnér) — / / ei(t1u1+"'+tkuk)F(du1,'”,duk),
—o0<tj<oo, 1<j<k,

fiigguény. Adva egy F(uq,...,ux) k-dimenzids eloszldsfiiggvény az F eloszldsfiiggvény
karakterisztikus fliggvényét is definidlni fogjuk mint eqy F eloszldsi & = (&1,...,&) k-
dimenzids valdsziniiségi vdltozo karakterisztikus fiigguényét. (Mivel a karakterisztikus
fliggvényt a (&1, ..., &) valdszintségi valtozo eloszldsfiggvényének a segitségével ki lehet
szdmolni, ezért jogunk van egy eloszldsfiggvény karakterisztikus fiigguvényérdl beszélni.)

Tétel. Legyen F(xq,...,xr) €s G(x1,...,xx) két eloszlasfigguéy, melyek karakterisz-
tikus fligguényei megegyeznek. FEkkor F(x1,...,z5) = G(z1,...,xx) minden k-dimen-
2i0s (x1,...,x)) vektorra.

Megfogalmazzuk az eloszlasfliiggvények és azok karakterisztikus fiiggvényei konver-
genciaja kozotti kapcsolatot leiré Alaptételnek nevezett allitas tobb-dimenzids valtoza-
tat.

Az eloszlasok konvergenciajarol szoléo Alaptétel tobb-dimenzidés valtozata.

Legyen Fy(ui,...,ux), —0o < uj; < oo, 1 < j < k, k-dimenzios eloszldsfiiggvé-
nyek egy sorozata p,(ti,...,tg) = fe’(t1“1+"'+tk“’€)Fn(du1, ..., duy) karakterisztikus
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fliggvényekkel, n =1,2,.... Ha a vo(t1,...,tx) = Um @, (t1,...,tx) hatdrérték létezik

minden —oo < t; < 00, 1 < j <k, szamra, és a po(ti,...,ts) limeszfiggvény folytonos
az origoéban, akkor létezik olyan Fy(uq,...,uy) eloszldsfiggvény a k-dimenzids térben,
melynek a po(t1,...,tr) fligguény a karakterisztikus fiigguénye. Tovabba e feltétel tel-
jesiilése esetén az Fp(uq,...,ux) eloszldsfigguények eloszlasban konvergdlnak ehhez az
Fo(uy,...,ug) eloszldsfigguényhez.

Megforditva, ha F,(u1,...,ug), n=1,2,..., eloszldsfiggvényeknek egy olyan soro-
zata, mely eqy Fo(uy, ..., uy) eloszldsfigguényhez konvergdl eloszldsban, ¢, (t1,...,tk),
n = 1,2,..., jeléli az F,(uy,...,ux), wo(t1,...,tx) pedig az Fo(u,...,ux) eloszlds-
fliggvény karakterisztikus fliggvényét, akkor po(t1,...,tg) = nh_}rrgo on(ty, ..., tx) minden
—o0o < tj <00, 1< j <k, szdmra. Tovdbbd, ez a konvergencia egyenletes minden véges
intervallumban.

Megfogalmazzuk a fenti eredmények néhany fontos kovetkezményét. Eloszor jelle-
mezzik a tobb-dimenziés normalis eloszlasok karakterisztikus fliggvényeit.

Tétel a tobb-dimenziés normalis eloszasit valdszintliségi valtozok karakte-
risztikus fiiggvényérdl. Legyen n = (n1,...,mx) = (§&1,-.-,&k)A + (mq,...,myg)
eqy k-dimenzids normdlis eloszldsi valdsziniségi vdltozo, ahol m = (mq,...,my) k-
dimenzios (determinisztikus) vektor, A = (aj;), 1 < 4,1 < k, k x k méretd madtriz,
tovabba & = (&1, .. .,&k) k-dimenzids standard normalis eloszldsi véletlen vektor. Ekkor
az (N1, ...,Mk) véletlen vektor karakterisztikus fliggvénye a

k k k
i(t,n) — poi(timto+tene) — Li(t,m)—tA"At™ /2 _ ; E . — = E E e
Fe = Fet'inin klk) — e = exp z' 1tjm‘7 P 2 ld’ltjtl
j: j: =

figgvény, ahol (x,y) jeloli az © = (x1,...,x%) ésy = (y1,...,yx) vektorok (z,y) =
k

> x,y; skaldrszorzatdt, t = (t1,...,tg), d;1 az A*A kovariancia mdtrizdnak j-ik so-
j=1

raban, és l-ik oszlopdban szerepld konstans. A D = A*A mdtriz megegyezik az n =
(M, ...,mK) véletlen vektor kovariancia mdtrizdval.

Bizonyitas:

Eeitn) = ReiltbAGtm) _ iltm) poi(tA™€) — giltim) o —tAT AL /2 _ (ilt,m)—tA"AL" /2,

s . _ k .
mert, ha tA* =t = (f1,...,%;), akkor Fe!tA"8) = Feilh&it+hls) — ] Feti& =
j=1
ﬁ —t2/2 (£,1)/2 tA* At* /2
e It =e\» =e .

i=1
Az n véletlen vektor D = (d;;) kovariancia matrixdban a j-ik sor I-ik eleme d;; =

k k k k
Cov (n;,m) = Cov (Z ap,i&py D aq,lfq) =2 apJap,lEfg% = > apjapu, ésezaz A*A
p=1 qg=1 p=1 p=1
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matrix j-ik sordban és [-ik oszlopaban all6 elem. Ezért az n véletlen vektor kovariancia
matrixa a D = A* A matrix. Az nyilvanvald, hogy az n véletlen vektor varhaté értéke m.

Az el6z6 tételnek van néhany fontos kévetkezménye.

1. kovetkezmény. Fqgy k-dimenzios normadlis eloszlast meghatdroz varhato érték vek-
tora és kovartancia mdtriza.

2. kovetkezmény. Legyen (£,7n) két-dimenzids normdlis eloszldsi véletlen vektor. Ha
a & ésm valdsziniségi valtozok korreldlatlanok, azaz Cov (§,m) = 0, akkor & ésn figgetlen
valosziniségi valtozo. Altaldnosabban, legyen (&1, . ..,&k) k-dimenzids normdlis eloszldsi
valdsziniiséqgi vdltozo, melyre igaz, hogy valamilyen j, indexre, 1 < j < k, az elsd j és
utolsé k — j koordindtdk korreldlatlanok, azaz Cov (§p,&;) =0, hal <p <j<q<k.
Ekkor a (&1,...,&) €s &j41,...,&k) véletlen vektorok figgetlen j és k — j-dimenzids
normdalis eloszlasu valosziniségi valtozok.

3. kovetkezmény. Egy & = (&1,...,&k) k-dimenzids valdsziniségi vdltozé akkor és
csak akkor normdlis eloszldsi, ha karakterisztikus fiiggvénye

k k k
. | . . 1
Ee'0) = peilhtit i) — ilbm)=tDE/2 — oxp {0y " tm; — B YO diatity
j=1 j=11=1

alaki figgvény, ahol m = (my,...,my) k-dimenzids (valds koordinatakbol alls) vek-
tor, D = (dj;1), 1 < j,l <k, k x k méretd pozitiv szemidefinit mdtriz, (x,y) jeloli az

k
= (z1,...,21) €sy = (Y1,...,yx) (z,y) = > x;y; skaldrszorzatdt, t = (t1,...,tx),
j=1
tetszdleges k-dimenzios vektor. A mnormdlis eloszlasi & = (&1,...,&k) valdsziniségi
vdltozo fenti jellemzésében az m vektor a & tobb-dimenzios valosziniiségi valtozo varhato

értéke, D pedig a kovariancia mdtrixa.

Az elso kovetkezmény kovetkezik abbdl, hogy egyrészt egy normalis eloszlasu valo-
szintiségi valtozo karakterisztikus fiiggvényét fel lehet irni annak varhato érték vektora
és kovariancia matrixa ismeretében, masrészt egy eloszlast meghataroz annak karakter-
isztikus fiiggvénye.

A masodik kovetkezmény indoklasa hasonlé. Tekintsiik az abban megfogalma-
zott altalanosabb allitas bizonyitasat, és vezessiikk be a kovetkezo jeloléseket. Jelolje
m = (E&,...,E&) a (&1, .., &) véletlen vektor varhaté értékét, D = (dp q), dp,q =
Cov (§p,&q), 1 < p,q < k, ennek a vektornak a kovariancia matrixat. Legyen m; =
(B¢, ..., E¢j) a (&, ..., &) vektor varhato értéke, D1 = (dp ), dpq = Cov (§p,&,), 1 <
p,q < j, ennek a vektornak a kovariancia matrixa, végiil legyen mo = (E 11, ..., E&)
a (§+1,...,&) vektor varhaté értéke, Dy = (dpq), dpq = Cov (§p,&q), J+1 <p,q <k,
ennek a vektornak a a kovariancia métrixa. Ezenkiviil tekintsiink egy tetszoleges t =
(t1,...,tx) k-dimenzids vektort, és legyen t; = (t1,...,t;), ta = (tjt1,...,tk).

Ekkor a (&1,...,&) véletlen vektor karakterisztikus fliggvénye a ¢(t1,...,t;) =
e tm)=tDt /2 fiioovény. Az exponensben szerepld kifejezés felirhaté mint i(t,m) —
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tl;t =i(ty,my) — biD: b} +i(t2, ma) — , mert Cov (§p,§y) =0,hal <p<j<
g<kvagy1<q<j<p<k. Ezért o(ti,...,tx) = @i(t1,...,t;)p2(tj41,...,tx), ahol
G ,tj) = ei(tl,ml)—tlDltT/?7 a (&1,... L&), S02(tj+1, Cooty) = ei(t2,m2)—t2 Doty /2
pedig a (§j+1,...,&k) valdsziniiségi valtozé karakterisztikus fiiggvénye. Mivel a karak-
terisztikus fliggvény meghatarozza az eloszlasfiiggvényt ez azt jelenti, hogy a (£1,...,&k)
véletlen vektor eloszlasfliiggvénye megegyezik két olyan fiiggetlen j illetve k — j-valtozods
véletlen vektor egyiittes eloszlasaval, melyek koziil az elsé véletlen vektor karakterisz-
tikus fliggvénye ¢1(t1,...,t;) a mdasodiké pedig @o(tji1,...,t5). Mivel (&1,...,&))
véletlen vektor karakterisztikus fliggvénye 1 (t1,...,t;), a (§j+1,-..,&k) véletlen vektor
karakterisztikus fiiggvénye pedig w2 (tj41,. .., 1), innen kovetkezik a masodik kovetkez-
mény allitasa.

to Dot

A harmadik kévetkezmény azonnal kovetkezik a t6bb-dimenzids normalis eloszldsi
valészintiségi valtozok karakterisztikus fiiggvényének jellemzését leird tételbdl, abbdl a
kimondott linearis algebrai tételbdl, mely szerint minden pozitiv szemidefinit D matrix
felirhaté6 D = A* A alakban, illetve abbdl a ténybdl, hogy egy A* A alakd matrix mindig
pozitiv szemidefinit. Ez utobbi allitds ellendrzéséhez vegyiik észre, hogy tetszoleges
x = (z1,...,x) vektorra xA*Ax* = x A*(xA*)* = (xA*,zA*) > 0 és ezt az egyenl6t-
lenséget kellett megmutatni.

Az els6 kovetkezménybdl, illetve normalis eloszlasi valdszintliségi véaltozo kovari-
anca matrixanak korabban kiszamolt alakjabodl kovetkezik a korabban megfogalmazott
tétel a tobb-dimenzids normaélis eloszlas tulajdonsagairdl. Annak érdekében, hogy lassuk
fontos volt feltenni a mésodik kovetkezményben, hogy normalis eloszlasu valdszintiségi
valtozdkat vizsgalunk oldjuk meg a kovetkezo feladatot.

Feladat:
1
Legyenek &q,...,&, fiiggetlen a [—5, 5} intervallumban egyenletes eloszlasu va-

n n
16szintiségi valtozék. Mutassuk meg, hogy a > & és > 5]2- osszegek normali-
j=1 j=1

12 2 . 180 & (., 1 R
zéltjainak azaz az \/— > & és \/—— > |5 — — | val6szintiségi véltozéknak
n j=1 n j=1 12

az egylittes eloszlasa a két-dimenziés standard normalis eloszlashoz konvergdl, ha

n — oo.
1 1 1 1
M. o B¢ =0 B2 — — _ = 2 _ pet _(EE2)2 — - _ - _
1egoldas ¢E=0, B¢ 12’ Var & L Var & £t — (BE?) %0 1144
Tgg Tovébba Cov (£,62) = EE3—EEFE? = 0. Ezért a (\/ﬁgj, V180 (532' - E))
7 =1,2,..., véletlen vektorok fiiggetlenek, nulla varhaté értékkel és az identités

kovariancia matrix-szal. Innen, és a tobb-dimenziés centralis hatareloszlastételbol
kovetkezik a feladat allitasa.

Feladat:

Legyen (&,7n) normdlis eloszlasti vektor m = (mq, mq) = (E¢, En) véarhat6 értékkel
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és
01,1, 01,2\ _ E§2 - (E£)27 E&n — ESEn
02,1, 01,1 E¢n— EEEn, En* — (En)?

kovarianciamatrix-szal. Ekkor létezik a & valdszintiségi valtozénak & = an + (
alaku eldallitdsa alkalmas a konstanssal, és az n valoszintiségi valtozotdl fiiggetlen
normélis eloszlasi valdszintliségi valtozdval. Ez azt jelenti, hogy ha (&, n) két-dimen-
zi6s normadlis eloszlasu valdszintliségi valtozo, akkor az elsé koordindta kifejezhetd
mint a masodik kooordinata konstansszorosanak és egy a masodik koordinatatol
fliggetlen normalis eloszlasi valdszintiségi valtozd osszege. A kivant a konstanst
o
explicit médon megadhatjuk az a = L2 képlet segitségével.
022
Hogy altalanosithaté a fenti allitas abban az esetben, ha & és n vektorvaltozok is
lehetnek?
o
Megoldas: A ( = & — ﬁn valészintiségi valtozd fiiggetlen az n valdszinliségi
01,1
valtozotol. Ehhez a tobb-dimenziés normaélis eloszlas tulajdonsagai alapjan elég

ellenérizni, hogy Cov (¢,n) = 0. Innen kovetkezik a feladat allitasa.

Az az eset, amikor £ = (§1,...,&), n = (M1,...,mp), és (§1,-- -, &M, -, Mp) €8Y
s + p dimenziés normalis eloszlast valdszintiségi véaltozd hasonléan targyalhato.

Lassuk be, hogy létezik olyan A maétrix, melyre n és & — nA fliggetlenek. Ennek
érdekében lassuk be el0szor, hogy létezik olyan U unitér métrix melyre nU =
(M1, ..., 7p) = 1 vektor koordinétéi fiiggetlenek. Ugyanis, ha az n véletlen vektor D
kovarianciamatrixat D = U*AU alakban irjuk, ahol U unitér A pedig diagonalis
matrix, akkor az 7 = nU véletlen normalis eloszldsi vektor kovarianciamaéatrixa

A, ahonnan kovetkezik, hogy az 7 matrix koordinatéi fiiggetlenek. Legyen &, =

p E ’f’_ , o . 1/ s ~ — ’
& — > é_zk Nk, 7 = 1,...,s. Ezt matrixjeloléssel irjuk & = & — nB forméban.
k=1 up

Ekkor (£ — 1B, 7) olyan p + s dimenzids normélis eloszldsi valészintiségi valtozd,
melynek elsé s és utolsé p koordindtija korreldlatlan, ezért fiiggetlen. Mivel a
¢ — nB és n vektorok fiiggetlenek, ezért ( = & — 7B = £ — nUB fiiggetlen az
n = nU* vektortol.

Megjegyzés: A valdszintiségszamitas illetve statisztika finomabb kérdéseinek vizsgdlata-
ban bevezették a feltételes valdszintiség és feltételes eloszlas fogalmat olyan esetekben
is, amikor a feltétel nulla valészintiséggel kovetkezik be. Bizonyos vizsgalatokban fontos
kiszamolni, hogy mi a feltételes eloszlasa egy tobb-dimenzidés normalis vektor bizonyos
koordinatainak azon feltétel mellett, hogy a tobbi koordinata értékét rogzitjiik. E feladat
megoldasanak kulcslépése a fent targyalt feladat megoldasa.

A t6bb-dimenzids centrélis hatareloszldstételt be lehet bizonyitani az egydimenzids
valésziniiségi centralis hatdreloszlastételhez hasonléan az Alaptételnek nevezett &allitas
tobb-dimenzids valtozatanak segitségével. Valéjaban van egyszeriibb megoldas is. Meg
lehet mutatni, — szintén az Alaptétel tobb-dimenzids valtozata segitségével, — hogy a
tobb-dimenzids hatéareloszlastételek kovetkeznek azok egy-dimenzids valtozatdbol. En-
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nek részleteit, melynek targyalasat bizonyos részletességgel tartalmazza az el6zé elo-
adashoz irt, de valéjaban nem elmondott ismertetés, itt elhagyjuk.

Egy k-dimenzids normalis eloszlast valdszintiségi valtozo eloszlasa megegyezik egy
(&1, &) A+ (mq, ..., my) véletlen vektor eloszlasaval, ahol A k X k méreti matrix.
Ha az A maétrix nem invertalhatd, akkor ez a véletlen vektor egy valdsziniiséggel egy
legfeljebb k£ — 1-dimenzids altér alkalmas eltoltjan veszi fel az értékét, és ezért nincs
strliségfiiggvénye. A kovetkezo tételben megmutatjuk, hogy amennyiben az A matrix
invertalhato, akkor ennek a normalis valészintiiségi valtozénak van striiségfiiggvénye, és
explicit modon megadjuk azt.

Tétel a tobb-dimenziés normalis eloszlasfiiggvények alakjarodl. Legyen adva
eqgyn = (n1,...,nK) k-dimenzids normdlis eloszldsi valdsziniségi vdltozo, melynek m =
(mi,...,mg) = (Em,...,Eng) a vdrhato értéke és D = (d;;), dj; = Cov(n;,m),
1 < 5,1 <k, a kovariancia mdtriza. Az n k-dimenzids valdosziniségi valtozonak akkor és
csak akkor van sturiségfuggvénye, ha a D kovariancia mdtrix invertdlhato. Ha a D ko-
variancia mdtriz invertdlhato, akkor azm = (n1,...,nx) véletlen vektor siriségfigguénye
az a kovetkezo alakii:

1 - *
f(x):f(mlaaxk): (27r)k/2detD1/2 eXp{_(x_m)D l(x_m) /2}7
ahol x = (x1,...,2;) € R* k-dimenzids vektor.

Bizonyitds: Az n = (n1,...,m,) véletlen vektor eloszldsa megegyezik egy olyan 77 =
(My-eosmi) = (&1, -+, &) A+ (M, . .., my) véletlen vektornak az eloszldsaval, amelyikre
&5, 1 < j <k, fiiggetlen standard normalis eloszlast valdszintiségi valtozok, és D = A* A.
Jegyezziik meg, hogy a linedris algebra standard eredményei szerint az A és A* matrixok
egyszerre invertalhatéak vagy nem invertalhatéak, és a D = A* A matrix akkor és csak
akkor invertalhaté, ha az A matrix invertalhaté. Ezért, ha a D matrix nem invertalhato,
akkor az n vektornak nincs stirtiségfiiggvénye, ha pedig a D matrix invertalhato, akkor
a kovetkezé modon szamolhatunk:

Alkalmazva az * = yA + m transzforméciot & = (&1,...,&), © = (z1,...,Tk),

1
(27)k/2

Y=, uK) s o(y) = p(y1,...,yx) = e~ (Wi Hu0)/2 jelgléssel kapjuk, hogy

tetszéleges mérheté B C R* halmazra

P(feB)=Pne B)=P({€(B-m)A™") = o(y) dy

/(yuu-,yk)e(B—m)A—l
1

= — o ((x — M)A dx
|detA| (ml,...,mk)eB ( )

alakid, ahol |det A| az © = yA + M leképezés Jacobian-ja.

E formulabdl kiolvashatd, hogy a vizsgalt normaélis eloszlasi valdszintiségi valtozo

strliségfiiggvénye a %) ((ac — m)Ail) fliggvény. Annak érdekében, hogy bebizo-

| det A|
nyitsuk a tételt vegyiik észre, hogy mivel D = A* A, ezért det D = det A* det A = det A2,
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ezért |det A| = det D'/?, és

1 (x —m)(A*A)~L(x — m)*
= @ exp q — 5 }
1 (x —m)D~Y(z —m)*

= @ exp q — 5 } ,

mert A1 (A_l)* = A1 (A% = (A4*A)7". Innen kovetkezik a Tétel dllitssa.

Megjegyzés: Egy tobb-dimenzidés normalis eloszlasi valészinliségi valtozé karakterisz-
tikus fiiggvényét megado képletben a kovariancia matrix szerepel, mig a strtiségfiigg-
vényét megado képletben a kovariancia matrix inverze. Az, hogy a karakterisztikus
fliggvényben nem kellett invertalni az oka annak, hogy a karakterisztikus fliggvény
segitségével kénnyebb vizsgalni a normalis eloszlasfliggvények tulajdonsagait.

A x? eloszlasokrél és y? prébardl.

Tekintsiik a tébb-dimenzids normalis eloszlasok bevezetojében tekintett els6 problémat.
Hogyan tudjuk ellendrizni, hogy egy dobdkocka szabalyos-e?

Dobjuk fel a dobékockat n alkalommal, és legyen

(1), ...,v(6)) = (ra(1),...,vn(6))

az 1,...,6 dobaseredmények szdma. Megmutatjuk a tobb-dimenzids centralis hatar-
18 n\ 2

eloszlas segitségével, hogy az — > (l/n (j) — E) valészintiségi valtozdknak van hatar-
n

j=1

eloszlasuk, ha n — oo, (feltéve, hogy egy szabalyos dobdkocka egymdstdl fiiggetlen
dobéasainak az eredményeit tekintjiik), és ezt a hatareloszlast explicit médon meg tudjuk
adni. Ez lehetOséget ad egy kocka szabalyossdgdnak ellenorzésére. Ennek a feladatnak
a kovetkez6 természetes altalanositasat fogjuk tekinteni:

Legyen adva k urna, és ellendrizni akarjuk azt a feltételezést, mely szerint ha

egy golyot véletleniil bedobunk ezen urndk valamelyikébe, akkor az p;, p; > 0, va-
k

16szintiséggel esik a j-ik urndba, Y p; = 1. Ennek a feltételezésnek az ellendrzése
j=1

érdekében dobjunk egyméstdl fiiggetleniil n golydt ezekbe az urnékba, és jeldlje v, (j) a

j-ik urnaba es6 golydk szamat. Be fogjuk latni, hogy feltételezésiink teljesiilése esetén

a i (Vn(]> _npj)2

Jj=1 np;

valoszinliségi valtozoknak létezik hatareloszlasa n — oo esetén,



és ez a hatdreloszlds az tigynevezett k — 1 szabadsagfoki x? eloszlds. Megadjuk a x?
eloszlasok definicidjat.

A k szabadsagfoki x? eloszlas definiciéja. Legyen &1,....& k darab fiiggetlen
k

standard normdlis eloszldsi valdsziniségi valtozd. Ekkor a f? valdsziniiségi vdltozo
i=1
eloszldsdt nevezziik k szabadsdgfoki x2 (k) eloszldsnak.

Megjegyzés: Lattuk a 10. eléadason targyalt feladatok egyikében, hogy a 2 szabad-

1 s
sdgfoki x2(2) eloszlds a A\ = 2 paraméterii exponencialis eloszlas, azaz az az eloszlas,

1
melynek stiriiségfiiggvénye az f(z) = 56*:‘/2, ha x>0, és f(z) =0, hax <0.

A fent emlitett hatareloszlastétel segitségével a kocka szabdlyossaganak ellendr-
zéséhez hasonldan ellendrizni tudjuk feltételezésiink helyességét. A hatareloszlastétel

Un(g) — np;
bizonyitasa azon alapul, hogy egyrészt meg tudjuk adni a {M, j=1,... ,k}
V1Pj
véletlen vektorok hatéareloszlasat a tobb-dimenzids centralis hatareloszlastétel segitsé-

gével. Masrészt belatjuk, hogy ha (n%”), o ,n,gm) véletlen vektorok eloszlasban kon-

vergalnak egy (11, ..., nx) véletlen vektorhoz n — oo esetében, és f(x1,...,xy) folytonos

k-valtozos fiiggvény, akkor az f <n§n), . ,77,81)>, n = 1,2,..., valészinliségi valtozdk

eloszlasban konvergalnak az f(ny,...,nx) valészinliségi véltozéhoz. Ez lehetvé teszi a
minket érdeklo statisztikak hatareloszldsanak megadasat. Ezt a hatareloszlast egyszerti,
jol attekintheté alakban akarjuk megadni. Ezt azért tudjuk megtenni, mert mint
azt egy megoldasdval egyiitt ismertetett feladatban megfogalmazom, ha (9y,...,n%) k-
dimenzios nulla varhaté értékiit D kovarianciamatrixi normalis eloszlasu véletlen vektor

valamilyen ismert D kovariancia maéatrix-szal, akkor bizonyos alapveté linedris algeb-
k
rai eredmények felhasznéldsdval egyszerii formédban megadhatjuk a > 77]2- valoszinliségi
Jj=1
valtozo eloszlasat.

El6szor megfogalmazzuk és bebizonyitjuk a fent emlitett allitast.

Lemma. Legyen (Sin,...,5n), n = 1,2..., k-dimenzids valdsziniségi vektorok so-
rozata, amelyik eloszlasban konvergdl egy (Si,...,Sk) k-dimenzids véletlen vektorhoz
n — oo esetén, és legyen f(x1,...,xk) eqy k-valtozds folytonos figguény. Ekkor a
To=f(S1ns---»Skn), n=1,2,..., valdsziniségi vdltozok eloszldasban konvergdlnak a
T = f(51,...,Sk) valdsziniségi viltozohoz n — oo esetén.

Bizonyitds: Hasznaljuk a tételt az eloszlasban valé konvergencia jellemzésérol folytonos
fliggvények segitségével. Eszerint az Sy ,,...,Skn véletlen vektorok sorozatdnak el-
oszlasban valé konvergenciat dgy is megfogalmazhatjuk, hogy tetszoleges folytonos és
korlatos h(xi,...,zy) figgvényre teljesiil a lim Eh(Si ..., n) = Eh(S1,...,Sk)

n—oo

reldcié. Legyen g(-) folytonos és korlatos fiiggvény. Ekkor g(f(x1,...,xx)) folytonos és
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korlatos fiiggvény, ezért teljesiil a

lim Eg(Tn) = nh—{go Eg (f (Sl,n7 . '7Sk,n)) = Eg (f (Sla s 7Sk:)) = Eg(T)

n—oo

reldcid. Innen kovetkezik a Lemma allitasa.
Feladat:

Legyen n = (m1,...,n%) k-dimenziés normalis eloszldsu valdsziniiségi valtoz6 nulla
varhaté értékkel és D kovariancia matrix-szal. Legyenek a A1,..., A\x szdmok a D
matrix sajatértékei (multiplicitdssal). Bizonyitsuk be (alapvetd linearis algebrai is-
k
meretek felhaszndldsaval), hogy a 77]2 valoszintliségi valtozo eloszlasa megegyezik
j=1
k
egy ». )\]{? valoszinliségi valtozé eloszlasaval, ahol &q,...,&, fiiggetlen standard
j=1
normadlis eloszlasu valdszintiségi valtozok.
Megoldds: A D matrix felirhaté D = UAU* alakban, ahol U unitér, A pedig olyan
diagonalis matrix, melynek atléjaban a D matrix A; sajatértékei vannak. (Az
U matrix is felirhaté explicit médon a D nétrix sajatvektorainak segitségével, de

erre a tényre itt nincs szitkségiink.) Az n = (n1,...,nr) véletlen vektor eloszlasa
megegyezik egy 7 = (1,...,7k) = EAV2U* = (&1, ..., &)AY2U* véletlen vektor
eloszlasaval, ahol a & = (&1,...,&k) véletlen vektor standard normadlis eloszldst.

Valéban 7 normalis eloszlasu véletlen vektor, melynek varhaté értéke nulla és ko-
variancia matrixa a (A/2U*)*AY2U* = UAN/2AY2U* = UAU* = D matrix. Ezért
k k
a >y, 77]2 valésziniiségi véltozé eloszlasa megegyezik a ﬁjz- valészintiségi valtozd
Jj=1 Jj=1
eloszlasaval. Vegyiik észre, hogy az 7 = (71,...,7) = qU = (71, ..., 7k)U vektorra

k
teljesiil a > 77]2 = ﬁjz azonossag, mert U unitér, tehat tavolsdgtartd transz-
j=1 j=1
k
formécié. Viszont 77 = qU = EAY2U*U = EAY2. Ez azt jelenti, hogy a > 77]2_
j=1

k k
S S , ‘ . 1/24\2 2 L e g
valdszintiségi valtozé eloszlasa megegyezik a Zl(kj &) = 21 A;& valészintiségi
j= j=
valtozé eloszlasaval, és ez a feladat allitasa.

Az aldbb megfogalmazott eredményen alapul a x? préba.

Tétel. Legyen adva k darab urna, melyekbe bedobunk egymdstol figgetlenil golyokat gy,
k

hogy mindegyik golyd p; valdszindséggel esik a j-ik urndba, 1 < j <k, > p; = 1. Jeldlje
j=1

k N o )2
vn(j) a j-ik urndba esé golydk szamdt az n-ik dobds utdn. Ekkor a (vn(f) = np;)
Jj=1 np;j

valdszintiségi vdltozdk eloszldsban konvergdinak a k — 1 szabadsdgfoki x*(k — 1) elosz-
lashoz, ha n — co. (Az urndk k szama rdgzitett.)
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A fenti tételben megjelend hatareloszlas csak az urndk k szamatdl fiigg, de nem
figg a p;j, 1 < j < k, valészinliségektdl. Ez jelzi azt, hogy természetes statisztikét
vettiink, olyat amelyben a kiilonb6z6 urnakban levé golydk szaménak az eltérése annak
varhaté értékétol egyforma fontos szerepet jatszik. Az, hogy a hatareloszlas a k — 1
szabadsdgfogi x?(k — 1) eloszlds azzal fiigg 6ssze, hogy bar k véletlen szdm stilyozott
négyzetOsszegét tekintettiik, (az egyes urndkba esé golydk szaménak eltérését tekin-
tettiik azok varhaté értékétél), de ezek kozott van egy determinisztikus Osszefiiggés.
Nevezetesen az, hogy az Osszes urnaba esO golyék szama minusz azok varhaté értéke
nullaval egyenlé. Ezt informalisan ugy szoktak interpretalni, hogy k—1 szabadsagi fokkal
rendelkezo véletlen vektorok koordinatainak a négyzetosszegét tekintettiik, illetve azok
hatareloszlasat. Ilyen esetben a hatareloszlast olyan véletlen 0sszeg adja meg, mely-
ben mindegyik szabadsagi foknak egy o0sszeadandé felel meg, amelyik fliggetlen a tobbi
osszeadandotol, és az egy standard normaélis eloszlastu valdszintiségi valtozd négyzete.

A Tétel bizonyitdsa: A tobbdimenzids centrélis hatareloszlastétel alapjan a

(%,.,,,%)

véletlen vektorok eloszldsban konvergalnak n — oo esetén egy olyan (n1,...,nr) k-
dimenziés normadlis eloszlasi véletlen vektorhoz, melyre En; = 0, Varn; = (1 — pj),
1 <j <k, ésCov(nj,m)=—/pjpi,hal <j,l <k, ésj# Il Valéban, defindljuk azokat
a s = (&s1,..,&k), s = 1,2,..., k-dimenzids valdsziniiségi valtozékat, melyekre
€sj = 1, és &1 = 01 # j esetében, ha az s-ik goly6 a j-ik urndba esik. Ekkor a
&1,&a,. .., véletlen vektorok fiiggetlenek és egyforma eloszlasuak, (v,(1),...,v,(k)) =

21 o, BE = (p1,. .. p1), BEE; = pj, Var&, j = (1 —p;j)pj, Cov (& j,&s1) = Eés j€st —

S
E¢s jEEs = —pjpi, ha j # . Ezért alkalmazva a tobb-dimenzids centralis hatarelosz-

(i fl,s - E£1,3 L gk,s - Efk,s
s=1 \/p_l ’ 75:1 v/ Pk

lastételt a —

vn

) osszegekre megkapjuk a fenti
allitast.

Felhaszndlva ezt az eredményt valamint alkalmazva az el6zéleg kimondott lemmat

o : Eo(wan(g) =mpi)®
az f(z1,...,mx) = ) z7 fliggvénnyel kapjuk, hogy a > valdszintiségi
=1 j=1 np;

k
véaltozok eloszldsban konvergdlnak egy > 7]]2 valésziniiségi valtozdhoz, ahol (n1,...,nk)
j=1

véletlen vektor k-dimenzidés normaélis eloszlastu valdszinliségi valtozo, melynek varhaté
értéke nulla, és D = d;;, d;j; = Cov(n;,m), 1 < j,1 < k, kovariancia mdtixat a

Va”?j = (1 _pj)7 1 < j;l < ka és COV(Uj?”l) = —\/DPjPi, ha 1 < J;l < kv éSj % [
képletek hatarozzak meg. Ezért elég belatni azt, hogy egy nulla varhaté értéki és a
fenti kovarianciafiiggvénnyel rendelkez6 normalis eloszlasu (11, . .., ng) véletlen vektorra

I
a ‘21 77]2- kifejezés x2(k — 1) eloszlast valészintiségi valtozo.
‘7:

Ennek beldtdsa érdekében tekintsiik az (n1,...,m;) véletlen vektor D = (d;;),
1 < 7,1 < k, kovarianciamatrixat, és értsiik meg annak szerkezetét. Azt allitjuk, hogy az
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u = (« /DLy ey /pk) vektor sajatvektora a D kovarianciamatrixnak nulla sajatértékkel és
k
emellett, ha egy = = (21, ..., 2)) vektor merdleges erre az u vektorra, azaz ) x;,/p; =
i=1
0, akkor az x vektor a D matrixnak sajatvektora 1 sajatértékkel.

Valoban, tetszoleges 1 < j < k szamra

> Vhidii=—yp; > p=—ypi(1—p;) = —Dids

l: l#j5 L: 1#j

k
ahonnan ) \/pid;; = 0, ami azt jelenti, hogy az u vektor a D matrix sajatvektora nulla
1=1
k
sajatértékkel. Ha ) z;,/p; = 0, akkor minden 1 < j < k szdmra
j=1

D djm= =B Y, Vi = PPt = P,

L: 1#j l:1#j5

k

ahonnan ) d;;x; = zjp; + x;(1 — p;) = x;, és ez azt jelenti, hogy az = vektor a D
=1

matrix sajatvektora egy sajatértékkel.

Ez azt jelenti, hogy a D kovariancia matrixnak létezik egy nulla és £ — 1 1 sajatér-
tékkel rendelkez6 ortogonalis sajatvektora. Valoban, az u = (‘ /DLy ey /pk) vektor és a
ra merdleges altér tetszoleges k — 1 vektorbdl allé ortogonalis bazisa alkalmas valasztas.
Ezért a Tétel bizonyitasa kovetkezik a Tétel el6tt targyalt feladat eredményébol. Ekkor
ugyanis a sajatértékek rendszere az 1 szambol all £ —1 multiplicitdssal és a nulla szambol
egy multiplicitassal.

Feladat:
Legyen (&1, ...,&m) m-dimenzids valészintiségi valtozé ¢q(tq,...,t,,) karakterisz-
tikus figgvénnyel, (11, ...,n,) n-dimenziés valészintiségi valtozd @o(ty,...,t,) ka-

rakterisztikus fiiggvénnyel. A (&1,...,&n) és (M1, ..., M,) véletlen vektorok akkor
és csak akkor fiiggetlenek egymdstol, ha a (§1,...,&m, M1, ---,Mn) 1+ m-dimenzids
valésziniiségi véltozé ¢1(ty,. .., tn+m) karakterisztikus fiiggvénye

Pt tnam) = 01t tm)P2(tmats - - tmgn)

alakban irhaté.

Megoldds: Ha a (&1,...,&m) és (01,...,1n,) véletlen vektorok fliggetlenek, akkor a
&1y s &msMy - - - M) Valdszinliségi véltozo karakterisztikus fiiggvénye

gp(t]_’ e ’tn+m) — Eei(tl51+-..—|—tm§'m+tm+1£7n+1+"'+tm+n£nl+n)

— Eel(tlfl"_+tm§m)E€'L(tm+1€m+1++tm+n§m+n)

- Sol(tlv s ;tm)@2(tm+17 s 7tm+n)
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alakban irhaté.

Megforditva, ha a (£1,...,&m, M, - - -, Mn) Véletlen vektor karakterisztikus fiiggvénye
teljesiti a @(t1,...,tntm) = @1(t1, -y tm)P2(tms1, - - - s tmtn) azonossagot, akkor
o1(t1, .y tm) = @(t1, ..o tm,0,...,0) a (&1,...,&m), és hasonldéan ¢o(ty, ..., t,)
az (n1,...,mn) véletlen vektornak a karakterisztikus fiiggvénye. Tekintsiink két
fliggetlen m illetve n-dimenzids véletlen vektort, melyek eloszlasa megegyezik a
(&1,...,&m) illetve (71, ...,m,) véletlen vektorok eloszldsdval, és ezenkiviil fiigget-
lenek egymastél. Ezeknek a valdszinliségi valtozoknak a karakterisztikus fiiggvénye
a o illetve pq, egylittes eloszlasuk pedig a (t1,...,th1m) figgvény. Mivel egy
véletlen vektor karakterisztikus fliggvénye egyértelmiien meghatarozza e véletlen
vektor eloszldsat, innen kovetkezik, hogy a (&1,...,&m) és (1, ..., n,) véletlen vek-
torok fliggetlenek.

A valészinliségszamitas bevzeto eloadas rovid attekintése

Megfogalmaztunk néhany valészinliségi problémat, azutan ratértiink a valészinliségsza-
mitas preciz Kolmogorov altal megadott ismertetésére. Kiilonosen fontos volt annak
megértése, hogyan lehet a valésziniiségszamitas problémait e formalis, a halmazelmélet
nyelvét hasznalé modellbe atfogalmazni. Ugyancsak fontos volt annak megértése, hogy
ez az atfogalmazas hogyan segit konkrét feladatok megoldasaban. A Kolmogorov féle
elmélet kidolgozdsdban, annak érdekében hogy ne csak a véges sok lehetséges eseményt
tartalmazé modellt tudjuk vizsgdlni, sziikség volt bizonyos mély mértékelméleti ered-
mények felidézésére. Elegendo a fogalmak és eredmények jelentésének megértése, illetve
azt 1atni, hogyan lehet ezt feladatok megolddsdban haszndlni (geometriai eloszldsok), a
bizonyitasok részleteinek ismerete nem sziikséges.

Targyaltuk és bizonyitottuk a Borel-Cantelli lemmat. Itt is elegend6 az eredmény
értése és hasznalni tudasa. A kovetkezd fontos fogalom a feltételes valdszintliség volt.
Nagyon fontos megérteni, hogy hogyan kell ezt haszndlni. Az itt kimondott eredménye-
ket jobban lehet megérteni, ha a konkrét feladatokat vizsgdaljuk. Definidltuk események
fiiggetlenségét. Az itt kimondott fogalmak, eredmények ismerete rendkiviil fontos.

Ezutan egyrészt konkrét elobb diszkrét, késobb folytonos eloszlasi valdszintiségi
valtozokat vizsgaltunk. Definidltuk valdszinliségi valtozok fiiggetlenségét, varhatéd érté-
két, szérasnégyzetét és kiilonbozo valdszintiségi valtozok kovarianciafiiggvényét. Ezeket
el6szor diszkrét valdsziniiségi valtozokra definidltuk ezeket a fogalmakat, és csak ké-
sobb targyaltuk folytonos esetben. Ez utobbi definicié kidolgozasa érdekében vazoltuk
azt, hogyan kell definidlni a Lebesgue integrdlt. Ez utébbi fogalom pontos ismerete
(ezen tantargy keretein beliil) nem sziitkséges. Viszont tudni kell a varhat6 érték, szo-
rasnégyzet, fliggetlen valésziniiségi valtozok Osszegének eloszlasidnak (a konvoluciénak)
kiszamitasat, és ennek érdekében tudni kell az analizisben tanult integral és differen-
cidlszamitast is. A tanult diszkrét és folytonos eloszldsokat, illetve azok valdsziniiségi
tartalmat tudni kell.

Targyaltuk a Markov és Csebisev egyenldtlenséget. Ezutan az eléadas fontos témaéja
volt az eloszlasok fogalma, legfontosabb tulajdonsdgai, a valdszinliségszamitasban sze-
replé kiilonb6z6 konvergenciafogalmak (eloszlasban valé konvergencia, sztochasztikus
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konvergencia, egy valdsziniiséggel valé konvergencia) valamint azok jelentése és kapcso-
lata. Ugyancsak fontos megérteni a nagy szamok gyenge és erds torvényét. A bizonyi-
tasok részleteinek ismerete nem sziikséges.

Az el6adas legfontosabb témaja a centralis hatareloszlastétel volt. Ennek targyalasa
érdekében bevezettiik a karakterisztikus fliggvény fogalmat. Ennek erészletes targyala-
sara azonban nem maradt id6, ezért ezt nem fogom kérni. Viszont nagyon fontos tudni
azt, hogyan és mire lehet hasznalni a centralis hatareloszlastételt. Ebbe beletartoznak
az eléadason targyalt statisztikai problémék is.

Végiil a tobbdimenzids centralis hatareloszlastételt és a chi-négyzet probat targyal-
tuk. Ennek elegendo bizonyos durva attekintését ismerni.

Végiil megjegyzem, hogy a vizsga elsésorban feladatok megoldésabdl fog &llni.
Ezért a felkésziiléshez azt javaslom, hogy ne csak az el6addsok, hanem a gyakorlatokon
targyalt feladatokat is nézzék. Ez utébbiak is megtaldlhatéak (a feladatok megolddsaival
egyiitt) megtaldlhat6ak a homepage-emen.

Homepage-em cime: http://www.renyi.hu/ major
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