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2002 dprilis 30.

A tobb-dimenziés centralis hatareloszlastétel

Lassunk elébb néhany problémét, melyek megmutatjak milyen kérdéseket kivanunk
vizsgalni.

a.) Tekintsiink egy dobodkockat. Feldobjuk sokszor, felirjuk a dobdsok eredményét,
és ennek alapjan akarjuk eldonteni, hogy a dobdkocka szabalyos-e. Természetes
azt varni, hogy a dobodkocka akkor szabalyos, ha mindegyik dobaseredmény a
dobasszamok egyhatoda plusz egy kis eltérés. De mely eltéréseket tekinthetiink
kicsinek? Ha csak azt nézziik, mennyi annak a valészintisége annak, hogy példaul a
hatos dobasok szamanak eltérése a dobasok szamanak egyhatodatél kisebb mint egy
adott szam, akkor a centralis hatareloszlastétel pontos leirast ad erre a problémara.
De ha a kiilonboz6 dobaseredmények egyiittes viselkedésére vagyunk kivancsiak,
akkor 1j eredményre van sziikségiink.

11
b.) Legyenek &1, ...,&, fliggetlen a {—5, 5} intervallumban egyenletes eloszlasi valé-

n
szinliségi valtozok. Ekkor a ) &, Osszeg normalizéltjanak az eloszldsdra jo leirast
i=1

n
ad a centrélis hatdreloszlastétel. Hasonl6 allitdst mondhatunk a 532 0sszeg nor-
j=1

n
malizaltjanak az eloszldsdra. De tudunk-e hasonlé eredményt adni a > &, és
j=1

n
532 Osszegek normalizaltjanak az egytittes eloszlasara? Erre a kérdésre a tObb-
=1

]7
dimenzios centralis hatareloszlastétel ad pozitiv valaszt.

Legyenck ¢U) = <§§j),..., ,E:j)>, j = 1,2,..., fiiggetlen, egyforma eloszldsi k-

dimenzids valészinliségi véltozdk, (véletlen vektorok), ahol rogzitett j indexre sem-

milyen (fiiggetlenség jellegli) feltételt nem tesziink fel az 59 ), cee lgj ) valészintiségi

42
valtozok kozott. Tegyiik fel tovabba, hogy Eégﬂ )" < 50 minden 1 < s < k indexre.

Tekintsiik az S, = (Sp1,..., ) = 260 = [ 2P e ) n=12,...,
j=1 j=1 j=1

véletlen Osszegeket. Célunk annak bizonyitasa, hogy az S,, véletlen vektorok alkalmas

normalizaltjanak létezik hatareloszlasa, és a hatareloszlast pontosan le akarjuk irni. Be

fogjuk latni, hogy ez lehetséges. A hatdreloszlastételben megjelend hatdreloszlasokat

fogjuk tobb-dimenziés normalis eloszlasnak nevezni.

Annak érdekében, hogy az eredményt megfogalmazzuk el6szor tisztazni kell, hogy
mi az egy-dimenzids centrélis hatareloszlastétel normalizaldsdban szereplo varhato érték
és szorasnégyzet tobb-dimenzids megfelelGje. Jegyezziik meg, hogy most és a tovabbi-
akban is a tobb-dimenzids vektorokat mint sorvektorokat tekintjiik. Mind a sor mind
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az oszlopvektor jelolés lehetséges, és az irodalomban nem egységes a jelolés. A fontos
az, hogy kovetkezetes jelolést alkalmazzunk.

Tobb-dimenzios valdszintliségi valtozo varhaté értékének és kovariancia mat-

rixdnak a definicidéja. Legyen Z = (Z1,...,Zy) k-dimenzids véletlen vektor, melynek
minden koordindtdja teljesiti az EZJ2 < oo, 1 < 5 <k, feltételt. E véletlen vektor
vdrhatd értéke az EZ = (EZy, ..., EZy) k-dimenzids vektor, kovariancia mdtriza pedig

az a D = (dj;), 1 < j,l <k, kxk méretd mdtriz, mely mdtriz j-ik sordban és l-ik
oszlopdban lévé elem a d;; = Cov (Z;,7)) = EZ;Z, — EZ;EZ; szam.

Fogalmazzuk meg a vektorértékli valdszinliségi valtozok varhatéd értékének és ko-
variancia matrixanak néhany fontos tulajdonsiagat. Az alabbi tétel formédjaban megfo-
galmazott allitas bizonyitasa a gyakorlaton targyalando feladat lesz.

Tétel. Legyenek ZU) = <Z£j),...,Z,£j)>, 1 < j < n, véletlen k-dimenzios vektorok

ugyanazon az (Q, A, P) valdszindségi mezén. Ekkor a Z() + ... + Z™M) Gsszeq vdrhatd
értéke megegyezik a Z9) vektorok vdrhaté értékeinek az dsszegével, azaz

E (Zu) +---+Z(”)> —EZM L. 4 Ezm,

Ha o ZU, 1 < j < n, véletlen vektorok fiiggetlenek, akkor a kovariancia mdtriz is
additiv, azaz, ha a ZY) mdtriz kovariancia mdtriza a D; mdtriz, 1 < j < n, akkor a
Zay+-- -+ Z™) wéletlen Gsszeq kovariancia mdtriza a D1 +- - -+ D,, mdtriz. Ha eqy Z =
(Z1,...,2Zy), véletlen vektor vdrhatd értéke M = (M, ..., My), kovariancia mdtriza a
D k x k méreti; mdtrix, a tetszdleges valds szam, akkor az aZ = (aZy,...,aZy), véletlen
vektor vdarhaté értéke aM , kovariancia mdtriza pedig az a®> D kovariancia mdtriz. Legyen
tovabbd x = (x1,...,xk) tetszdleges k-dimenzids vektor. Ekkor E(Z +x) = EZ 4+ z, a
Z + x vektor kovariancia mdtriza pedig megegyezik a Z vektor kovariancia mdtrizdval.

Feladat: Bizonyitsuk be a fent megfogalmazott tételt.

A kovetkezd eredmény célja annak jellemzése, hogy milyen matrixok jelenhet-
nek meg, mint alkalmas véletlen vektor kovariancia matrixa. Ennek az eredménynek
az ismertetésében és bizonyitasdban fel kell haszndlnunk a linearis algebra néhany
alapveto fogalmat és eredményét. Igyekszem az allitasokat igy leirni, hogy onmagukban
érthetoek legyenek, Viszont egy kiegészitésben leirom a felhasznalt eredmények ismer-
tetését és bizonyitasat.

El6szor idézziik fel a kévetkezo linearis algebrai fogalmat.

Szimmetrikus és pozitiv (szemi)definit matrixok definiciéja. Legyen D = (d; ;)
eqy k X k méretti matrixz. Azt mondjuk, hogy a D mdtriz szimmetrikus, ha minden
1 < 4,1 <k indexre dj; = d; ;. Pontosabban azt kéveteljik meg, (ha nemcsak valds,
hanem dltaldnos komplex értéki elemekkel rendelkezé madtrixokat is tekintink, ami ebben
az eldaddsban nem fog eléfordulni), hogy d;; = lej, ahol Z a z komplex szam konjugdltja,
azaz, ha z = a + ib, akkor Z = a —ib. Egy k x k méretd szimmetrikus D = (d;;)
mdatrix positiv (szemi)definit, ha minden x = (x1,...,xx) k-dimenzids vektorra xDx* =
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ko k

> Y xidjix; > 0. (Ebben a formuldban x* jeloli az x vektor transzpondltjdt, azaz
j=11=1

azt az oszlopvektort, melynek folulrol szamiva l-ik eleme megegyezik az x vektor balrol
szdmitott [-ik elemével. Ekkor xDx* a szokdsos vektorszorzast jeloli.

Az eredmények és fogalmak jobb megértése érdekében érdemes megadni a fent
leirt koordinatarendszerben leirt definiciok koordinatarendszertol fliggetlen ,,absztrakt”
definicigjat is és megérteni a két definicié kapcsolatat. Ennek leirdsat (a bizonyitdsok
tobbségének elhagyasival) megadom a kiegészitésben. A kovetkezd eredményben meg-
fogalmazom azt a fontos eredményt, mely megadja a kovariancia matrixok jellemzését.
A bizonyitas felhasznal bizonyos nem trividlis linedris algebrai eredményeket is.

Tétel a kovariancia matrixok jellemzésér6l. Legyen Z = (Z1,...,7Z%) egy k-
dimenzios véletlen vektor. Ekkor a Z vektor kovariancia mdtrixa szimmetrikus és pozitiv
szemidefinit mdtriz. Megforditva, tetszdleges D szimmetrikus, pozitiv szemidefinit mdt-
rizhoz létezik olyan Z = (Z1, . .., Zy) véletlen vektor, melynek ez a D mdtriz a kovarian-
cia mdtriza. SOt igaz a kévetkezd tartalmasabb dllitds is: Legyen'Y = (Y1,...,Y%) olyan
véletlen vektor, melynek a kovariancia mdtriza az identitds mdtriz, azaz VarY; = 1,
1<j<k, Cov(Y;,Y)=0,hal <jl<k, ésj#l (Eza helyzet példiul akkor, ha
az Yj, 1 < j < k valosziniiségi valtozok figgetlenek, és VarY; = 1.) Ekkor létezik olyan
A = (aj;) k x k méretd mdtriz, melyre igaz, hogy a Z = (Z1,...,Zx) = (Y1,...,Yr)A =

k k
<Z a1 pYp, -y 2, aka}D) véletlen vektor kovariancia mdtriza a D mdtriz.
p=1 p=1

Megjegyzés: Ez az &allitds annak a valdszintiségi valtozokrol szold egyszerit eredmény-
nek tobb-dimenzids megfeleléje, mely szerint egy valdsziniiségi valtozd szorasnégyzete
nem negativ szam. A nem negativ szamoknak a pozitiv szemidefinit matrixok felelnek
meg magasabb dimenzidéban. A bizonyitas egy alabb megfogalmazandé nem trividlis
allitason alapul. Ez annak az allitdsnak a tobb-dimenziés megfelelje, hogy pozitiv
szambol, lehet négyzetgyokot vonni. Jegyezziik meg, hogy valés szamok kozott is
csak akkor egyértelmii a gyokvondas, ha csak a pozitiv gyokot tekintjiik. Ennek az
allitasnak érvényes a kovetkezo tobb-dimenziés dltalanositasa, melynek bizonyitasat a
Kiegészitésben fogom vazlatosan leirni.

Tétel a linearis algebrabdl. Legyen D pozitiv szemidefinit mdtriz. Ekkor létezik
olyan A mdtriz, melyre érvényes a D = A* A azonossdg, ahol A* az A mdtrix transzpo-
naltjdt jeloli. S6t, azt is feltehetjik, hogy az A mdtrix onadjungdlt és szemidefinit. Eme
megszoritds esetén az D = A*A = AA egyenlet megolddsa egyértelmi. (Egy A = (aj;)
k x k méretii matriz transzpondltja az A* = (a; ;), illetve az dltaldnos komplex szdmokat
is tartalmazo mdtrizok esetében az A* = (a; ;) k x k méretd matriz, ahol Z a z komplex
szdm konjugdltja.)

A tétel bizonyitdsa a linedris algebrardl kimondott tétel seqgitségével. Tekintsiink el6szor
egy Z = (Z1,...,Zk) egy k-dimenziés véletlen vektort és annak D = (d;;), dj; =
Cov(Z;,2Z;), 1 < j,l <k, kovariancia matrixdt. Ekkor D szimmetrikus mdatrix, mert
dj; = dij, azaz Cov(Z;,72;) = Cov(Z;,Z;). Masrészt tetszOleges © = (x1,..., %)
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k
k-dimenzids vektorra Var (Z x; Zj> > 0. Ezenkiviil
=1

k ko k ko k
Var (Y 2,7 | =Y Y E(vw(Z; 2 — EZ;EZ)) = > Y xzCov (Z;, Z1)
j=1 j=11=1 j=11=1
ko ok
= Z Zaijldj’l = xDx*.
j=11=1
Innen kovetkezik, hogy xDz* > 0 tetszéleges © = (x1,...,2)) k-dimenzids vektorra,

azaz D szimmetrikus pozitiv szemidefinit matrix.

Megforditva, legyen D pozitiv szemidefinit méatrix, és Y = (Y7,...,Y%) olyan
véletlen vektor, melynek a kovariancia matrixa az identitas mdétrix, azaz VarY; = 1,
1<j<k Cov(Y;,Y;) =0, hal <jl <k, ésj+#I1 A kimondott linedris algebrai
eredmény szerint létezik olyan A = (a;;), 1 < j,I < k k x k méreti matrix, melyre
D = A*A. Azt allitom, hogy a Z = (Z1,...,Zy) =Y A, azaz a Z = (Z1,...,Zy), Z; =

k
> apYy, 1 <j <k, véletlen vektor kovariancia matrixa a D matrix. Innen kovetkezik
p=1
k k
a feladat mésodik &llitasa is. Viszont Cov (Z}, Z;) = Cov 21 ap.iYp, Zl aq1Yq |, ezért
p= 9=
ko k
Cov(Z;,Z1) = > > apjaq1Cov(Y,,Y,), ahonnan mivel Cov (Y),,Y,) = 0, ha p # q,
p=1q=1

k
és Cov (Yp,Yp) =1, Cov(Z;,2;) = > apjap; = dj;, ahol d;; a D = A*A matrix j-ik
p=1

soraban és [-ik oszlopaban szerepl6 konstans.

Ezutan be tudjuk vezetni a tobb-dimenziés normaélis eloszlasfiiggvények fogalmat,
és meg tudjuk fogalmazni a tobb-dimenzids centralis hatareloszlastételt.

Tobb-dimenziés normalis eloszlasok definiciéja. Definidljuk elészor a tobb-di-

menzios standard normdlis eloszldst. Azt mondjuk, hogy egy (&1, ...,&k) véletlen vek-
tor eloszlasa a k-dimenzids standard normdlis eloszlas, ha a &1, ...,& valosziniségi
vdltozok fiiggetlenek, és mindegyik &; valdsziniségi valtozo, 1 < j < k, standard normdlis
eloszlasiu. FEkvivalens megfogalmazdsban azt mondhatjuk, hogy egy (&1, ...,E&k) véletlen

vektor eloszldsa a k-dimenzios standard normdlis eloszlds, ha e véletlen vektornak létezik

2 =

71=1
Egy (m,...,nx) k dimenzids véletlen vektor k dimenzids normdlis eloszlasi vektor
nulla vdrhatd értékkel, ha e véletlen vektor eloszldsa megegyezik valamely (71, ...,7Mk) =

(&1, .., &) A k-dimenzids vektor eloszldsdval, ahol A egqy k X k méretd mdtrix, tovabbd
(&1,...,&k) eqy k-dimenzios standard normdlis eloszldsi véletlen vektor.

1 k
striségfiggvénye, és az az f(uy,...,ux) = W exp {—— > u?} fiigguény.
T

Egy (C1,-..,Ck) véletlen vektor k-dimenzids normdlis eloszldasu vektor, ha eloszldsa
megegyezik eqy (N1, ...,Mk) + (M1, ..., mg) véletlen vektor eloszldsdval, ahol (n1,...,Mk)
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eqy k-dimenzios normalis eloszlasu véletlen vektor, melynek a varhato értéke nulla, €és
(my,...,my) k-dimenzids determinisztikus vektor.

Késobb meg fogjuk adni a tobb-dimenzids normalis eloszlas mas ekvivalens jellem-
zését. ElGszor azonban megfogalmazunk egy a tobb-dimenzids centrélis eloszldstétel
kimondasahoz sziikséges késobb bizonyitandd eredményt.

Tétel a tobb-dimenzidés normalis eloszlas tulajdonsagairdl. Tekintsink eqy k-
dimenzios (n1,...,nk) = (&1, &) A+ (my, ..., my) normdlis eloszldsi valdszintiségi
vdltozot, ahol A egy k x k méretdi mdtriz, m = (mq,...,my) k-dimenzids (véletlentél
nem fiiggd) vektor és (&1, ...,&k) egqy k-dimenzids standard normdlis eloszldst véletlen
vektor. Akkor (ni,...,mk) m = (mq,...,my) vdrhatd értéki és D = A*A kovarian-
cta matrizu véletlen vektor. Tovabbd eqy k-dimenzios normdlis eloszldsu valdsziniiségi
vdltozo eloszlasdat meghatdrozza annak m varhato értéke és D kovariancia mdtriza.

Jegyezziik meg, hogy rogzitett D (szimmetrikus és pozitiv szemidefinit) métrixra
az A*A = D egyenletnek nem egyértelmi a megoldasa. Tekintsiink két kiilonb6zé
A és B matrixot, melyre A*A = B*B. A fenti tétel szerint, ha tekintiink egy k-
dimenzids standard normélis eloszlasu (€1, . . ., &) vektort, illetve a segitségével definidlt
(E1,...,&k)A és (&1,...,&)B véletlen vektorokat, akkor bar ez az utébbi két véletlen
vektor kiillonbozé, eloszldsuk megegyezik. Ugyanis mind a két (normélis eloszlasi) vek-
tor nulla varhato értékii és A* A = B* B kovariancia matrixi. Ez a tulajdonsag erésen ki-
hasznalja azt, hogy normalis eloszlast valészintliségi valtozokrdl van szé. Ennek tovabbi
fontos kovetkezményei vannak, melyeket késobb targyalni fogunk.

A tobb-dimenzids normalis eloszlas tulajdonsagairdl szolé valamint a kovarian-
cia métrixok jellemzésérol szol6 tételekbdl kovetkezik, hogy barmely (&q,...,&k) k-
dimenzids valésziniiségi valtozo esetén létezik olyan k-dimenziés normalis eloszlasu va-
16szintiségi valtozd, melynek kovariancia métrixa és varhaté értéke megegyezik ennek
a (&1,...,&) valdszintliségi véltozonak a kovariancia matrixaval és varhaté értékével.
Tovabba ennek a k-dimenziés normalis eloszldsu valdszintiségi valtozonak az eloszlaséat
meghatdrozza a (&1, . .., &) valdsziniiségi valtozé kovariancia métrixa és varhaté értéke.
Erre az észrevételre sziikséglink van ahhoz, hogy lassuk: Az alabb megfogalmazott tobb-
dimenzids centrélis hatareloszlas értelmes allitas.

A t8bb-dimenziés centralis hatareloszlastétel. Legyenck £0) — (5@,..., ,g>),

1 =1,2,..., figgetlen, egyforma eloszlasu k-dimenzios valdosziniiségi valtozok, melyekre
2
teljesiil az Eﬁl(l) < 00,1 <1<k feltétel. Legyen a £ = <§§1), ceey ,i”) vektor vdrhato

értéke BED) = (E&fl), . ,Eg,il)) , kovariancia matrixa pedig eqy D kxk méretd mdtriz.

Definidljuk az S = (Sgn), ey S,(cn)> =Y ¢ =¥ fgj), . 5,(5)) osszegeket,
j=1 j=1

j=1
n=1,2,.... Ekkor minden (z1,...,xx) k-dimenzids vektorra érvényes a
- L (atn (n) L (ot (n)
Jim P (51 — BS! ) < (sk — BS! ) <) =®p(ar,... 1)
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azonossdg, ahol ®p(xy,...,xx) a k-dimenzids nulla vdarhato értéki D kovariancia mdt-
rizd normdlis eloszldsfiigguény értéke az (x1,...,xx) pontban.

Megjegyezziik, hogy az egydimenzids esethez hasonléan, a tébb-dimenzids centralis
hatareloszlastételnek is létezik altalanositasa fiiggetlen nem feltétleniil egyforma eloszla-
su véletlen vektorok normalizalt 6sszegeinek hatareloszlasara nagyon altaldnos feltételek
mellett. Ezzel a kérdéssel azonban itt nem foglalkozunk.

A tobb-dimenzids centralis hatareloszlastétel bizonyitasa hasonlé a klasszikus egy-
dimenzids esethez. Az ott bevezetett fogalmaknak és eredményeknek megadhatéak a
tobb-dimenzids altalanositasaik, és a megfelel6 eredmények hasonléan bizonyithatdak.
Ezért csak a fogalmakat és az eredményeket fogom ismertetni. Kiilon érdemes hangsi-
lyozni, hogy a vizsgalatok soran bevezetjiik a tobb-dimenziés karakterisztikus fliggvény
fogalmat, és a tobb-dimenzids karakterisztikus fliggvények vizsgdlata nagy segitséget
jelent a tobb-dimenzids normadlis eloszlasok viselkedésének megértésében is.

Tobb-dimenzids eloszlasfiiggvények eloszlasban valé konvergenciajanak a de-
finicidja. Legyen F,(x1,...,xr), n=1,2,..., k-dimenzids eloszldsfiggvények sorozata.
Azt mondjuk, hogy az Fy(x1,...,xk) eloszldsfigguények eloszldsban konvergdlnak egy k-
dimenzios F(x1,...,xy) eloszldasfiggvényhez, ha nh—{%o Fo(xy,...,25) = F(x1,...,2) az

F(-) (hatdr)eloszlasfiigguény minden (z1,...,xy) folytonossdagi pontjaban.

Tétel az eloszlasban valé konvergencia jellemzésérol folytonos fiiggvények
segitségével. F,(uy,...,ux), n = 1,2,... k-dimenzids eloszldsfigguények sorozata
akkor és csak akkor konvergdl eloszldsban egy F(uq,...,uy) k-dimenzids eloszldsfiigg-
vényhez, ha minden a k-dimenzios téren értelmezett folytonos, korldtos g(ui,...,u)
figguényre teljesiil a

lim [ g(uy,...,ux) Fn(duy,..., dug) = /g(ul,...,uk)F(dul,..., dug)

n—oo

az0nossdg.

Megjegyzés: Mivel minden tobb-dimenzids normaélis eloszlas eloszlasfiiggvénye folytonos,
(bar nem feltétlentil van stirliségfiiggvénye) ezért a tébb-dimenzids centralis hatarelosz-
lastétel azt mondja ki, hogy az ott tekintett normalizalt Gsszegek eloszlasban kon-
vergalnak egy nulla varhato értékli és megfelelé kovariancia métrixii normalis elosz-
lashoz. Jegyezziik meg, hogy a tekintett normalizalt osszegek varhatd értéke és ko-
varianciamatrixa megegyezik egy a hatareloszlassal rendelkez6 véletlen vektor varhato
értékével és kovariancia matrixaval.

Az egydimenzios esethez hasonléan a fenti tétel és Weierstrass masodik approximé-
cids tétele (pontosabban annak to6bb-dimenzids altalanositdsa) segitségével eloszlasfiigg-
vények konvergenciajat jol lehet vizsgalni a karakterisztikus fliggvények aldbb bevezetett
tobb-dimenziés altalanositasanak a segitségével.

Tobb-dimenzios valdszintliségi valtozok karakterisztikus fiiggvényének a de-
finicidja. Legyen & = (&1,...,&;) k-dimenzids valdszindiségi valtozo valamely (2, A, P)
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valdsziniségi mezdn, és jelolje F(uq,...,ug) = P& < ui,..., & < ug), —00 < uj <
00, 1 <j<k,a&=(&,...,&) véletlen vektor eloszldsfigguényét. A € = (&1,...,&k)
k-dimenzios & valoszinidségi valtozonak a karakterisztikus fiigguénye a

oty ... ty) = Eeiti&it+tun) / / ei(t1U1+-~-+tkuk)F( dus, . .., duy),

—oo<tj<oo, 1<j<Kk,

fliggvény. Adva egy F(uq,...,u) k-dimenzids eloszldsfigguény az F eloszlasfigguény
karakterisztikus fliggvényét is definidlni fogjuk mint eqy F eloszldsi & = (&1,...,&) k-
dimenzids valdsziniiségi vdltozé karakterisztikus fligguényét. (Mivel a karakterisztikus
fiigguényt a (&1, ..., &) valdszindiségi viltozo eloszlasfligguényének a segitségével ki lehet
szamolni, ezért jogunk van egy eloszlasfigguény karakterisztikus fligguényérdl beszélni.)

Tétel. Legyen F(xq,...,xr) €s G(x1,...,xx) két eloszlasfigguéy, melyek karakterisz-
tikus fligguényei megegyeznek. FEkkor F(x1,...,z;) = G(x1,...,xx) minden k-dimen-
2i0s (x1,...,x)) vektorra.

Megfogalmazzuk az eloszlasfliiggvények és azok karakterisztikus fiiggvényei konver-
gencidja kozotti kapcsolatot leird Alaptételnek nevezett allitas tobb-dimenzids valtoza-
tat.

Az eloszlasok konvergenciajardl szolé Alaptétel tobb-dimenzids valtozata.
Legyen Fy(ui,...,ux), —0o < wu; < oo, 1 < j < k, k-dimenzios eloszldsfiiggvé-
nyek egy sorozata on(ti,...,tx) = [etttmtttuw) B (quy ... duy) karakterisztikus
fliggvényekkel, n =1,2,.... Ha a wo(ty,...,tx) = nh—>H;o on(t1, ..., tg) hatdarérték létezik

minden —oo < t; < oo, 1 < j <k, szamra, és a po(ti,...,t;) limeszfiigguény folytonos
az origoéban, akkor létezik olyan Fy(uq,...,uy) eloszlasfiggvény a k-dimenzids térben,
melynek a @o(t,...,tx) fliggvény a karakterisztikus fiigguénye. Tovdbbd e feltétel tel-
jesiilése esetén az Fy(uy,...,ur) eloszlasfigguények eloszldsban konvergdlnak ehhez az
Fo(uy, ..., ug) eloszldasfigguényhez.

Megforditva, ha Fy,(u1,...,ug), n=1,2,..., eloszlasfigguvényeknek egy olyan soro-
zata, mely eqy Fo(uq,...,ux) eloszldsfiggvényhez konvergdl eloszldsban, v, (t1,. .., tk),
n = 1,2,..., jeloli az F,(uy,...,ux), po(t1,...,tx) pedig az Fo(u,...,ug) eloszlds-
fliggvény karakterisztikus figgvényét, akkor po(ty,...,tg) = nlljg() ©n(t1, ..., tx) minden
—o00 < t; <00, 1< j <k, szamra. Tovabbd, ez a konvergencia egyenletes minden véges
intervallumban.

Megfogalmazzuk a fenti eredmények néhany fontos kovetkezményét. Eloszor jelle-
mezzik a tobb-dimenziés normalis eloszlasok karakterisztikus fliggvényeit.

Tétel a tobb-dimenzidés normalis eloszasu valdszintiségi valtozék karakte-
risztikus fiiggvényérol. Legyen n = (n1,...,mx) = (&1,-..,&)A + (mq,...,myg)
eqy k-dimenzids normdlis eloszldsi wvaldsziniségi vdltozé, ahol m = (mq,...,my) k-
dimenzids (determinisztikus) vektor, A = (a;;), 1 < j,1 < k, k x k méretd mdtriz,
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tovabba & = (&1, ...,&k) k-dimenzids standard normdlis eloszldsi véletlen vektor. Ekkor
az (N1, ...,nk) véletlen vektor karakterisztikus fligguénye a

k ko k
i(tn) — poi(timt+tene) — Li(t,m)—tA"At™ /2 _ E . — = E E { ey
Fe = Fet'inin klk) — e = exp Z.ltjm] 2-1lld’lt‘7tl
j: J: =

fligguény, ahol (x,y) jeloli az x = (x1,...,xk) €sy = (y1,-..,yk) vektorok (x,y) =
k

> x;y; skaldrszorzatdt, t = (t1,...,t;), d;j; az A*A kovariancia mdtrizanak j-ik so-
j=1

raban, és l-ik oszlopdaban szerepld konstans. A D = A*A mdtriz megegyezik az n =
(M1, ...,nK) véletlen vektor kovariancia mdtrizdval.

Bizonyitas:

Eeitn) = ReiltAGtm) _ iltm) poi(tA™.€) — giltim) o —tAT AL /2 _ (ilt,m)—tA"AL" /2,

. . _ k .
mert, ha tA* = = (f1,...,%), akkor Fe!tA"8) = Feilhi&it+hle) — ] Feti& =
j=1
k _

j=1
Az 7 véletlen vektor D = (d;;) kovariancia matrixdban a j-ik sor I-ik eleme d;; =

k k k k
Cov (nj,m) = Cov | > api&p, > aqibq | = 22 apyjap,lEfg = ) apjap, ésezaz AA
p=1 g=1 p=1 p=1
matrix j-ik soraban és [-ik oszlopdaban all6 elem. Ezért az n véletlen vektor kovariancia
matrixa a D = A* A matrix. Az nyilvanvald, hogy az n véletlen vektor varhaté értéke m.

Az el6z6 tételnek van néhany fontos kovetkezménye.

1. kovetkezmény. FEgy k-dimenzios normadalis eloszlast meghatdroz varhato érték vek-
tora és kovariancia mdtriza.

2. kovetkezmény. Legyen (£,m) két-dimenzids normadlis eloszldsi véletlen vektor. Ha
a & ésn valdsziniségi valtozok korreldlatlanok, azaz Cov (€,m) = 0, akkor & ésn figgetlen
valosziniséqi valtozo. Altaldnosabban, legyen (&1, .. .,&k) k-dimenzids normdlis eloszldsu
valosziniségi valtozo, melyre igaz, hogy valamilyen j, indexre, 1 < 7 < k, az elsd j és
utolsé k — j koordindtdk korreldlatlanok, azaz Cov (§p,&;) =0, hal <p <j<q<k.
Ekkor a (&1,...,&) €s &j41,...,&k) véletlen vektorok figgetlen j és k — j-dimenzids
normdalis eloszlasu valosziniségi valtozok.

3. kovetkezmény. Egy & = (&1,...,&k) k-dimenzids valdsziniségi vdltozé akkor és
csak akkor normadlis eloszldsu, ha karakterisztikus fliggvénye

k k k
. | ‘ . 1
Ee'"0) = peilhft tint) = eilbm)=tDE/2 — oxp iy " tim; — B > diatity
j=1 j=11l=1
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alaki figgvény, ahol m = (mq,...,my) k-dimenzios (valds koordindtdkbol dlls) vek-
tor, D = (dj;), 1 < j,l <k, k x k méretd pozitiv szemidefinit mdtriz, (x,y) jeloli az
k

= (21,...,25) €&sy = (Y1,-.-,yx) (z,y) = > x,y; skaldrszorzatdt, t = (t1,...,tx),
i=1
tetszdleges k-dimenzids vektor. A normdlis eloszlasi & = (&1,...,&) valdszindségi

valtozo fenti jellemzésében az m vektor a & tobb-dimenzids valdsziniségi viltozo vdrhato
értéke, D pedig a kovariancia mdatriza.

Az els6 kovetkezmény kovetkezik abbdl, hogy egyrészt egy normalis eloszlasu valo-
szinliségi valtozé karakterisztikus fliggvényét fel lehet irni annak varhaté érték vektora
és kovariancia matrixa ismeretében, masrészt egy eloszlast meghataroz annak karakter-
isztikus fiiggvénye.

A maésodik kovetkezmény indoklasa hasonlé. Tekintsiik az abban megfogalma-
zott altaldnosabb Aallitds bizonyitasat, és vezessiikk be a kovetkezd jeloléseket. Jelolje
m = (Ey,...,E&) a (&, ..., &) véletlen vektor varhaté értékét, D = (dp,), dpg =
Cov (&p,&q), 1 < p,q < k, ennek a vektornak a kovariancia métrixat. Legyen m; =
(E&1,...,E¢) a(&,..., &) vektor varhaté értéke, Dy = (dp ), dpq = Cov (§p,&q), 1 <
p,q < j, ennek a vektornak a kovariancia métrixa, végiil legyen mo = (E&;41, ..., B
a (§+1,...,&) vektor varhaté értéke, Dy = (dpq), dp.q = Cov (§p,&q), J+1 <p,q <k,
ennek a vektornak a a kovariancia matrixa. Ezenkiviil tekintsiink egy tetszoleges t =
(t1,...,tx) k-dimenzids vektort, és legyen t; = (t1,...,t;), ta = (tj11,...,tk).

Ekkor a (&1,...,&) véletlen vektor karakterisztikus fiiggvénye a @(tq,...,tx) =
el (tm)—tDt" /2 fiioovény. Az exponensben szerepld kifejezés felirhaté mint i(t,m) —

5 = it m) - = — =2, mert Cov (§,&) =0,hal<p<j<

qg<kvagy 1 <q<j<p<k. Ezért o(t1,...,t5) = p1(t1,...,t;)p2(tj+1,...,tx), ahol
©1 (tl, c. ,tj) = 6i(t1’m1)_t1D1tI/2, a (51, . ,fj), (pQ(tj+1, c. ,tk) = giltz,m2)—t2 Doty /2
pedig a (§j+1,...,&k) valoszintiségi valtozé karakterisztikus fiiggvénye. Mivel a karak-
terisztikus fliggvény meghatarozza az eloszlasfiiggvényt ez azt jelenti, hogy a (&1, ...,&k)
véletlen vektor eloszlasfliiggvénye megegyezik két olyan fiiggetlen j illetve k — j-valtozods
véletlen vektor egyiittes eloszlasaval, melyek koziil az els6 véletlen vektor karakterisz-
tikus fliggvénye ¢1(t1,...,t;) a masodiké pedig wo(tji1,...,tx). Mivel (&1,...,&))
véletlen vektor karakterisztikus fliggvénye 1 (t1,...,t;), a (§j+1,--.,&k) véletlen vektor
karakterisztikus fiiggvénye pedig w2 (tj41,. .., tx), innen kovetkezik a masodik kovetkez-
mény allitasa.

A harmadik kévetkezmény azonnal kovetkezik a tobb-dimenziés normaélis eloszlasi
valészintiségi valtozok karakterisztikus fiiggvényének jellemzését leird tételbdl, abbdl a
kimondott linearis algebrai tételbdl, mely szerint minden pozitiv szemidefinit D matrix
felirhaté D = A* A alakban, illetve abbdl a ténybdl, hogy egy A* A alakd métrix mindig
pozitiv szemidefinit. Ez utébbi allitas ellenérzéséhez vegyiik észre, hogy tetszoleges
x = (x1,...,xk) vektorra xA* Az* = x A*(xA*)* = (zA*,xA*) > 0 és ezt az egyenlOt-
lenséget kellett megmutatni.

Az els6 kovetkezménybol, illetve normaélis eloszlasu valdszintiségi valtozd kovari-
anca matrixanak korabban kiszamolt alakjabol kovetkezik a korabban megfogalmazott
tétel a tobb-dimenziés normalis eloszlas tulajdonsagairél. Annak érdekében, hogy lassuk

~—
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fontos volt feltenni a mésodik kovetkezményben, hogy normalis eloszlasu valdszintiségi
valtozokat vizsgalunk oldjuk meg a kovetkezo feladatot.

Feladat:

Mutassunk példat két korreldlatlan & és n valdszinliségi valtozéra, melyek nem
fiiggetlenek.

Megoldds: Sok egyszeri példat adhatunk. Tekintsiik példaul a kovetkezo példat:
Legyen £ egyenletes eloszlast valdszintiségi valtozo a [—%, %} intervallumban, Ekkor
a & és n = &2 valdszintiségi valtozok korreldlatlanok, de nem fiiggetlenek. Valéban,
E¢ =0, En = EE = %, Eén = E€ = 0, Cov(&,n) = Eén — EEEn = 0.
Masrészt € és 7 nem fliggetlenek, s6t az n valdszintliségi valtozd a & valdszintiségi
valtozo determinisztikus fliggvénye. Egy lehetséges formalis indoklasa annak, hogy
¢ és n nem fiiggetlen a kovetkezd: Legyen 0 < a < 1 tetszOleges szam. Ekkor
{w:n <a®} ={w: [§| < a}. Ezért P(€ < a,n < a®)=P(<a),azaz P(£ <a,n<
a?) # P( < a)P(n < a?).

Feladat:

A (&, ...,&) valoszintliségi vektor akkor és csak akkor normélis eloszlasd, ha a

i apé, egydimenzids valdsziniliségi valtozo normalis eloszlasu tetszdleges aq, . . ., ay,

Z:/le(’)s szamokkal.

Megoldds: Ha (&1, ..., &) normélis eloszlasu valdszintiségi valtozd, ¢(ty, ..., t;) =

Eeti&itttee — gi(t;m)—tDt"/2 Yarakterisztikus fiiggvénnyel, akkor a ijl apé, va-
=

l6szinliségi valtozé karakterisztikus fliggvénye a
() = plart, .., axt) = Beilrteattoutte) _ git(om)—aDa"t?/2

fiiggvény, ahol a = (a1,...,ax), —00 < t < 00, tetszbleges valés szdm. Innen
k
kovetkezik, hogy > ap, normadlis eloszlasi valdszintiségi valtozé aDa* szérés-
p=1
négyzettel és (a, m) varhato értékkel.
k
Megforditva, ha tetszéleges ai,...,ar szamokra a > a,&, valészintliségi valtozd
p=1
normalis eloszlasu, akkor EEJZ < oo minden 1 < j < k szamra, és létezik a
(&1,...,&) véletlen vektornak valamilyen m = (mq,...,my) vérhat6é értéke és
k
D =(d;;), 1 <4l <k, d;; = Cov(,&) kovariancia matrixa. Ekkor a 21 apép
p:
k
Osszeg véarhaté értéke ) a;jm; = (a,m), szérdsnégyzete aDa*, a = (ai,...,ay),
i=1

kovarianciafiiggvénye pedig ©q,,. a.(S) = eis(am)—aDa”s*/2  Tppep kovetkezik,

hogy a (&1,...,&;) véletlen vektor karakterisztikus fliggvénye a ¢(t1,...,tx) =
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iy (1) = &mIZtDT/2 0 Fugrt (&,..., &) normalis eloszlast valdszintiségi

valtozo.
Feladat:
Legyen n = (n1,...,n,) k-dimenziés, normalis eloszldst valdszintiségi véltozé m =
(mq,...,my) varhaté értékkel és D kovariancia matrix-szal, és legyen B valamely

k x k méreti matrix. Mutassuk meg, hogy az nB = (11, ..., nx)B véletlen vektor k-
dimenzids, normalis eloszlasi valdszintliségi valtozo mB varhaté értékkel és B*DB
kovariancia matrix-szal.

Megoldas: Egy lehetséges bizonyitas: Az n véletlen vektor eloszlasa megegyezik
egy EA+m = (&1,...,8k)A + (m1,...,my) véletlen vektor eloszlasaval, ahol ¢,
1 < j < k, fiiggetlen, standard normaélis eloszlasi valésziniiségi valtozok, és A
olyan k£ x k méretii matrix, melyre D = A*A. Ezért nB eloszldsa megegyezik
a EAB + mB véletlen vektor eloszlasaval. Ez viszont egy k dimenzids normaélis

eloszlasu valdszintliségi valtozd, melynek varhaté értéke mB, kovariancia matrixa
pedig (AB)*AB = B*A*AB = B*DB.

Feladat:

Legyen & = (&1,...,&) k-dimenzidés normalis eloszlasu valdszintiségi valtozéd, B
pedig egy k X p méretli, (azaz nem feltétleniil négyzetes) matrix. Ekkor az n =
(M, ..., mp) = B véletlen vektor p-dimenzids normélis eloszlast valdszintiségi val-
t0z0.

Megoldds: Irjuk fel az n véletlen vektor karakterisztikus fiiggvényét, ha a & vektor
karakterisztikus fiiggvénye a @(t) = @(t1,...,t;) = e/ ™D=tPY/2 glkalmas m k-
dimenzids vektorral és D k x k méretli pozitiv szemidefinit matix. Ekkor tetszdleges
t=(t1,...,tp) vektorra

Eeitn) = Reil(tEB) — pei(tB" &) _ (itB*;m)~tB*DBI" /2 _ 4ilt,m)—tDt" /2

m =mB és D = B*DB vélasztassal. Innen kévetkezik a feladat allitésa, mert ez
azt jelenti, hogy n karakterisztikus fliggvénye egy normalis eloszlasi valdszintiségi
valtozé karakterisztikus fiiggvénye. (Hogyan lehet l4tni, hogy D = B* DB is pozitiv
szemidefinit métrix?)

Egy tobb-dimenzidés normaélis eloszlasi valdszintiségi valtozé koordinatai normalis
eloszlasuak. A kovetkezo feladatban példat mutatunk arra, hogy ennek az allitasnak a
megforditdsa nem igaz.

Feladat:

Definialjuk a kovetkez6 (€2, B,P) valészintiségi mez6t: Q = [0,1], B a Borel o-
algebra [0, 1]-en, és P a Lebesgue mérték. Definidljuk a kovetkezd & és n valdszinti-
ségi valtozékat ezen a mezén: &(z) = & 1(x),

_[&(l—=x) ha
(0 P

11
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Léssuk be, hogy £ és n normalis eloszlasi valdszintiségi valtozok, de a (£,n) vektor
nem normalis eloszlasu valdszintiségi vektor.
Megoldas: A & és n valdszintiségi véaltozok azonos eloszlasiak. Tovabba,

P >x)=AN®(x),1]) =1— ®(z) .

Az, hogy (£, n) vektor nem normalis eloszldsd kovetkezik példdul a P({+n = 0) = 2
azonossagbol. Miért?

Feladat:

11
Legyenek &1, ...,¢&, fliggetlen a {—5, 5} intervallumban egyenletes eloszlasu va-

n n
16szintiségi valtozék. Mutassuk meg, hogy a > & és > {-“]2- Osszegek normali-

i=1 i=1
12 2 180 - 1

zéltjainak azaz az | — > & és /— > (sz — —) valdszintiségi valtozoknak
n j=1 n j=1 12

az egyiittes eloszlasa a két-dimenzids standard normalis eloszlashoz konvergal, ha

n — oQ. 1 1 ) .
M is: B¢ = Ee2 = — - 2 _ pet _ (BE22 — —
1690lda8 §=0, BE = 5, Vare = 15, Varg® = BE = (BE)" = o 144
=0 Tovébbé Cov (£, £2) = EE3—FE(EE2 = 0. Ezért a (\/ﬁgj, V180 (gj? — E))

j =1,2,..., véletlen vektorok fiiggetlenek, nulla varhaté értékkel és az identitas
kovariancia matrix-szal. Innen, és a tobb-dimenzids centralis hatareloszlastételbdl
kovetkezik a feladat allitasa.

Feladat:

Legyen (&,7n) normdlis eloszldsti vektor m = (mq, mg) = (E€, En) véarhat6 értékkel

(01,1, U1,2> _ (Efz - (E§)2» E&n — EﬁEU)
021, 01,1 E&n — EEE, E772 - (EU)Q

kovarianciamatrix-szal. Ekkor létezik a & valdszintiségi valtozénak & = an + (
alaku eléallitasa alkalmas a konstanssal, és az 1 valészintliségi valtozotdl fliggetlen ¢
normalis eloszlasu valészintliségi valtozdval. Ez azt jelenti, hogy ha (£, ) két-dimen-
zi6s normalis eloszlasu valdszintliségi valtozo, akkor az els6 koordinata kifejezheto
mint a masodik kooordinata konstansszorosanak és egy a masodik koordinatatol

fiiggetlen normalis eloszlasu valdszintliségi valtozo Osszege. A kivant a konstanst
01,2

explicit médon megadhatjuk az a = képlet segitségével.
02,2
Hogy altalanosithaté a fenti allitas abban az esetben, ha £ és n vektorvaltozok is
lehetnek? -
Megoldds: A ¢ = & — 22y valészintiségi valtozé fiiggetlen az 1 valdszintiségi
01,1
valtozotol. Ehhez a tobb-dimenzids normaélis eloszlas tulajdonsagai alapjan elég

ellenérizni, hogy Cov ({,n) = 0. Innen kovetkezik a feladat allitésa.

12



Az az eset, amikor £ = (§1,...,&), 1= (M,---,Mp), és (&1,---,&s, M-, Mp) €8Y
s + p dimenziés normalis eloszlast valdszintiségi valtozd hasonléan targyalhato.

Lassuk be, hogy létezik olyan A maétrix, melyre n és & — nA fliggetlenek. Ennek
érdekében lassuk be el6szor, hogy létezik olyan U unitér matrix melyre nU =
(M1, ..., 7Mp) = N vektor koordindtai fiiggetlenek. Ugyanis, ha az 7 véletlen vektor D
kovarianciamatrixat D = U*AU alakban irjuk, ahol U unitér A pedig diagonalis
matrix, akkor az n = nU véletlen normalis eloszlasi vektor kovarianciamatrixa

A, ahonnan kovetkezik, hogy az 7 métrix koordinatéi fiiggetlenek. Legyen &, =

P Bt _
& — > éﬂ;k Nk, 7 = 1,...,s. Ezt matrixjeloléssel irjuk ¢ = & — nB forméban.
k=1 U

Ekkor (£ — 7B, 7) olyan p + s dimenzids normélis eloszldsi valészintiségi valtozo,
melynek elsé s és utolsé p koordinataja korrelalatlan, ezért fiiggetlen. Mivel a
¢ — nB és n vektorok fiiggetlenek, ezért ( = & — 7B = £ — nUB fiiggetlen az
n = nU* vektortol.

Megjegyzés: A valdsziniiségszamitas illetve statisztika finomabb kérdéseinek vizsgélata-
ban bevezették a feltételes valdszintiség és feltételes eloszlas fogalmat olyan esetekben
is, amikor a feltétel nulla valészinliséggel kovetkezik be. Bizonyos vizsgalatokban fontos
kiszamolni, hogy mi a feltételes eloszlasa egy tobb-dimenzids normadlis vektor bizonyos
koordinatainak azon feltétel mellett, hogy a tobbi koordinata értékét rogzitjik. E feladat
megoldasanak kulcslépése a fent targyalt feladat megoldésa.

A t6bb-dimenzids centrélis hatareloszldstételt be lehet bizonyitani az egydimenzids
valészintiségi centralis hatareloszlastételhez hasonléan az Alaptételnek nevezett allitas
tobb-dimenzids valtozatanak segitségével. Valojaban van egyszertibb megoldas is. Meg
lehet mutatni, — szintén az Alaptétel tobb-dimenziés valtozata segitségével, — hogy a
tobb-dimenzids hatareloszlastételek kovetkeznek azok egy-dimenzids véltozatabol. Az
alabbiakban elmagyarazzuk ennek az okat.

Tétel. Legyen (Sin,-..,Sn), n=1,2..., k-dimenzios valdsziniségi vektorok soroza-
ta. Ezek a tobb-dimenzios valdsziniségi valtozok akkor és csak akkor konvergalnak elosz-
lasban egy (Si,...,Sk) k-dimenzids véletlen vektorhoz n — oo esetén, ha a i apSp ;s
n=1,2,..., linedris kombindciok barmely a1, ..., ax egyitthatokkal konvergc;;;k elosz-
ldsban a i ap Sy, valdsziniségi vdaltozéhoz n — oo esetén.

p=1

Bizonyitds: Legyen @, (t1,...,t;) = BetttStnttteSin) =192 . ésp(ty,... 1) =

Eet(tiSit+tuSk) oy (S1m,---ySkn) illetve az (S1, ..., Sk) véletlen vektor karakteriszti-
k

kus fiiggvénye. Hasonldan definidljuk a ) a,S), , valoszintiségi valtozo v, ... a,.n(s) =
p=1

Bets(@1SinttarSen) karakterisztikus fiiggvényét, és legyen ezenkiviil 1q,. . a,(s) =

Eets(aSittarSy) Ay (S1ms---3Skn), n = 1,2..., valdszinliségi vektorok sorozata

akkor és csak akkor konvergdl eloszlasban az (Si,...,S;) k-dimenziés véletlen vek-

torhoz n — oo esetén, ha lim ¢, (t1,...,tx) = @(t1,...,tx) a k-dimenzidés tér min-

n—oo
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k
den (t1,...,t;) pontjara. Hasonléan, a ) a,S, , linedris kombindcidk akkor és csak
p=1
k
akkor konvergélnak eloszlasban a ) a,S, valdsziniiségi véltozokhoz n — oo esetén, ha
p=1

Im Y, axn(S) = Ya,... a4, () & k-dimenzidés tér minden (ai,...,ar) pontjira és s
n—oo

valés szamra. Mivel ¥q, ap.n(S) = @n(sar,...,sar) és Yo, a(s) = @(sa,...,sax)
innen kovetkezik a Tétel allitésa.

Az el6z6 tétel segitségével a kovetkezd modon bizonyithatjuk be a tébb-dimenzids
centrélis hatareloszlastételt.

A tétel kimondasaban hasznalt jel6lést hasznalva elég azt megmutatni, hogy tetszo-
1 &
leges ai,...,ay szdmokra az — > a, (SI(,R) - ESén)> valészintiségi valtozdk eloszlds-
n p=1

k
ban konvergdlnak egy > a, (S, — ESp) valésziniiségi valtozéhoz, ahol S = (S1,..., Sk)
p=1

egy k-dimenzidés normalis eloszlast valdszintiségi valtozo nulla varhato értékkel és D

k(gvariancia matrix-szal. Ez az allitas Viszon‘% kovetkezik a kovetkezd észrevételekbdl:
n . .

S a, (S},”) . ES}D”)) = S X;, ahol X; = 3 qp ( G) Eg},f)). Az X;, 5=1,2,...,

p=1 j=1 p=1

valészintiségi véltozok fiiggetlenek és egyforma eloszlastak, FX; = 0, és Var X; = aDa”,

k

ahol a = (aq,...,a). Hasonléan, a > a, (S, — ES,) (normalis eloszlasi) valészintiségi
p=1

valtozé nulla varhatéd értéki, és aDa* szérasnégyzetii. Ezért az egydimenzids centralis

hatareloszlastételbol kovetkezik a kivant allitas.

Egy k-dimenzids normalis eloszlast valdszintiségi valtozo eloszlasa megegyezik egy
(&1, &) A+ (ma, ..., my) véletlen vektor eloszldsdval, ahol A k x k méretli métrix.
Ha az A maétrix nem invertalhato, akkor ez a véletlen vektor egy valdsziniiséggel egy
legfeljebb k£ — 1-dimenziés altér alkalmas eltoltjan veszi fel az értékét, és ezért nincs
striségfiiggvénye. A kovetkez6 tételben megmutatjuk, hogy amennyiben az A matrix
invertalhatd, akkor ennek a normalis valdszintiségi valtozénak van striségfiiggvénye, és
explicit médon megadjuk azt.

Tétel a tobb-dimenziés normalis eloszlasfiiggvények alakjardl. Legyen adva
eqy n = (N1,...,Mk) k-dimenzids normalis eloszldsi valdsziniségi vdltozo, melynek m =
(mi,...,mg) = (Em,...,Eng) a vdrhato értéke és D = (d;;), dj; = Cov(n;,m),
1< 4,1 <k, a kovariancia mdtriza. Azmn k-dimenzids valdsziniségi vdaltozonak akkor €és
csak akkor van striségfigguénye, ha a D kovariancia mdtriz invertdilhato. Ha a D ko-
variancia mdtriz invertdlhatd, akkor azn = (1, ..., nk) véletlen vektor siiriségfiggvénye
az a kovetkezd alaki:

1 - *
f(x):f(xlvaxk): (27r)k/2detD1/2 eXp{—(.fE—m)D 1($_m) /2}7
ahol x = (z1,...,71) € RF k-dimenzids vektor.
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Bizonyitds: Az n = (n1,...,m) véletlen vektor eloszldsa megegyezik egy olyan 7 =
(M, osmi) = (&1, -+ E) A+ (M, ..., my) véletlen vektornak az eloszldsaval, amelyikre
&5, 1 < j <k, fiiggetlen standard normalis eloszlast valészintiségi valtozdk, és D = A* A.
Jegyezziik meg, hogy a linearis algebra standard eredményei szerint az A és A* métrixok
egyszerre invertalhatéak vagy nem invertalhatoak, és a D = A* A matrix akkor és csak
akkor invertalhatd, ha az A matrix invertalhaté. Ezért, ha a D matrix nem invertalhato,
akkor az n vektornak nincs stirtiségfiiggvénye, ha pedig a D matrix invertalhato, akkor
a kovetkezé moédon szamolhatunk:

Alkalmazva az * = yA + m transzforméciét & = (&1,...,8k), © = (1,...,Tk),

, 1 o, )
y=(Y1,---,Uk) éso(y) = (Y1, ..., Yk) = We_(y%Jr"'”z)/? jeloléssel kapjuk, hogy

tetsz6leges mérheté B C R* halmazra

P(feB)=PneB)=P(e(B-m)A™!) = (y) dy

/ ;
(y17"'ayk)€(B_m)A_1

! ¢ ((z—M)A™) da

N |detA| (a:l,...,wk)EB

alaku, ahol | det A| az z = yA + M leképezés Jacobian-ja.
E formulabdl kiolvashatd, hogy a vizsgalt normalis eloszlasu valdszinliségi valtozd

stirtiségfiiggvénye a ((x — m)A‘l) fiiggvény. Annak érdekében, hogy bebizo-

¥
| det A|
nyitsuk a tételt vegyiik észre, hogy mivel D = A* A, ezért det D = det A* det A = det A2,
ezért | det A| = det DV/2, és

1 r—m)A~ (x —m)A!
© ((ZC - m)A ) — (27T1)k/2 exp {_(( ) 2( ) )}
1 {_(:/U—m)A_1 (A_l)*(x—m)*}
= @ exp 5
1 (x —m)(A*A) " (x — m)*
ICORCR {‘ 2 }
1 (x —m)D~ Yz —m)*

G R { 2 2

mert A~! (A_l)* = A1 (A*)"" = (A*A)"". Innen kovetkezik a Tétel sllitésa.

Megjegyzés: Egy tobb-dimenzidés normaélis eloszlasu valdszintiségi valtozé karakterisz-
tikus fliggvényét megado képletben a kovariancia matrix szerepel, mig a stirtiségfiigg-
vényét megadd képletben a kovariancia matrix inverze. Az, hogy a karakterisztikus
fliggvényben nem kellett invertalni az oka annak, hogy a karakterisztikus fiiggvény
segitségével konnyebb vizsgalni a normalis eloszlasfiiggvények tulajdonsigait.
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