A Valészintiiségszamitas 1. el6adassorozat tizenkettedik el6adasa.
2002 dprilis 23.

A miult el6adadson a centralis hatareloszlastétel bizonyitdsanak magyarazataban
bizonyos részeket tulsagosan elhadartam. Bar teljes bizonyitdst most sem adok, érdemes
néhany részletet nyugodtabb korilmények kozott kifejteni. Megismétliink néhany defi-
niciot és eredményt.

Szerepelt az eloszlasban valé konvergencia definicidéjat. De nem ezt a definiciot
érdemes hasznalni, hanem a kovetkez6 eredményt.

Tétel. F,(u), n = 1,2,... eloszldsfigguények sorozata akkor és csak akkor kon-
vergdl eloszldsban egy F'(u) eloszldsfiiggvényhez, ha minden a szamegyenesen értelmezett
folytonos, korldtos g(u) figgvényre teljesiil a

lim [ g(u) dF,(u) = / 9(u) dF (u) (a)

n—oo

azonossdg.

Az eloszlasban val6 konvergenciat az e lemmaban szereplo tulajdonsag segitségével
prébaljuk bebizonyitani. Felmeriil a kérdés, hogy nem elég-e az (a) tulajdonsagot
folytonos és korlatos fliggvények egy kisebb, és jobban kezelhetd fiiggvényosztalyanak
a segitségével bebizonyitani. Bevezetjiik az igynevezett karakterisztikus fiiggvényeket,
melyek az e;(z) = €' fiiggvények integralja, és felidézziink néhany eredményt, amelyik
megmagyarazza, miért érdemes ezeket hasznalni.

Valészintliségi valtozé karakterisztikus fiiggvényének a definiciéja. Legyen &
valdszinidségi vdltozd valamely (2, A, P) valészindségi mezdn, és jeldlje F(u) = P(§ <
u), —0o < u < 00, a & wvaldsziniségi vdltozo eloszldsfiiggvényét. A & wvaldsziniségi
vdltozonak a karakterisztikus figguénye a

©(t) = Fe'tt = / e™F(du), —oo<t< oo,

— o0

fuggvény. Adva egy F eloszldsfligguény az F' eloszldsfiigguény karakterisztikus fligguényét
s definidlni fogjuk mint eqy F eloszldsu & valoszintiségi viltozo karakterisztikus fiiggué-
nyét. (Mivel a karakterisztikus fiigguényt a & valdszindiségi valtozo eloszldsfiggvényének
a segitségével ki lehet szdmolni, ezért jogunk van eqy eloszldsfiigguény karakterisztikus
fiigguényérdl beszélni.)

A kovetkezo egyszert allitdsokat azok fontossaguk miatt kiillon Lemma formajaban
mondjuk ki.
Lemma valészintiiségi valtozok karakterisztikus fliggvényének viselkedésérol.
n

Legyenek &1, ..., &y, figgetlen valdszindségi vdltozok, jelolje Sy, = > &; e valdszindségi
j=1



vdltozok dsszegét és p;(t), 1 < j < n, a & valdsziniiségi vdltozo karakterisztikus fiigg-

) n
vényét. Ekkor az S, dsszeg karakterisztikus fiigguénye a ¥, (t) = Ee®®Sn = ] ¢;(t),
j=1

—00 < t < o0 fiigguény. Ha A és B # 0 wvalds szdmok, akkor a valosziniségi

vdltozo karakterisztikus fligguénye az

. . t - - t
it(Sp,—A)/B _ ,—itA/B v\ _ —itA/B N
Fe =e ¢H<B)—e jl;[lgoj(B>

fugguény.
Legyen & olyan wvalészindiségi vdltozo F(-) eloszldsfiigguvénnyel, melyre teljesiil az
o0

E¢)F = lu|*F(du) < co egyenlétlenség valamilyen k pozitiv egész szdmra. Ekkor
—00
a & valdszintségi vdltozo ¢(t) karakterisztikus fligguényének a derivdltjai megadhatdok a
d’ I
t) = / iul ™ F(du) képlettel minden 0 < j < k és —0o < t < oo szdmra.

FTTRA
do(t
Specidlisan, t = 0 vdlasztdssal SD(. )

dt’

— 00

= / P F(du) = i EE minden 0 < j < k
t=0 —o0
szamra.

Megjegyzés: Legyenek &1,&s. ..., fliggetlen, egyforma eloszlasu valdszintliségi valtozok,
melyekre F¢; = 0, és vezessiik be a 09 = Var¢, valamint az Ee®& = p(t), —0o <
t < oo (p(t) a & valdszinliségi valtozé karakterisztikus fiiggvénye) jeloléseket. Legyen

s . & Sn
tovabba S,, k;1 &k 6s S, N :
EeltSn = o(t)", EeitSn = ¢ <L> és (L) ~ 11— r Ez a formula

’ vno )’ Vn 2no?’
lehet6vé teszi, hogy viszonylag jé becslést adjunk a S, valdszintiségi valtozd karak-
terisztikus fiiggvényére. Azt kivanjuk vizsgdlni, lehet6vé teszi-e ez a formula egy jo
hatareloszlastétel bizonyitasat fiiggetlen, egyforma eloszlasu valdszintiségi valtozdk nor-
malizaltjanak az Osszegére.

az S, valészinliségi valtozé normalizéltja. Ekkor

Abbdl, hogy bizonyos F,, eloszlasok ¢, (t) karakterisztikus fliggvényeinek a sorozata
konvergal egy F' eloszldsfoggvény o(t) karakterisztikus fiiggvényéhez minden —oo <
t < oo szamra, akkor [ (3 cpe®™) F,(dz) — [ (3 cxe’™) F(dz) minden ilyen tipusd
fiiggvényre. Kérdés az, hogy elegendbek-e ezek az azonossdgok ahhoz, hogy az (a) tula-
jdonsag teljesiiljon. Ennek tisztazasa érdekében keressiik azokat az eredményeket, ame-
lyek azt mondjak ki, hogy a trigonometrikus fliggvények linedris kombinaciéi a folytonos
fiiggvények elég gazdag csaladjat alkotjak. Ilyen jellegii, és szamunkra a tovabbiakban
nagyon hasznos az alabb megfogalmazott Weierstrass masodik approximacios tétele.

Weierstrass masodik approximacios tétele. Tetszoleges folytonos és 2w szerint

periodikus f(t) fiiggvényre és € > 0 wvalds szdmra létezik olyan P,(t) = . ape'

k=—n



trigonometrikus polinom, melyre

sup | f(t) — P.(t)| < e.

—oo<t<oo

Ez az eredmény a trigonometrikus fliggvényeknek a kivant jellegli tulajdonsagat
fejezi ki, de csak peridédikus folytonos fiiggvényeket tudunk ilyen médon approximélni
trigonometrikus polinomokkal. Vegytik észre, hogy a (—m, 7] intervallumban értelmezett
és a szédmegyenesre 27 periddissal kiterjesztett folytonos fiiggvényeket az ¢, (t) = ™™,
n = 0,£1,£2,..., polinomjaival tudjuk tetszélegeges pontossaggal kozeliteni. Ezt az
eredményt felhasznélva és dtskaldzva kapjuk, hogy tetszéleges az eredetileg (—T, T in-
tervallumban értelmezett és 27 szerint periddikusan kiterjesztett folytonos fiiggvények a
szuprémum normaban tetszéleges pontossidggal meg lehet kozeliteni az e, (t) = eint/2nT
alaku fliggvények linearis kombindaciéval. Ebbol kovetkezik, hogy ha az F), eloszlasok
wn(t) karakterisztikus fliggvényei konvergalnak minden pontban egy F' eloszlas ¢(t)
karakterisztikus fliggvényéhez, akkor [ g(x)F,(dz) — [ g(x)F(dz) minden folytonos
és periddikus fiiggvényre. Kérdés, hogy elegendé-e ez az (a) relacié biztositasahoz?

Ahhoz, hogy eloszlasfiiggvények karakterisztikus fiiggvényeinek konvergencigajabdl
kovetkeztetni tudjunk magunknak az eloszlasfiiggvényeknek a konvergenciajara tudnunk
kell azt, hogy az a karakterisztikus fiiggvények meghatarozzak az eloszlasfiiggvényeket.
Ezt az allltast fogalmazza meg az aldbbi eredmény, amelyet a Weierstrass masodik
apprximéciés tétele segitségével be lehet bizonyitani. (Ennek bizonyitasat leirtam az
el6z6 el6adas anyagaban.

Tétel. Legyen F(-) és G(-) két eloszldsfiiggvéy, melyek karakterisztikus fliggvénye meg-
egyezik. Ekkor F(x) = G(x) minden —oo < x < 0o szdmra.

Azt szeretnénk megmutatni, hogy minél erésebb eredményt kapjunk, amelyik a karakter-
isztikus fiiggvények konvergenciajabdl kovetkezik az eloszlasok konvergencidja. Felmeriil
a kérdés, hogy csak a karakterisztikus fiiggvények konvergenciajabol kovetkezik-e az
eloszlasok konvergencigja? A kérdés megfogalmazasa érdekében jegyezziik meg elészor,
hogy amennyiben eloszlasok F;, sorozata konvergal egy eloszlashoz, akkor ezen eloszlasok
©n (t) karakterisztikus fiiggvényei konvergalnak egy fliggvényhez, (a hatareloszlas karak-
terisztikus fiiggvényéhez). Kérdés, elegendb-e tudni azt, hogy a karakterisztikus fiiggvé-
nyek konvergalnak, de semmi tobbet. Azaz, ha még nem talaltuk meg a hatareloszlast,
de a karakterisztikus fiiggvények konvergalnak, akkor ez énmagBan elegendG-e ez az
eloszlasok konvergenciajahoz. Ennek a probléméanak a megértése érdekében tekintsiik
elOszor az aldbbi példat: Példa karakterisztikus fiiggvények konvergencidjdra:

Legyen F,(-), n = 1,2..., a [—n,n| intervallumban egyenletes eloszlasi valdszintisé-

1
gi véltozok sorozata, azaz legyen F, (-) strliségfiiggvénye az f,(u) = o ha —n <
n

u < n, fo(u) =0, ha |u| > n képlet segitségével megadott fiiggvény. Ekkor az F,(+)
eloszlasfiiggvények karakterisztikus fliggvényei minden pontban konvergalnak az ¢(0) =
1, ¢(t) = 0, ha t # 0 képlettel megadott () fliggvényhez, amelyik az origéban nem
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folytonos. Tovébba az F,(-) eloszlasfiiggvények nem konvergalnak eloszlasban, mert
minden véges [a, b] intervallumra lim F,([a,b]) = 0.

Valéban, az F, fiiggvény karakterisztikus fiiggvénye a fenti példdban ¢, (t) =
/” 1 ehtn — eg—itn sin tn

itu 7 ’ 3
— du = = ha t 0 0) =1. 1 lathat
) 577 € U o ot at # 0, és p,(0) nnen lathato,

hogy ¢(t) = lim ¢(t) = 0, ha t # 0, és p(0) = lim ¢(0 = 1) hatarérték létezik.
n—oo n—oo
Masrészt az F), eloszlasfiiggvények nem konvergalnak egy eloszlasfiiggvényhez. Nem

nehéz latni, hogy lim F,(z) = % minden x szamra, azaz a hatarérték létezik, de az
n—oo

nem eloszlasfiiggvény.

A fenti példaban az eloszlasok nem konvergdlnak, bar karakterisztikus fiiggvényeik
igen. Viszont azt is tudjuk, hogy amennyiben az eloszlasfiiggvények sorozata egy el-
oszlasfiiggvényhez konvergdl, akkor ezek karakterisztikus fliggvényeinek sorozata egy
eloszlasfiiggvény karakterisztikus fliggvényéhez konvergdl, amelyik folytonos minden
pontban. A legfontosabb az, hogy a karakterisztikus fiiggvények egy az origéban is
folytonos fliggvényhez konvergaljanak. A valdszinliségszamitds egyik alapveto ered-
ménye azt mondja ki, hogy ez mar elegend6 az eloszlasok konvergencidjahoz. Ezt az
eredményt fogalmazzuk meg az alabbiakban.

Eloszlasok konvergencidjardl sz6lé Alaptétel. Legyen F,(u), —oo < u < o0,
eloszldsfiggvények egy sorozata ¢, (t) = [€"“F,(du) karakterisztikus figguényekkel,
n = 1,2,.... Ha a po(t) = lim ¢, (t) hatdrérték létezik minden —oo < t < 0

szamra, és a po(t) limeszfigguény folytonos az origdban, akkor létezik olyan Fy(u)
eloszldsfiigguény, melynek a @o(t) fligguény a karakterisztikus fiiggvénye. Tovdbbd e
feltétel teljestilése esetén az Fy,(u) eloszldsfigguények eloszldsban konvergdlnak az Fy(u)
eloszlasfiggvényhez.

Megforditva, ha F,(u), n = 1,2,..., eloszldsfiggvényeknek egy olyan sorozata,
mely egy Fo(u) eloszlasfigguényhez konvergal eloszlasban, ¢y, (t), n = 1,2,..., jeldli az
F,(u), vo(t) pedig az Fy(u) eloszldsfigguény karakterisztikus figguényét, akkor ¢o(t) =
nlir%o ©n(t) minden —oo < t < 0o szamra. Tovdbbd, ez a konvergencia egyenletes minden

véges intervallumban.

A nagy szamok ero6s torvénye.

Targyaltuk a nagy szamok gyenge torvényét, mely szerint ha tekintjiik &1,&o, ..., flig-
getlen, egyforma eloszlasu valészinliségi valtozdk S, = > &, 7 = 1,...,n, Osszegét
j=1

S S,
és —~ 4tlagat, akkor az — &tlagok sztochasztikusan konvergalnak egy determiniszti-
n n
kus szamhoz, mely szam a &; valdszinliségi valtozé EE; varhat6 értéke. Belattuk, (a
Csebisev egyenlitlenség segitségével), hogy a nagy szamok gyenge térvénye érvényes
akkor, ha a & valdsziniiségi valtozonak létezik szérdsnégyzete. Valgjaban ez a feltétel
lényegesen gyengitheto. FEzenkiviil, fiiggetlen valdszintiségi valtozok atlagai nagyon
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altalanos feltételek mellett nemcsak sztochasztikusan, hanem egy valészintiséggel is kon-
vergalnak a &; valdszintiségi valtozo E¢; varhato értékéhez. Ezt az eredményt nevezik a
nagy szamok eros torvényének. Megfogalmazom az emlitett eredményeket és fogalmakat
pontosan, és targyalni fogom ezen eredmények egymassal valé kapcsolatat. Sok fontos
és tanulsagos eredményt csk kimondok, de id6hidny miatt a bizonyitédsat elhagyom.

El6szor felirom a (részben mar korabban ismertetett) kiilonb6z6 konvergenciafogal-
makat.

Az egy valdsziniliségili konvergencia definicidja: Valdszinidségi vdltozok &,, n =
1,2,..., sorozata akkor konvergdl eqy valosziniséggel eqy & valdsziniségi vdltozohoz,
ha (egyrészt ezek a valdszinidségi vdltozok ugyanazon az (2, A, P) valdsziniiségi mezén
vannak definidlva, mdsrészt)

P (w: lim &,(w) = f(w)) = 1.

n—oo

Megjegyzés: Az egy valdszintliségi konvergenciat a valdszinliségszamitasban és mérték-
elméletben majdnem mindeniitt valé konvergencidanak is hivjak.

A sztochasztikus konvergencia definicidja: Valdszinidségi valtozok &,, n =1,2,...,
sorozata akkor konvergdl sztochasztikusan egy & wvaldsziniségi vdltozohoz, ha (egyrészt
ezek a valdszindségi valtozok ugyanazon az (2, A, P) valdsziniségi mezén vannak defi-
nidlva, mdsrészt) minden € > 0 szamra

lim P (6, () =€) > ) = 0.

Az eloszlasban valé konvergencia definicidja: Valosziniségi vdltozok &,, n =

1,2,..., sorozata akkor konvergdl eloszlasban egqy F(u) eloszlasfigguvényhez vagy az ezen

eloszldsfigguény dltal meghatdrozott eloszldshoz, ha lim P(&, < u) = F(u) minden
n—oo

olyan u szamra, ahol az F'(-) eloszlasfiiggvény fliggvény folytonos. (Azt mondjuk, hogy a
En,n=1,2,..., valosziniségi vdltozok sorozata eloszlasban konvergal eqy & valosziniiségi
vdltozohoz, ha ez a sorozat eloszlasban konvergdl az F(u) = P(§ < u) eloszldsfiggvény-

hez.)

A tovébbiakban térgyalni fogjuk (részben kitiizott feladatok formajaban) a kiilon-
b6z6 konvegenciafogalmak kozotti kapcesolatot.

Igaz a kovetkez6 kapcsolat: Egy valdszinliségi konvergencia = Sztochasztikus kon-
vergencia = Eloszlasban valé konvergencia.

Targyaljuk el6szor az egy valdszintliségi és sztochasztikus konvergencia kapcsolatat.

Ha &, (w) — &(w) egy valdszintiséggel, akkor definidlva az

A= 40) = {u swpln) - (0] <}

k>n
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halmazokat kapjuk hogy az egymaésba skatulydzott A, halmazokra, (azaz A;(w) C
Ay C ---), P U A ) = 1. Ezért lim P(A,) = 1. Mivel {w: [£(w) — E(w)] <

n—oo

e} D Ay, P(|§n( )— ((w)| < e) = 1, azaz P(|&y(w) — &(w)] > &) — 0, ha n — oo.
Ez azt jelenti, hogy az egy valdszinliségli konvergencidabdl kovetkezik a sztochasztikus
konvergencia.

Nem kotelezd hézifeladat:

Valoszintliségi valtozok &,, n = 1,2, ..., sorozata, akkor és csak akkor konvergal egy
val6szintiséggel egy £ valdszintiségi valtozéhoz, ha az n,, = sup |§; — | valdsziniiségi
>n

valtozok sorozata sztochasztikusan konvergal nulldhoz, azaz minden € > 0 szamra

P(lim sup |k — €| >5) = 0.
n—=00 p>p

Léassunk példat arra, hogy lehetséges olyan &,, n = 1,2,..., és £ valdszinliségi
valtozokat konstrudlni, melyekre a &,,, n = 1,2, ..., sorozat sztochasztikusan tart ¢-hez,
de a &, sorozat nem konvergdl egy valdszintliséggel a & valdszinliségi valtozéhoz.

Tekintsiik a kévetkezo (€2, .A, P) valdszinliségi mezot: Q a [0, 1] intervallum, A a
Borel mérheté halmazok o-algebrija a [0, 1] intervallumon, a P valészin{iségi mérték a
Lebesgue mérték. Legyen

1 hazel|[(n—22"% (n+1—2F27F
w):{ € [(n—2927%, (n+1- 25271

0 haz¢ [(n—2")27" (n+1-2%)2" }
akkorha2k§n<2k+1, k=12

és £(x) = 0 minden 0 < z < 1 szadmra. Ekkor P(|&, — €| > ¢) = 27% minden & > 0

szémra, ha 2F <n < 21 Tehdt a &,, n =1,2,..., sorozat sztochasztikusan konvergél
a & valdszintliségi valtozéhoz. Viszont mivel limsup &, (z) = 1 minden 0 < z < 1 szamra,
n—oo

ezért a &, sorozat nem konvergdl egy valoszinliséggel a & valdszinliségi valtozéhoz.

Mzisrészt a Borel-Cantelli lemmé&bdl kovetkezik, hogy amennyiben minden £ > 0
szamra Z P(|&, — &] > €) < oo, akkor a &, sorozat egy valdsziniiséggel konvergdl a &

valoszmusegl valtozohoz. Miért?

A sztochasztikus konvergencia és eloszlaban valé konvergencia kozotti kapcsola-
tra érvényesek a kovetkezd nem kotelezé hézi feladatok form&ajaban megfogalmazott
allitasok.

Nem kotelezd hézifeladat:

a.) Ha &,, n = 1,2,..., valdszintiségi valtozok sztochasztikusan konvergédlnak egy
¢ valdészintliségi valtozohoz, akkor a &, valdszintiségi valtozok eloszlasban is kon-
vergalnak ehhez a & valdszintiségi valtozohoz.
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b.) Ennek az allitdsnak a megforditdsa nem igaz. Példdul, ha &, n = 1,2, ..., fiigget-
len, egyforma eloszlasu valdszinliségi valtozok, melyek nem elfajultak, azaz nincs
olyan konstans melyeket ezek a valdszintiségi valtozok egy valdoszinliséggel vesznek
fel, akkor a &, valdsziniiségi valtozok eloszlasban konvergdlnak a &; valdszintiségi
valtozohoz, viszont nem konvergalnak sztochasztikusan.

c.) Viszont igaz a kovetkez6 éllitas: Ha &,, n = 1,2,..., valdsziniiségi valtozdk elosz-
lasban konvergalnak egy a konstanshoz, (azaz egy olyan valésziniiségi valtozéhoz,
mely egy valészinliséggel az a konstanst veszi fel, akkor a &,, n =1,2,..., sorozat
sztochasztikusan is konvergal ehhez az a konstanshoz.

Most ratériink annak targyalasara, hogyan lehet a nagy szamok gyenge torvényének
a Csebisev egyenlGtlenségen alapuld bizonyitasat finomitva a nagy szamok erés torvényét
is bebizonyitani alkalmas feltételek mellett. Az alabb ismertetendd érvelésben valéjaban
a tétel bizonyitasa érdekében a sziikségesnél sokkal erdsebb kikotéseket tesziink. Idézziik
fel a Csebisev egyenlotlenséget, illetve a nagy szamok gyenge torvényének a bizonyitasat
a Csebisev egyenlGtlenség segitségével.

Csebisev egyenl6tlenség: Ha a & valdszinidségi vdltozd mdsodik momentuma EE? =
m?2, akkor tetszbleges x > 0 szdmra

P(l¢) > 2) < =

Innen kévetkezik, ha ezt az egyenlétlenséget a € = & — E€ valdszinidségi vdltozéra alkal-
mazzuk, hogy

Var &

xr2

P(l§ - B¢ > x) <

Y

Megjegyzés: A Csebisev egyenlotlenség a Markov egyenlétlenség kovetkezménye, mely

E

szerint P(|¢] > x) < Bl
x

a Csebisev egyenlotlenséget. Hasonlé mdédon, alkalmazva a Markov egyenlétlenséget a

£%F valészintiségi valtozéra, ahol k tetszéleges pozitiv egész szam, = > 0, kapjuk, hogy

E 2k
Pl > 2) <

. Alkalmazva ezt az allitdst a £2 valészintiségi valtozéra kapjuk

A nagy szamok gyenge torvényét igy bizonyitottuk be, hogy megvizsgaltuk milyen
becslést ad a Csebisev egyenl6tlenség annak valdszintiségére, hogy fiiggetlen, egyforma
eloszlasu valészintliségi valtozok atlaga legalabb e-nal eltér e valtozok varhato értékétol.
Idézziik fel ezt a szamolast, illetve ezzel parhuzamosan vizsgaljuk meg azt is, milyen
becslést kapunk, ha tovabbre is azt a valdszintiségi valtozét vizsgaljuk, melyet ugy
kapunk, hogy fiiggetlen, egyforma eloszlasi valdszintiségi valtozék atlaga minusz azok
varhaté értékét vessziik, de most ennek a valdszintliségi valtozénak nemcsak a mésodik
momentumat szamoljuk ki, mint tettiik a Csebisev egyenlGtlenség alkalmazasaban, ha-
nem a negyediket is. Latni fogjuk, hogy ekkor érdekes 1j eredményeket kapunk.
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Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket. Legyenek &7, &, . . ., fiiggetlen, egyforma elosz-
lasu valdszintiségi valtozok, S, = & + - - -+ &,. Tegylik fel, hogy F¢; = 0, és vizsgaljuk

az
2 4
p(2). (%) & p(Blae)p(|2-re
n n n n

kifejezéseket. Az utolsd valdszinliség vizsgdlatdban nem jelent megszoritast az £ =0
feltétel, mert a &; valdszinliségi valtozokat a §; — F¢; valdszinliségi valtozokkal helyet-
tesitve az altalanos esetet erre a specidlis esetre redukélhatjuk.

>6>,6>0

S 1
Var—n:—2
n n

S

n

1
Var S, = —=Varé, = ~Varé;, P ( .
n n ne

> E) S Varfl.

S

Innen kovetkezik, hogy lim P ( -
n—oo n

> 5) = 0, tehat érvényes a nagy szamok gyenge

torvénye.

4
E (%) = %E(& +o &),

E(G+-+&)"'=> B&+6 Y EGEG+4 ) EGE,
k=1

1<j,k<n 1<j,k<n

J#k J#k =0
+4 > E¢2E&,Eg
1<j,k,I<n —_—
4.k, kiiléonb6z8 szémok =0
+ > B¢ E€,EE By,
1<j,k,l,m<n ~ ~~ 4

j,k,l,m Kiilénbézb szédmok =0

— nE¢} 4 6n(n — 1)(EE)?,

ezért

n
n n2ed — n2et

5) < %Egil +6 (1 — %)(Efl)Q) < const.

p(S

n

Innen kovetkezik, hogy > P (
n

> 6) < oo minden € > 0 szamra, és a Borel—

n=1
Cantelli lemma (kénnyebbik felébdl) kovetkezik, hogy minden £ > 0 szdmra és majdnem
Sn,
minden w € ) pontban teljesiil, hogy (w)‘ < e, han > ng(w). Alkalmazva ezt a
n

relaciét minden € = % szamra k = 1,2, ..., kapjuk a nagy szdmok erds torvényét, melyet

az alabbi tételben fogalmazunk meg.

A nagy szamok erss torvényérol szold tétel gyenge formdja: Legyen &1,&o, ...,
fiiggetlen egyforma eloszldai valdszindiségi valtozok sorozata egy (2, A, P) valdsziniségi
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n
mezén, melyekre teljesiil az EE} < oo feltétel, és vezessiik be az S, = Y &; valdszindiségi

j=1
vdltozokat. FEkkor az M

n
vergalnak ez E&1, szdmhoz, azaz ezek a valdsziniséqgi vdltozok teljesitik a nagy szdmok
gyenge torvényét.

valdsziniségi valtozok majdnem minden w € Q-ra kon-

Megfogalmazom a nagy szamok gyenge torvényét kimondé tételt eredeti, éles for-
majaban is.

A nagy szamok er6s torvényét kimondé tétel. Legyen &1, &, ..., figgetlen
n

egyforma eloszlasi valdszindségi vdltozdk sorozata, és definidljuk az S, = > &k, n =
k=1
Sp(w)

n
vergdl pozitiv valdszintiséggel, ha E|&1| < co. Ha E|&1| < oo, akkor ez a sorozat teljesiti
a nagy szamok erds torvényét, azaz

1,2,..., részletésszegeket. Az ,n=1,2,..., sorozat akkor és csak akkor kon-

lim Sn(w)

n— oo n

= F& majdnem minden w € Q-ra.

Lattuk, hogy a nagy szamok kiilonb6zo6 torvényeit kimondé tételekben az 6sszeadanddk
momentumairdl tesziink fel bizonyos feltételeket. S6t, az utoljara kimondott tétel a
nagy szamok er0s torvényérol, egyben jelzi azt, hogy ez a feltétel nemcsak elégséges,
hanem sziikséges feltétel is. Felmeriilhet a kérdés, miért jatszik olyan fontos szerepet a
momentumok létezése ezekben az eredményekben.

A nagy szamok torvényei olyan allitast fogalmaznak meg, hogy filiggetlen valo-
szintiségi valtozok atlagai egyfajta tipikus viselkedést mutatnak, amelyikben az egyes
osszeadanddék hatasa onmagaban nem jelentOs, azaz nagy valdszintiséggel nem fordulhat
elo, hogy van az Osszegben olyan kiugréan nagy értéket felvevo tag, melynek hatasa
osszemérheto az 0sszes tobbi tag hatasaval. Marpedig az, hogy egy valdszintliségi valtozo
valamely momentuma kisebb egy adott szamnél olyan tulajdonsagot fogalmaz meg,
mely szerint a valésziniiségi valtozé kis valdszinliséggel vesz fel nagy értékeket. Ahhoz,
hogy finomabb vizsgalatokat el tudjunk végezni, ki kell tudnunk fejezni a momentumok
végességét az eloszlasfiiggvények nyelvén. A kovetkezd lemma allitasa érdekes lesz a
nagy szamok erds torvényének a bizonyitasdban.

Lemma. A £ valdsziniiségi vdltozo abszolut értékének akkor és csak akkor létezik varhato

értéke, azaz akkor és csak akkor teljesil az E|£| < oo reldcid, ha Y P(|¢] > n) < co.

n=1

Kiegészités. Az aldbb ismertetendd bizonyitds finomitdsdval be lehet ldtni, hogy a
€| wvaldszindiségi vdltozénak akkor és csak akkor van véges mdsodik momentuma, ha
o0

> nP(l¢] > n) < 0. Altaldnosabban E|¢]F < oo valamilyen k = 1,2,..., szdmra

n=1



oo

akkor és csak akkor, ha . n* 1P(|¢| > n) < oo. De ezen dllitdsok bizonyitdsdt,
n=1

melyekre nem lesz sziikségink elhagyjuk.

A Lemma bizonyitasa: Tekintsiik el0szor azt a specidlis esetet, amikor a & valdszintiségi

véaltozé csak egész értékeket vesz fel. Ekkor az E|{| < oo relécié definicié szerint
oo

akkor és csak akkor teljesiil, ha Y nP(|{] = n) < oco. Ezt tgy is ifrhatjuk, hogy
n=0

Yon(P(J¢] >n—1) — P({ <n)) < oo, és barmely rogzitett N egész szamra
n=0

Y nP(El=n) =) n(P(&>n—1) = P >n)) = i P[] > n)=NP([¢] > N).
n=0 n=0 n=0 (*)

Ha F|¢| = oo, akkor Z P(j¢] > n) = ]\}lm Z P(l¢] > n) > hm % nP(l¢| =n) =
O n=0

oo a () relacié alapjan Ha Ef¢| < oo, akkor NP(|¢] > N) < Ef¢] mlnden N-re,
azaz az eloz6 kifejezésnek van egy N-t6l fiiggetlen felsé becslése. Ezért Z P(¢| >
n=1

N
n) = A}En Z P(l¢l >n) < hm Zo nP(|¢] = n) + const. < oo, szintén a () relacié

alapjan.

Egy éltalanos & valdszinliségi valtozd esetén definidljuk a xiq és & valdszinliségi
véaltozokat ugy, hogy k < |zi| < k+ 1l esetén & =k, & =k+1, k=0,1,2,.... Ekkor
&1 <€ <&, 658 —& =1, ezért az E&y, EE| és E&, varhato értékek egyszerre végesek

oo (o)
vagy végtelenek. Tovabbd > P(|zi| > n) = > P(&s > n, ezért a Lemma éllitdsa az
= =0

n= n=
altalanos esetben kovetkezik annak mar bebizonyitott specialis esetébdl.

Megmutatjuk az elébbi feladat eredményének és a Borel-Cantelli lemma segitségé-
vel, hogy amennyiben F|{;| = oo, akkor a & valdsziniiségi valtozéval azonos eloszlasi
&, 7 = 1,2,..., fiiggetlen valészinliségi valtozék nem teljesitik a nagy szamok erds

n
torvényét. Pontosabban azt allitjuk, hogy ebben az esetben az S,(w) = > &(w),
j=1

n=1,2,..., sszegekre az S, (w) majdnem minden w € €2 pontban nem konvergens.

Valéban, az el6bb megfogalmazott eredmény, és a &; valészinliségi valtozok azonos

eloszldsa miatt az F|£;| = oo feltételbdl kovetkezik, hogy > P(|&1] > n) = >, P(|&n| >
=1

n=1 n=
n) = oo. Ezért, és a &, valdszinliségi véltozok fiiggetlensége miatt a Borel-Cantelli
lemmabdl kovetkezik, hogy majdnem minden w € Q-ra |€,(w)| > n végtelen sok az
(w elemi eseménytdl fliggd) n indexre. Valéban, tegyiik fel, hogy valamely w € Q

. . . Sp(w)
elemi eseményre lim
n— oo n

= a valamilyen véges a szamra, amelyik értéke fligghet

. P . . Sho1(w
az w elemi eseménytdl. Ekkor viszont a lim Sn-1(w)
n— 00 n

= a relacié is teljesiil, ahonnan
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lim Sn(w) — Sn-1(w) = lim _ﬁn(w)
n— 00 n n n—0o0 n
valoszinliségi halmazon nem teljesiil.

= 0. Ez a relaci6 viszont, mint lattuk egy 1

Lattuk, hogy mind a nagy szdmok gyenge mind a nagy szamok erds torvényének
bizonyitasahoz arra van sziikségiink, hogy képesek legytink fiiggetlen (és egyforma elosz-

n
l4s1), nulla vérhaté értékii &, &o, . .., valészintségi valtozék S, = > &, n=1,2,...,
i=1

Osszegének eloszlasfiiggvényére jé becslést tudjunk adni. Pontosabban arra van sziik-
ségiink, hogy jol meg tudjuk becsiilni minden n indexre és rogzitett € > 0 szamra
a P(|S,| > en) valésziniiségeket. Valdjaban a nagy szémok erds torvényének a bi-

zonyitasaban hasznosabb, ha a P ( sup |Sp| > €n> valoszinliségeket tudjuk jol meg-
1<m<n

becsiilni. Elso latasra azt gondolhatnank, hogy az ilyen valdszintiségek becslésére alkal-
mazhatnank a centrdlis hatareloszlastételt. Valgjdban a helyzet bonyolultabb.

A centralis hatédreloszlastétel j6 aszimptotikdt ad a P(S,, > z+/n) valdsziniiségekre
nagy n indexre, és rogzitett x szamra. De szabad-e rogzitett x helyett n-tdl fiiggo =, =
£4/n szamot irni, és alkalmazni formélisan a centralis hatareloszlasban szerepl6 képletet
nem torédve az x,, szdmnak az n indextol valé fiiggésével? Az, hogy e kérdés felvetésénél
nem formaélis kotozkodésrol van szé mutatja a kovetkezd egyszerti példa: Legyenek
&1,& ..., figgetlen egyforma eloszlasu valdsziniiségi véltozok, melyekre P(&1 = 1) =

n
P& =-1)= %, S, = Zl ¢;. Ekkor a p,(x) = P (S, > nz) valészinliségre p,(x) = 0,
j=
haz > 1,ésp,(z) =27" hax = 1. (Azx < 1 esetben is j6 aszimptotikus formulat lehet
adni a p,(x) mennyiségre, de ahhoz kiilon vizsgalédas lenne sziikséges, ezért ezt most
nem tessziik.) Ez a példa azt mutatja, hogy a p, (z) fliggvény nem ugy viselkedik, ahogy
a centralis hatdreloszldstételbdl adédé formalis analégia sugallnd. A P(S,, > nx) alakd
valészintiségek vizsgdlataval a valdszinliségszamitas egyik fontos és érdekes fejezete a
nagy eltérések elmélete foglalkozik. Ez az elmélet nem téméja a jelen el6adassorozatnak.

A nagy szamok erds torvényének a bizonyitasit nem dolgozom ki. Minddssze
azt teszem, hogy megfogalmazom a valdsziniliségszamitas egy fontos egyenlotlenségét,
melynek az itt nem targyalt bizonyitasa is tanulsidgos, és a részletek kidolgozéasa nélkiil
jelzem, hogyan kovetkezik a Kolmogorov egyenlétlenségbdl a nagy szamok erds torvénye.

Kolmogorov egyenlStlenség. Legyenek &1,...,&, flggetlen, (nem feltétleniil egy-
k

forma eloszldsi) valdsziniségi vdltozdk, B, = 0, BE: =02, S = >, &, k=1,...,n.
p=1

Ekkor

n

ES: =
2 2

2
Ok
1

P( sup |sk|zx)g

1<k<n

minden x > 0-ra.

Erdemes megjegyezni, hogy a Kolmogorov egyenlotlenség ugyanazt a felsé becslést
adja annak valdsziniiségére, hogy az S} részletosszegek szuprémuma nagyobb mint
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valamilyen z > 0 szam, mint amit a Csebisev egyenlotlenség ad annak az esemény-
nek a valdszintiségére, hogy az utolsé tag .S, nagyobb, mint . Természetesen

P( sup |Sk| >$|) > P(Sn| >$|)7
1<k<n

de mint ahogy a Kolmogorov és Csebisev egyenlotlenség 6sszehasonlitdsa is sugallja a
fenti egyenlotlenség baloldala nem sokkal nagyobb mint a jobboldala.

A nagy szamok erds torvényének bizonyitdsvizlata a Kolmogorov egyenlétlenség segit-
ségével. Természetes gondolat szétvalasztani a &, valdszinliségi véltozok til nagy és
nem tul nagy értékeinek a hatasat a bizonyitdsban. Ez sugallja, hogy érdemes a &,
val6szintliségi valtozok kovetkezo felbontdsat venni: &, = £, (&, < n)+&1([€x] > n) =
& +¢&, ahol I(A) egy A halmaz indikdtorfiiggvényét jeloli. Azt, hogy a &, valésziniiségi
valtozo értékeit az n szinten csonkitottuk az teszi természetessé, hogy az utolsé kitlizott
oo oo
feladat szerint az F|&;| < oo feltétel ekvivalens a > P(&/ = 0) = > P(|&.] >
n=1

n=1
o0
n) = 21 P(|&1] > n) < oo feltétellel, ami azt jelenti, hogy egy valdsziniiséggel, a

n—=
€ val6szintiségi valtozok véges sok kivétellel nullaval egyenléek. Ez azt jelenti, hogy
elég a véges szordssal rendelkez6 £, valdsziniliségi valtozdk dsszegeinek maximumara jé
becslést adni. Ez lehetséges a Kolmogorov egyenlétlenség segitségével, ha jo becslést
tudunk adni a &/, valészintiségi valtozok varhaté értékére és szordasnégyzetére.

Némi nem tul nehéz, de itt nem targyalt szamolas segitségével meg lehet mu-
n 1 n

tatni, hogy lim — > E¢. = — lim — > E¢' = 0, és ez lehet6vé teszi a feladat
n=ee N p=1 n=eo N p=1

redukéldsit arra a problémdra, hogy a & = & — E¢; valészintiségi véltozék S, =

noo_ S
3" &, Osszegei teljesitik a — — 0 reldciét 1 valészintiséggel. Ez a redukcié azért
k=1 n
hasznos, mert ekkor fiiggetlen, nulla varhaté értékli valdszintiségi véaltozok atlagat kell

vizsgalni, és ekkor alkalmazhatjuk a Kolmogorov egyenlétlenséget. Némi (az integralok
dtrendezésén muld, de itt nem tdrgyalt) szdmolds segitségével megmutathatd, hogy tel-

> Va
jesil a kz_jl krfk < oo azonossag. Ennek felhasznaldsaval a Kolmogorov egyenlétlenség

segitségével a kovetkezod becsléseket hajthatjuk végre.

k
P ( sup  |Sg — Son—1| > 52”1> =P sup Z§j+2n_1 > g2t
j=1

2n—1<k§2n 1§]€§2n—1
271
> Varg on
k=2n—141 Var &
< < const. E o2
£292(n—1) 22
k=2n—141
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ahonnan a & valészintliségi valtozdk szorasnégyzetére felirt becslés alapjan

ZP ( sup  |Sk — San-1] > 52"_1) < 0.
n=1

2n—l<k<2n
Ezért a Borel-Cantelli lemma alapjan egy valdszintiséggel

sup  [Skp(w) — Son-1(w)| < 2™t véges sok (w-tél fiiggd) n index kivételével.
2n—1<k§2n

Innen viszont Sy (w) < > sup  |Sk(w) — Son-1(w)| < const. + 4Ne majd-
n: 2n—l< N 2n—l<k<2n

nem minden w-ra egy csak w-tél fiiggd konstanssal. Mivel ez az allitas minden € > O-ra

és N-re igaz, innen kovetkezik a nagy szamok erds torvénye.

Annak sziikséges és elégséges feltétele is ismert, hogy fiiggetlen egyforma eloszlasi
valészintiségi valtozok teljesitsék a nagy szamok gyenge torvényét. Megfogalmazom ezt
az eredményt, de az allitas bizonyitasat elhagyom.

Tétel. Legyen &, k = 1,2,..., figgetlen, egyforma eloszldsu valdsziniiségi vdltozok
sorozata F' eloszlasfiigguénnyel. Ezek a valoszinidségi vdltozok akkor és csak akkor tel-

n
jesitik a nagy szdmok gyenge torvényét, azaz a — Y & dtlag akkor és csak akkor kon-
N k=1
vergdl sztochasztikusan n — oo esetében egy a szdmhoz, —oo < a < 00, ha

u

lim z [F(—x)+ (1 - F(x))] =0, és lim zF(dz) = a.

Ha 0Osszehasonlitjuk a nagy szamok gyenge és er0s torvényét azt latjuk, hogy a
nagy szamok gyenge torvénye némileg enyhébb megkotések mellett érvényes mint a
nagy szamok eros torvénye. Erdemes latni fiiggetlen, egyforma eloszlasi valdszintiségi
valtozok olyan sorozatat, amelyik teljesiti a nagy szamok gyenge, de nem teljesiti a
nagy szamok eros torvényét. Ilyen példat fogalmazok meg a kévetkezd nem kotelezd
hazi feladatban. Egyben jelzem, hogyan lehet bebizonyitani azt, hogy ez a példa teljesiti
a nagy szamok gyenge torvényét anélkiil, hogy felhasznalndnk a nem bizonyitott tételt
a nagy szamok gyenge torvényének sziikséges és elégséges feltételérol.

Nem kotelezd hézi feladat

Legyen &, kK =1,2,..., fliggetlen, egyforma eloszlasu valdszintiségi valtozok soro-
zata, az f(x) = ————, ha |z| > 2. f(x) = 0, ha |z| < 2, képlettel megadott
x? log |x|
Cdx

m
stirtiségfiiggvénnyel.  ( / = 1.) Definidljuk az S,, = > &, n =
k=1

o] >2 2% log ||
1,2,..., részletosszegeket. Lassuk be, hogy F|{1| = oo, ezért ezek a valdsziniiségi
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valtozék nem teljesitik a nagy szdmok erds torvényét. Mdasrészt az — atlagok szto-

chasztikusan tartanak nulldhoz, azaz minden € > 0 szamra P < — > 5) — 0, ha

n
n — oQ.

n = :(”) , =
Segitség: Legyen & =& =aI(&] <an), &, =&, = &I (] > an), és 8, =
z &, S, Z £.. Ekkor P(|Sn| > en) < P (|§n| > %n) Ty (1§n| > %n) <
VarS

+nP (51 # O) Adjunk az a,, konstans alkalmas megvalasztasaval (példaul
T
ap, = n) jo becslést a P(|S,| > ne) valdszintiségre.

Természetesen felvetodik a kovetkezd kérdés: Legyenek &1,&o,. .., fliggetlen egy-
n

forma eloszldsi valdszintiségi valtozdok, melyekre F§; = 0. Legyen S, = > &, n =
k_

. : Sn :
1,2,.... Ekkor a nagy szamok gyenge torvénye szerint a —- &tlagok sztochasztikusan

tartanak nulldhoz, a nagy szamok erds torvénye szerint pedig egy valdszintliséggel is
nullahoz tartanak. Hogyan lehet élesiteni a nagy szdamok gyenge illetve erés torvényét?

Pontosabban fogalmazva, milyen a,, n = 1,2,... sorozatokra mondhatjuk, hogy —
a
sztochasztikusan tart nulldhoz, ha n — oco? Milyen b,,, n = 1,2,... sorozatokra mond-
Sn
hatjuk, hogy — b, egy valosziniséggel tart nulldhoz, ha n — co? Az egyszerliség kedvéért

tegyiik fel, hogy olyan valdszintliségi valtozdkat tekintiink, melyeknek van méasodik mo-
mentumuk.

Az els6 kérdésre a valasz viszonylag egyszerti kovetkezménye a centralis hatar-
eloszlastételnek, és ezt tartalmazza a kovetkezo feladat. A maéasodik kérdésre a valaszt
nehezebb megadni. Erre a kérdésre az alabb megfogalmazott bizonyitas nélkiil kozolt
iteralt logaritmustétel adja meg a valaszt.

Feladat:

Legyenek &1,&o, ..., fiiggetlen egyforma eloszlasu valdszintiségi valtozok, melyekre
n
B¢ = 0és BEE < co. Legyen S, = > &, n = 1,2,.... Ekkor pozitiv valés
g k=1
szamok valamely a,, sorozatira a — valésziniiségi valtozok akkor és csak akkor
Qnp
tartanak sztochasztikusan nulldhoz n — oo esetén, ha lim — = oc.

n— 00 \/_

Végiil megfogalmazom a valdszinliségszamitas egyik hires eredményét, az tigyneve-
zett iterdlt logaritmus tételt

Iteralt logaritmus tétel. Legyenek & (w),&2(w),. .., figgetlen, egyforma eloszldsi
valdszinidségi vdltozok valamilyen (2, A, P) valdszintiségi mezén, melyekre E&1(w) = 0,
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Var &3 (w) = 0% < co. Ekkor

lim sup Galw)t -+ Enlw)

n—oo  +/2nc?loglogn

=1, majdnem minden w € Q elemi eseményre,

€s

lim inf SIORSR AN C) = —1, majdnem minden w € ) elemi eseményre.

n—oo  \/2no2loglogn
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