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2002 aprilis 16.

El6szor néhany tovabbi példat mutatunk a centralis hatareloszlastétel alkalmazasara.
1. feladat:

Egy szabalyos dobokockat és egy szabalyos érmét feldobunk 3300 alkalommal egymastol
fiiggetleniil. (Az érme és kockadobdsok eredményei is fiiggetlenek egymédstél.) Ha
a kockadobéas eredménye paros és az érme a fej oldalra esett, akkor annyi forintot
nyeriink, amennyi a kockadobdas eredménye. Ha az érme az iras oldalra esett vagy a
kockadobas eredménye paratlan szam, akkor nem nyeriink, és nem is vesztiink sem-
mit. Mi a valdsziniisége annak, hogy az Ossznyereménytink 3190 és 3520 forint kozé
esik? Adjunk erre jé kozelito becslést a centralis hatareloszlastétel és egy normalis
eloszlastablazat segitségével.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd &, és n; 1 < j < 3300, valdszintiségi valtozdkat:

§; = 2, ha a j-ik kockadobds eredménye 2, {; = 4, ha a j-ik kockadobds eredménye 4,

§; = 6, ha a j-ik kockadobas eredménye 6, ; = 0, ha a j-ik kockadobds eredménye 1, 3

vagy 5. Legyen n; = 1, ha a j-ik érmedobdas eredménye fej, és ; = 0, ha a j-ik érmedobas

irds. Legyen (; = §;n;. Ekkor a j-ik dobasnal a nyereményiink (; lesz, 1 < 5 < 3300, és
3300

a P (3190 < > (; <3520 | valdszintiséget kell jol megbecsiilniink. Ennek érdekében
j=1

szdmoljuk ki a fiiggetlen (; valdszinliségi valtozok varhatéd értékét és szérasnégyzetét.

1 1 1 I 14
B¢ = Bém; = B&Eny = ((2+44+6)5 = 1, G2 = BBy = £(4+16436)- 5 = =,
Var (7 = EC} — (E(;)? = 3 Innen a centralis hatdreloszlastétel alapjan
3300 3300
FE
3300 110 JE G — Z CJ

P (3190 <) ¢ <3520 | =

= \/33004L /3%%0 Vare, ~/330011
J

~ ®(2) — ®(—1) = 0.9772 + 0.8413 — 1 = 0.9285.

2. feladat:
Legyen birtokunkban 100 lampa, melyek mindegyike egymastél fiiggetlen idotartamig

miikodik, élettartamuk pedig exponencidlis eloszlasi \ = 10 paraméterrel. (A lampak

élettartamanak exponencialis eloszldsa természetes feltételezés.) Egy termet bevilagi-
tunk ezen lampak valamelyikével, majd amikor az kiégett 1j lampat hasznalunk fel.
Adjunk joé becslést arra, hogy a lampak Osszélettartama legalabb 1150 éra.

Megoldas: Jelolje &; a j-ik lampa éléttartamat, 1 < j < 100. Ekkor a P(&1+---+&i00 >
1150) valdszintiségre kell j6 becslést adnunk, ahol az Gsszegben fiiggetlen exponencidlis
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eloszlasu valészintiségi valtozok szerepelnek A = %0 paraméterrel. Vezessiik be az n =
&+ -+ -+ &1p0 jelolést.

Kiszamoltuk, hogy jelen esetben En = mFE&; = % = 1000, Varn = % = 10000

1 - F
(m =100 és A = — vélasztassal). Ezért a centralis hatéreloszlastétel szerint 1 i
1000 10 Varn
WW jé kozelitéssel standard normalis eloszldsu valdsziniiségi véltozo, és P(&q +

n— En

v/ Varn

A centrélis hatareloszlastétel nagy segitséget ad a matematikai statisztika két fontos
problémakorében, a becsléselméletben és a hipotézisvizsgalatban. A becsléseleméletben
olyan kérdésekkel foglalkunk mint példaul a kovetkezo kérdések: Mennyi egy lampa
varhato élettartama, mennyi annak a valdszintisége, hogy egy kocka a hatos oldalra esik,
mi a valésziniisége, hogy egy (életbiztositast kotni akaré ember) megéli a hetvenedik
évet? Altalaban a kérdés a kivetkezd: Egy esemény eloszlasa fiigg valamilyen ismeretlen
paramétertdl, és ezt a paramétert akarjuk megbecsiilni. Ennek érdekében kisérleteket
végzink, és valamilyen jo moédszer segitségével probaljuk megbecsiilni az ismeretlen
paramétert e kisérletek eredményének a fiiggvényében.

-+ &0 > 1150) = P ( > 1.5) ~1—®(1.5).

A hipotézisvizsgdlatban a feladat az, hogy bizonyos hipotézisiink van arrdl, hogy
mennyi az élettartama egy lampanak, mennyire népszerii egy vélemény a valasztok
kozott, hogy egy gyodgyszer hatasosabb mint egy masik vagy valamilyen hasonlé problé-
mardl van valamilyen ellenorizendo feltételezéstink. Annak érdekében, hogy eldontsiik,
helyes-e a hipotézisiink kisérleteket végziink. Ha kisérleteink eredménye nagyon valdszi-
niitlen hipotézisiink teljestilése esetén, akkor hipotézisiinket elutasitjuk, ha pedig valé-
szint, akkor elfogadjuk azt. De mikor tekintjiik a bekovetkezett eredményt valdszintinek
és mikor valoszintitlennek? E kérdés eldontésében sokszor a centralis hatareloszlastétel
segit. Erre mutatunk néhany példat. E példak targyaldsa el6tt bevezetjiik a matemati-
kai statisztika néhany egyszerii és természetes fogalmat. Jelen eléadassorozatban csak
a hipotézisvizsgalattal foglalkozunk, az ehhez kapcsolédé fogalmakat vezetjiik be.

Azt a feltételezést, melyet ellenérizni akarunk nevezik null-hipotézisnek, annak el-
lenkezGjét pedig ellenhipotézisnek. Vannak olyan feladatok, melyekben a null-hipotézis
egyetlen elembdl all, példaul, ha azt tételezziik fel, hogy egy dobdkocka szabalyos. Az
ilyen hipotéziseket nevezik egyszerii hipotézisnek. Vannak olyan feladatok, melyekben a
null-hipotézis tobb elembdl all, példaul az a feltételezés, hogy egy javaslatot az emberek
legalabb fele tdmogat. Az ilyen hipotéziseket hivjak Osszetett hipotézisnek. Két fajta
hibat kovethetiink el. Az egyik hiba az, hogy a hipotézis teljesiil, mi mégis elutasitjuk
azt. Ezt nevezik els6faju hibanak. Ha a hipotézis nem teljesiil, mi mégis gy dontiink,
hogy az teljesiil, akkor ezt masodfaju hibanak nevezziik. Az els6faju hiba csokkentése
érdekében minél tobbszor kell elfogadni, a méasodfaji hipotézis cstkkentése érdekében
pedig minél tébbszor kell elutasitani a hipotézist. A gyakorlatban dltalaban ugy szoktdk
a feladatokat megfogalmazni, hogy az els6faji hibara eloirunk egy felsé korlatot, és eme
feltétel mellett prébaljuk a masodfaju hibat minél kisebbé tenni. Az els6faju hibara
adott felsé korlat Osszetett null-hipotézis esetén azt jelenti, hogy az elséfaji hiba min-
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den a null-hipotézis teljesiilése esetén elofordulhaté eloszlas esetén legyen kisebb mint
az eloirt felso korlat.

3. feladat

Egy pénzdarabrdl ellendrizni akarjuk, hogy igaz-e az a hipotézis, mely szerint ez az érme
legalabb % valoszintiséggel esik a fej és legfeljebb % valoszinliséggel az iras oldalara.
Ennek érdekében feldobjuk a pénzdarabot 30 000 alkalommal, és a kévetkezo dontési
szabalyt hozzuk. Valasztunk egy k szdmot, és akkor fogadjuk el a hipotézist helyesnek,
ha legalabb k fejdobas tortént. Legalabb mekkoranak kell valassztanunk ezt a k szamot,
ha azt akarjuk, hogy egy a hipotézist teljesité pénzdarab esetén legalabb 0.9 valdszinii-

séggel dontsiink tigy, hogy a hipotézis teljesiil?

Megoldds: Vezessiikk be a kovetkezd valdsziniiségi valtozokat: £; = 1, ha a j-ik dobas

eredménye fej, §; = 0, ha a j-ik dobds eredménye iras, 1 < j < 30000, S = S30000 =

30000 3 3
Y. &;. Ha a fejdobéds eredményének valdszintisége pontosan 7 E¢; = 7 Eé? =7
j=1

3

Varé; = E§j2- — (Eﬁj)2 =16 ES = 30000E¢; = 22500, Var S = 30000Var §; = 5625 =

752. Innen és a centralis hatdreloszlastételbdl,

P(S>l{:):P(S_ES k—22500>:1_P(S—E5<k—22500)

>
v/ Var S 75 vVarS — 75

ol ® k — 22500 .
75

Viélasszuk a k szamot 1gy, hogy a fenti valészintiség koriilbeliil 0.9 legyen. Ekkor a

k — 22500 22500 — k
d (T) = 0.1 vagy ami ezzel ekvivalens, a ¢ ( T) = 0.9 egyenletet
o - s .. 22500 — k .
kell kielégiteniink. A normalis eloszlas-tablazat alapjan — 1.28, ami azt

jelenti, hogy & = 22500 — 75 x 1.28 és p = Z esetén annak valdsziniisége, hogy a
fejdobasok szama nagyobb mint k£ = 22500 — 75 x 1.28 = 22212 és p = z esetében
annak valdszintisége, hogy legalabb ennyi fejdobas torténik koriilbeliil 0.9. Ha p > Z,
akkor ez a valészinliség nagyobb. Ezért a k = 22212 helyes véalasztas.

Hazi feladat.

Egy szabalyos dobdkockat feldobunk 2700 alkalommal egymastél fliggetleniil, és
Osszeszamoljuk a paros értékli dobasok eredményét. Adjunk jo kozelito becslést a
centralis hatareloszlastétel és egy normalis eloszlastablazat segitségével arra, hogy
ez az O0sszeg 420 és 720 kozé esik.



FEloszlasok konvergencidjarol.

A centralis eloszlatétel formalis megfogalmazasa gy szol, hogy bizonyos valdszinti-
ségi valtozok eloszlasdnak sorozata konvergal a normadlis eloszlasfiiggvényhez. Annak
érdekében, hogy ezt bebizonyitsuk eloszor tisztazni kell a kovetkezd kérdést: Mikor
mondjuk azt, hogy valészintiségi valtozok eloszlasai konvergalnak egy hatareloszlashoz?
Ez a kérdés nem annyira egyszerii mint azt az elsé pillanatban gondolnank. E foga-
lom helyes definiciéja a centralis hatareloszlastétel bizonyitasdnak az elsé természetes
lépése. A problémat az okozza, hogy egy altalanos elvet kell kidolgoznunk, amelyik
viszonylag jél ellen6zizhet6 feltételt ad arra, hogy eloszlasfiiggvények egy sorozata kon-
vergaljon egy eloszlasfliggvényhez. Ehhez viszont az eloszlasban valé konvergencia jo
definicojat kell megadni, és ezt olyan hatareloszldsok esetében is meg kell tenniink,
melyek bonyolultabbak, mint a normaélis eloszlasfiiggvény. Ezért olyan az eloszlasok kon-
vergencidjaval kapcsolatos problémaékat is targyalnunk kell, melyek abban a szép eset-
ben, amikor normélis eloszlds a hatdreloszlasfiiggvény nem meriilnek meg. (Maganak a
centrélis hatareloszlastétel részletes bizonyitdsat idShiany miatt elhagyjuk.)

Eloszlasban valé konvergencia definiciéja. Legyen F,,(-), n = 1,2,..., eloszlds-
fligguények sorozata a szamegyenesen. Azt mondjuk, hogy az F,(-) eloszldsfigguények
eloszldsban konvergdlnak eqy F(-) eloszldsfigguényhez, ha nh_)rr;o F,.(z) = F(x) az F(-)
(hatdr)eloszlasfiigguény minden folytonossdgi pontjdban.

Legyen &,, n = 1,2,..., valosziniségi vdltozok sorozata. Azt mondjuk, hogy a
&n waldszindségi vdltozok eloszldisban konvergdlnak eqy F(-) eloszldsfigguényhez, ha az
F,(z) = P&, <), —00 < x < 00, eloszldsfigguények eloszldasban konvergdlnak az F(x)
eloszldsfiigguényhez.

Legyen &,, n = 1,2,..., valosziniségi vdltozok sorozata. Azt mondjuk, hogy a
&n valdsziniiséqgi valtozok eloszldasban konvergdlnak eqy & valoszintségi vdltozohoz, ha az
F,(x) = P&, < z), —00 < x < 00, eloszlasfigguények eloszldsban konvergdlnak az
F(z) =P <x), —00 < x < o0 eloszldsfigguényhez.

Megjegyzés: A normélis eloszlasfiiggvény minden pontban folytonos. Ezért a centrélis
hatareloszlasfiiggvény azt mondja ki, hogy fiiggetlen, egyforma eloszlasu valdoszinliségi
valtozok normalizaltjai eloszlasban konvergdlnak a standard normalis eloszlasfiiggvény-
hez. Ebben az esetben nincs jelentdsége annak, hogy a hatareloszlaslasfiiggvény (jelen
esetben nem létezd) szakaddsi pontjaiban nem koveteljiik meg a konvergenciat.

Felmeriil a kérdés, miért van kitlintetett szerepe a hatareloszlasfliggvény szakadasi
pontjainak az eloszlasfliggvény konvergencidjanak definicigjdban. Természetes-e, hogy
ezekben a pontokban nem koveteltiik meg a konvergenciat? E kérdés megértésének
érdekében tegyiik a kovetkezo megjegyzést.

Egy a szamegegyenesen megadott F' eloszlasfiiggvény indukal egy valdszintiségi
mértéket a szamegyenesen. Ez az a Stieltjes mérték, melyet up-fel jeloltiink, melynek
1étezését csak kimondtuk, de a bizonyitas a mértékelmélet feladata. Az eloszlasban vald
konvergencia definiciéjaban valéjaban nem az F,, eloszlasfiiggvények konvergenciajat
koveteljiilk meg az F' eloszlashoz, hanem az F,, eloszlasok &altal indukalt pp, Stieltjes
mértékek konvergencidjat az F' eloszlas altal indukalt pp mértékhez. Szemléletesen a
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i, mértékek elképzelhetéek mint olyan tomegeloszlasok a szamegyenesen, melyekben
egy A C R halmaz ,silya” a up(A) mérték. Az eloszlasban valé konvergencia azt jelenti,
hogy a pr, tomegeloszlasok nagy n indexre kozel vannak a pp tomegeloszlashoz.

Az eloszlasban valé konvergencia jobb megértése érdekében tekintsiik a kovetkezd
egyszerl példat. Legyen xg =0, és x,,, n = 1,2, ..., olyan szamsorozat, melyre x,, < 0,
n=12...,¢6 lim z, =0. Legyen up,, n = 0,1,2,..., az a mérték, mely az z,

n—oo

pontba van koncentrélva, azaz up, ({x,}) = 1, részletesebben up (A) =1, ha z, € A,
és pup, (A) =0,haxz, ¢ A. A up, eloszlis azon F,, eloszlasfiiggvény altal meghatarozott
Stieltjes mérték, melyre F,,(z) =0, ha x < x,,, F,,(x) =1, ha x > x,,. Természetes azt
varni, hogy az eloszlasfiiggvény alkalmas definiciéja esetén a most definidlt példaban
az F,, eloszlasfiiggvények eloszlasban konvergalnak az Fj eloszlashoz. Masrészt vegyiik
észre, hogy nli_)rr;() F,(z) = Fy(r) minden = # 0 szdmra. De az x = 0 pontban, azaz

az Fy fiiggvény szakaddsi pontjdban ez a konvergencia nem teljesiil, mert F, (0) = 1,
ha n > 1, és Fy(0) = 0. Tehat az altalunk megadott definicié szerint az F,, eloszlasok
eloszlasban konvergalnak az Fj eloszlashoz, de annak érdekében, hogy ez teljesiiljon
sziikség volt arra, hogy az eloszlasban valé konvergencia definiciéjaban nem koveteljiik
meg az eloszlasfliggvények konvergencidjat a hatarfiiggvény szakadési pontjaiban.

Be lehet latni, hogy az eloszlasban valé konvergencia kifejezi azt a szemléletes tartal-
mat, melyet a tomegeloszlasokkal valé reprezentacié sugall, ezt azonban nem tessziik.
Ehelyett egy olyan eredményt fogalmazok meg, az eloszlasban valé konvergencia egy
ekvivalens jellemzését adja meg. Ennek az eredménynek csak bizonyitasvazlatat adom
meg, bar a bizonyitds nem nehéz. Uténa roviden leirom, miért hasznos ez az eredmény
hatareloszlastételek vizsgalataban.

Tétel. F,(u), n = 1,2,... eloszldasfigguények sorozata akkor és csak akkor kon-
vergdl eloszldsban egqy F'(u) eloszldsfiigguényhez, ha minden a szamegyenesen értelmezett
folytonos, korldtos g(u) figgvényre teljesil a

lim [ g(u) dF, (u) = / 9(u) dF (u) (a)

n—oo

az0nossdag.

Megjegyzés: Az eloszlasban valé konvergenciat szokas gyenge konvergencianak is nevez-
ni. Erdemes megjegyezni, hogy a funkciondlanalizisben is szokés Banach terek funkcio-
naljainak gyenge konvergencidjarol beszélni, és az elobb kimondott tétel azt is jelenti,
hogy a gyenge konvergencia valészintiségszamitasban és funkcionalanalizisben hasznalt
értelmezése Osszhangban van egyméssal. Ugyanis egy a szamegyenesen definidlt p
(valdsziniiségi) mértéket fel lehet fogni mint a korlatos és folytonos fiiggvények Ba-
nach terén értelmezett (korlatos és linedris) funkciondlt. Nevezetesen a p mérték az
f() korldtos és folytonos fiiggvényhez hozzdrendeli a u(f) = [ f(u)u(du) szémot.
A funkcionalanalizisben definialt fogalomrendszer szerint a u, mértékek gyenge kon-
vergencidja a p mértékhez azt jelenti, hogy nh—{%o [ fwpn(du) = [ f(u)u(du) min-
den folytonos és korlatos fiiggvény esetében, ez pedig a fent kimondott tétel szerint
a p, mértékeknek, pontosabban az altaluk meghatirozott F,(z) = p,({u: v < z})
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eloszlasfiiggvények gyenge (azaz eloszlasbeli) konvergencidjat jelenti a p mértékhez, pon-
tosabban az édltala meghatarozott F(z) = u({u: u < x}) eloszlasfiiggvényhez.

Binonyitasvdzlat: Tegytk fel el6szor azt, hogy az F,, eloszlasfliiggvények eloszlasban
konvergalnak egy F' eloszlasfiiggvényhez, és tekintsiink egy folytonos és korldtos ¢g(-)
fliggvényt a szamegyenesen. Ekkor a g fliggvény folytonossaga és az F' illetve F),
eloszlasfiiggvények viselkedése miatt +0o pontok kornyezetében minden € > 0 szamhoz
létezik olyan elég nagy K = K(e) > 0, melyre [ ul> K lg(w)| dF,(u) < ¢ minden
n = 1,2,... indexre, és ez az allitds érvényes akkor is, ha az F,, eloszlasfiiggvényt az
F eloszlasfiiggvénnyel helyettesitjiik. Tovdbba a folytonos g(-) fiiggvény a [—K, K|
intervallumban egyenletesen folytonos. Ennek az észrevételnek és annak a ténynek
a segitségével, hogy nh—>IIolo F,(x) = F(z) az F(-) minden folytonossagi pontjaban be

lehet 1atni, véve a [— K, K] intervallumnak egy olyan elég finom felosztasat, melynek az
osztépontjai az F' fiiggvény folytonossdgi pontjai, hogy

<e, han>ng(e).

/u: |U|SKg(u) dF, (u) —/ g(u) dF (u)

w: |u|<K

(E 1épésben kihasznaljuk azt, hogy egy monoton fiiggvénynek csak megszamlalhat6 sok
szakaddsi pontja van. Miért?) Innen ¢ — 0 hatdratmenettel megkapjuk az (a) allitds
bizonyitasat.

Megforditva tegyiik fel, hogy teljesiil az (a) relaci6, és legyen x az F' fiiggvény
folytonossagi pontja. Rogzitve egy kis € > 0 szdmot definidljuk a kévetkezd g*(u) =
gis(u), —o0o < u < oo folytonos és korlatos fiiggvényeket: g*(u) = 0, ha u > x + &,

gt(uw) =1, hau <z, gt(u) = m, hae <u<z+e g (u) =0, hau>
£

gu)=1lLhau<z—e¢ g (u)= - u’ ha x —e <u < z. Alkalmazva az (a) &llitast
€

kapjuk, hogy

n—oo n—oo

Flz—¢) < / gro(WF(du) = lim | g2, (u)Fo(du) < liminf F (2)

<limsup F,(z) < lim g;rx(u)Fn(du) = /g;rx(u)F( du) < F(x +¢),

Nn— oo n— 0o

és véve az ¢ — 0 hatdrdtmenetet kapjuk, hogy lim F,,(z) = F(x), feltéve, hogy az x
n—oo

pont az F' fiiggvény folytonossagi pontja.

Sok vizsgalatban az eloszldsban valé konvergencidnak a tételben megadott jellem-
zése jobban hasznalhaté mint az eredeti definicio.

Mellékesen megjegyzem, hogy ennek az eredménynek egy masik haszna az, hogy ezt
a definiciot jobban tudjuk altalanositani, ha eloszlasok konvergencidjat akarjuk definidlni
altalanosabb terekben. Az ilyen kérdések természetes médon felmeriilnek, ha nemcsak
valoszinliségi valtozok viselkedését akarjuk vizsgalni, hanem véletlen folyamatokét egy
véges iddintervallumban. Itt az a probléma meriil fel, hogy az eloszlasfiiggvény, illetve
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annak konvergencidja nem definidlhaté altaldnos terekben, mert az eloszlasfliggvény
definiciojaban szerepld félegyenesek tilsagosan erdsen kotodnek a szamegyenes, a tobb-
dimenzids eloszlasok definicidja pedig az Euklidesi tér geometriajahoz. Ha eloszlas-
fiiggvények helyett valdszinliségi mértékeket tekintiink, akkor ezek konvergencidjanak
a definicidjat természetes médon tudjuk definidlni nagyon altaldnos terekben is az (a)
relacié altalanositasa segitségével.

Ha eloszlasfiiggvények konvergenciajat az (a) tulajdonsag vizsgalatdnak segitségével
akarjuk bebizonyitani, akkor természetes médon felmeriil az a kérdés, hogy nem lehet-
séges-e ezt a feltételt gyengiteni, nem elegendé-e az (a) reldcié teljesiilését a folytonos
és korlatos fiiggvényeknek csak egy elég gazdag részosztalyara ellenérizni, és ennek se-
gitségével eldonteni, hogy teljesiil-e az eloszldsban valé konvergencia. Természetesen a
folytonos és korlatos fliggvények olyan részosztalyat kivanjuk tekinteni, amelyikre ez a
feltétel konnyebben ellendrizheté. Kideriilt, hogy erre a kérdésre igenlé valaszt lehet
adni, elegendd csak a trigonometrikus fiiggvényeket tekinteni, azaz az g;(u) = €%,
—00 < t < 00, alaku fliggvényeket. Jegyezziik meg, hogy ezek a fiiggvények komplex
és nem valés értékiliek, de mindazok az eredmények, melyek valds értékii valésziniiségi
valtozokra érvényesek, természetes mdédon altalanosithatok komplex szam értékli valo-
szintiségi valtozokra is. Annak oka, hogy a trigonometrikus fliggvényeket jél tudjuk
hasznalni az, hogy minden —oco < s,t < oo, paraméterre teljesiil a gg(u)gi(u) =
estettt = eilsttu — g (u) azonossidg. Létni fogjuk, hogy ez az azonossig sok
segitséget jelent, ha fliggetlen valdsziniiségi valtozdk oOsszegeinek eloszlasat vizsgaljuk.
Megjegyzem, hogy az ilyen jellegli Osszefliggések alkalmazdsa nemcsak a valdszinliség-
szamitasban fontos. Ennek altalanositdsan alapul az algebra egy mély és fontos tertilete,
a csoportreprezentaciok elmélete.

A tovabbi vizsgalatokban hasznos a karakterisztikus fiiggvények alabb megadott
definicidja.

Valészintliségi valtozé karakterisztikus fliiggvényének a definiciéja. Legyen &
valdszindségi vdltozo valamely (2, A, P) valészindségi mezdn, és jeldlje F(u) = P(§ <
u), —0o < u < 00, a & wvaldsziniségi vdltozo eloszldsfiiggvényét. A & wvaldsziniségi
vdltozonak a karakterisztikus figguvénye a

o

o(t) = Ee' = / e™F(du), —oo<t< oo,

— 0o
fuggvény. Adva egy F eloszldsfiigguény az F' eloszldsfiigguény karakterisztikus fligguényét
18 definidlni fogiuk mint eqy F eloszldsu & valdsziniiséqi vdltozo karakterisztikus fliggué-
nyét. (Mivel a karakterisztikus fligguényt a € valoszintiségi vdltozo eloszldsfiigguényének
a segitségével ki lehet szamolni, ezért jogunk van eqy eloszldsfiggvény karakterisztikus
fliggvényérdl beszélni.)

A kovetkezo egyszeri allitasokat azok fontossaguk miatt kiilon Lemma formajaban
mondjuk ki.

Lemma valésziniiségi valtozok karakterisztikus fliggvényének viselkedésérol.
n

Legyenek &1, ..., &y, figgetlen valdszindségi vdltozok, jelolje Sy, = > &; e valdszindségi
j=1



vdltozok dsszegét és p;(t), 1 < j < n, a & valdsziniiségi vdltozo karakterisztikus fiigg-

) n
vényét. Ekkor az S, dsszeg karakterisztikus fiigguénye a ¥, (t) = Ee®®Sn = ] ¢;(t),
j=1

—00 < t < o0 fiigguény. Ha A és B # 0 wvalds szdmok, akkor a valosziniségi

vdltozo karakterisztikus fligguénye az

, ‘ t ‘ L t
it(S,—A)/B _ —itA/B v\ _ —itA/B N
Fe =e wn<B)—e jl:[lgoj(B)

fugguény.
Legyen & olyan wvalészindiségi vdltozé F(-) eloszldsfiiggvénnyel, melyre teljesiil az
oo
E¢)F = / lu|*F(du) < co egyenlétlenség valamilyen k pozitiv egész szdmra. Ekkor

— 00
a & valdszintségi vdltozo ¢(t) karakterisztikus fligguényének a derivdltjai megadhatdok a

4’ oo
e (t) = / iul "™ F(du) képlettel minden 0 < j < k és —oo < t < oo szdmra.

— 00

d?o(t S o
Specidlisan, t = 0 vdlasztdssal %() = / u F(du) =i E¢ minden 0 < j <k
t=0 —00
szdmra.
Bizonyitas:

n
EeitSn — pit(€it+&n) — peitéigités | it _ peités peités | poitén — H Pj (t)
j=1

a &, 1 < j < n, figgetlensége miatt illetve az e"%i valbszintiségi valtozék ebbdl
kovetkezo fiiggetlensége miatt. Ezenkivil

Eeit(SnA)/B _ [i(t/B)Sn o —itA/B _ ~itA/By, <%> ,

ha az S,, valésziniiségi valtozé karakterisztikus fliggvénye 1, (t). Innen kovetkeznek a
Lemma els6é paragrafusaban kimondott allitasok.
A Lemma masodik paragrafusdban kimondott allitas bizonyitdsa érdekében irjuk
oo
fel a p(t) = Bei't = / e"™ F( du) azonossagot, és differenciljuk 7, j < k, alkalommal.
—00
Be lehet latni, hogy az E|£|* < oo feltétel teljesiilése esetén az azonossig jobboldalan

4’
az integréalas és differencialds sorrendje felcserélhet6. Innen kapjuk, hogy p7e (t) =

[o.¢]
/ Il F(du). Alkalmazva a t = 0 helyettestitést megkapjuk a Lemma utolsé

— 0
bizonyitandé allitasat is.

Megjegyzés: Legyenek &1,&s. ..., fliggetlen, egyforma eloszlasu valdszintiségi valtozok,
melyekre E¢; = 0, és vezessiik be a 0o = Var¢y, valamint az Fe®&t = ¢(t), —oo <
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t < oo (p(t) a & valdsziniiségi valtozé karakterisztikus fiiggvénye) jeloléseket. Legyen

tovdbba S, = Y & és S, = — az S, val6sziniiségi valtozé normalizéltja. Ekkor

k=1 vno .
EeltSn = o(t)", EeitS» = @(L) és QO(L> ~ 1 - r Ez a formula
’ vno )’ vn 2no?’
lehetové teszi, hogy viszonylag j6 becslést adjunk a S, valdsziniiségi véaltozé karak-
terisztikus fiiggvényére. Azt kivanjuk vizsgdlni, lehet6vé teszi-e ez a formula egy jo
hatareloszlastétel bizonyitasat fiiggetlen, egyforma eloszlasu valdszintiségi valtozok nor-
malizdltjanak az Osszegére.

Tekintsiik el6szor csak azt a specidlis esetet, amikor olyan olyan & valdszintiségi
valtozo eloszlasfliggvényét tekintjiik, amelyik csak egész értékeket vesz fel. Legyen

P& =k =pr, Kk =0,£1,£2,..., > pr = 1. Ekkor a & valésziniiségi valtozo
k——
. ~ S . S .
karakterisztikus fiiggvénye az ¢(t) = Ee't = Y eMP(E=t)= Y pre, —0co <
k=—oc0 k=—oc0

t < oo. Ekkor a ¢(t) fliggvény 27 szerint periédikus, és tulajdonképpen egy Fourier sor,
melynek k-ik (azaz az ™! trigonometrikus fiiggvényhez tartozé Fourier egyiitthatéja)
pr. A Fourier sorok elméletének egy egyszerli, de nagyon fontos eredménye alapjan

m .
egy p(t) = > ape™, —m <t < m, fiiggvény Fourier egyiitthatéit a o(t) Fourier sor
k=—oc0
ismeretében az [
ap = — [ e Fy(t)dt *
k=50 . o(t) (%)

képlet segitségével ki lehet szamolni. Az elobb kimondott Lemma alapjan fiiggetlen
valészintliségi valtozok normalizalt 6sszegének a karakterisztikus fiiggvényére viszonylag
egyszerii és j6 kozelitést lehet adni. Ez és a (%) formula azt is lehet6vé teszi, hogy
egész értéki valdszintliségi valtozdk esetében jé becslést adjunk arra, hogy fiiggetlen
valészintiségi valtozdk Osszegei egy adott értéket vesznek fel. Ez lehet6vé teszi a centralis
hatareloszlastétel bizonyitasat abban a specialis esetben, ha egész értékii valdszintiségi
valtozok Osszegét vizsgaljuk. Az altalanos eset vizsgalatdnak a vezérmotivuma tulaj-
donképpen az, hogyan tudjuk ezt a moddszert adaptalni az altalanos esetre, amikor
nem all rendelkezésiinkre a * képlethez hasonlo viszonylag egyszeri ,,inverziés formula”.
Most az egész értéki valdszintiségi valtozok vizsgalatanal a részletek kidolgozasa helyett
megmutatjuk a kiegészitésben azt, hogy hogyan lehet ennek a moédszernek a segitségével
az analizis egyik fontos képletét az tigynevezett Stirling formulat bebizonyitani. Ez a
kovetkez6 eredmény.

Stirling formula:

n n
n! ~V2mn <—> ,
e

azaz az elsé n egész szam szorzat n! teljesiti az alabbi reldciot:

n
\V2mn <E>
lim ————=%— =1.
n—00 n!
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Ahhoz, hogy a karakterisztikus fiiggvényekkel jol tudjunk szamolni sziikségiink van
olyan eredményre, mely szerint a trigonometrikus polinomok a folytonos fliggvények
elég gazdag részosztalya. Ilyen eredmény Weierstrass masodik approximécids tétele,
mely azt mondja ki, hogy folytonos és periodikus fliggvényeket tetszoleges pontossaggal
lehet kozeliteni a szuprémum norméban trigonometrikus polinomokkal. (Weierstrass
els6 approximéciés tétele hasonlé allitdst fogalmaz meg véges intervallumban folytonos
fiiggvények polinomokkal valé approximélhatésiagardl.) Megfogalmazzuk ezt az ered-
ményt, és (vézlatosan) bebizonyitjuk annak néhiny szamunkra fontos kovetkezményét.

Weierstrass masodik approximacios tétele. Tetszdleges folytonos és 2w szerint
n

periodikus f(t) fiigguényre és € > 0 walds szdmra létezik olyan P,(t) = Y. ae'*
k=—n
trigonometrikus polinom, melyre

sup |f(t) — Pu(t)] < e.

—oo<t< oo

Ahhoz, hogy eloszlasfiiggvények karakterisztikus fiiggvényeinek konvergencigjabdl
kovetkeztetni tudjunk magunknak az eloszlasfiiggvényeknek a konvergenciajara tudnunk
kell azt, hogy az a karakterisztikus fliggvények meghatarozzak az eloszlasfliggvényeket.
Megfogalmazzuk ezt az eredményt, és megadjuk annak bizonyitasat Weierstrass masodik
apprximacios tétele segitségével.

Tétel. Legyen F(-) és G(-) két eloszldsfigguéy, melyek karakterisztikus fliggvénye meg-
egyezik. Ekkor F(x) = G(x) minden —oo < x < 0o szdmra.

Bizonyitds: Vegyiik észre, hogy Weierstrass masodik approximaciés tételébol kovetkezik,
hogy tetszéleges K > 0 és e > 0 szamokra és a K széam szerint periodikus A(-) fliggvényre

n ..
igaz, hogy létezik olyan P,(t) = 3. a;e*™*/X trigonometrikus polinom, melyre tel-
j=—n
jesila sup |P,(t)—h(t)| < e becslés. Integrdlva a h(-) és a P, (-) fiiggvényt a F és G
—oo<t<oo

eloszldsfiiggvény szerint, a fenti approximdciobdl kapjuk, hogy [ |h(u) — P, (u)|F(du) <
e 6s [|h(u) — Po(w)|G(du) < e. Ezért | [ h(u)F(du) — [ h(u)G(du)| < 2e. Mivel
ez minden £ > 0 szdmra igaz, ezért [h(u)F(du) = [h(u)G(du). Tovdbbd, innen
kovetkezik az is, hogy ha h(-) kompakt tart6jd, folytonos fiiggvény, azaz ha létezik olyan
A szédm, melyre h(u) = 0, ha |Ju] > A, akkor [h(u)F(du) = [ h(u)G(du). Valéban,
definidljuk minden K > A szdmra azt a hi(-) fiiggvényt, mely a h(-) fliggvény [—K, K]
intervallumra vett megszoritdsanak a 2K szerinti periodikus kiterjesztése, azaz h (u) =
h(u — 21K), ahol | olyan egész szdm, melyre —K < u < K. Ekkor [h(u)F(du) =
Kli_I}loofhK(u)F( du) = KliinoofhK(u)G(du) = [ h(uw)G(du).

Legyenek —oo < x < y < oo olyan szadmok a szamegyenesen, melyek folytonossagi
pontjai mind az F' mind a G eloszlasfiiggvénynek. Belatjuk a fenti relacié segitségével,
hogy F(y) — F(z) = G(y) — G(z). Valéban, rogzitsiink egy € > 0 szdmot, és definidljuk
a kovetkez& h(-) = h.(-)fuggvényt: h(u) = 1, ha x < u < y, h(u) = 0, ha y +
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—y+€_u ha y <u < y—l—s h( ) = 7u_:+5,
ha x — e < uw < z. Felhasznélva az [ hi = f hE(u ) azonossagot,
és azt hogy hmfh VF(du) = F(y) — F( hmfh( ( )—G()—G(:v), ha
x és y az F és G fliggvény folytonossagi pontJal ¢ — 0 hatardtmenettel kapjuk az
F(y) — F(x) = G(y) — G(x) azonossagot.

Ez utobbi azonossagot felhasznalva és alkalmazva az x — —oo hataratmenetet
kapjuk, hogy F(y) = G(y), ha y mind az F(-) mind a G(-) eloszlasfiiggvénynek folyto-
nossagi pontja. Mivel az F' és G eloszlasfiiggvénynek csak megszamlalhato sok szakadasi
pontja van, és mind a két fliggvény balrdl folytonos, innen kovetkezik, hogy az F' és G
eloszlasfiiggvények megegyeznek.

e <wuvagy u < x —¢, h(u) =

Az el6z6 tétel bizonyitasi mddszerének finomitdsa segitségével lehet bebizonyitani
a kovetkez6 eredményt, melyet fontossdga miatt alaptételnek neveziink. Ennek bi-
zonyitasa azonban a Fourier analizis mas mddszereit is felhaszndlja. FEmiatt, illetve
idohidany miatt a bizonyitast elhagyom.

Eloszlasok konvergencidjardl sz6lé Alaptétel. Legyen F,(u), —oo < u < o0,
eloszldsfiigguények egy sorozata pn(t) = [€"F,(du) karakterisztikus figgvényekkel,
n = 12.... Ha a po(t) = nli_)rréo on(t) hatdrérték létezik minden —oo < t < o0
szamra, és a po(t) limeszfigguény folytonos az origdban, akkor létezik olyan Fy(u)
eloszldsfiiggvény, melynek a po(t) fliggvény a karakterisztikus fiigguénye. Tovdbbd e
feltétel teljestilése esetén az Fy,(u) eloszldsfigguények eloszldsban konvergdlnak az Fy(u)
eloszlasfiiggvényhez.

Megforditva, ha F,(u), n = 1,2,..., eloszldsfiigguvényeknek egy olyan sorozata,
mely eqy Fo(u) eloszldsfigguényhez konvergdl eloszlasban, ¢, (t), n = 1,2,..., jeldli az
Fo(u), vo(t) pedig az Fy(u) eloszldsfiigguény karakterisztikus figgvényét, akkor ¢o(t) =
nlLH;O ©n(t) minden —oo < t < 0o szdmra. Tovdbbd, ez a konvergencia egyenletes minden

véges intervallumban.

Megjegyzés: Az eléadéshoz csatlakozé gyakorlatban kitiiztem egy (elméleti jellegii)
feladatot, mely fontos szerepet jatszik a bizonyitasban. E feladat eredményének a
segitségével tudjuk kihasznalni a tétel azon feltételét, hogy a karakterisztikus fiiggvények
hatarértéke folytonos a nullaban.

Feladat:

Legyen F,(-), n = 1,2,..., eloszlasfiiggvények egy sorozata, melyek ¢, (-) karak-
terisztikus fliggvényei az origd egy kis kornyezetében konvergalnak egy a nulldban
folytonos fliggvényhez.

a.) Léssuk be (a Lebesgue tétel segitségével), hogy ekkor tetszéleges e > 0 szdmhoz

létezik olyan 6 = (&) szdm, melyre hm —/ Re[l—p,(t)] dt < e, ahol Re z

a z szam realis részét jeloli.
b.) Mutassuk meg, hogy amennyiben F, () eloszlasfiiggvények ¢, (-) karakterisz-
tikus fliggvényei teljesitik az a) részben megfogalmazott tulajdonsdgot, akkor
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minden ¢ > 0 szamhoz létezik olyan K = K (e) szam, melyre F,,(—K) + (1 —
F,(K)) <eminden n=1,2,... szdmra.

Ennek a feladatnak az eredménye lehetévé teszi, hogy alkalmazva annak az ered-
ménynek a bizonyitasmodszerét, mely szerint a karakterisztikus fiiggvény meghatarozza
az eloszldsfliggvényt beldssuk a kovetkezé allitdast: Ha F,(-) eloszlasfiiggvények karak-
terisztikus fiiggvényei konvergalnak minden pontban egy F'(-) eloszlasfiiggvény karakte-
risztikus fliggvényéhez, (mely folytonos az origéban), akkor az F,(-) eloszlasfiiggvények
eloszlasban konvergalnak az F'(-) eloszlasfiiggvényhez.

Feladat:

Mutassuk meg, hogy egy F eloszldsfiiggvény ¢(t) = [ e F(du) karakterisztikus
fliggvénye folytonos minden pontban.

A fent kimondott alaptétel tartalmasabb allitds mint az, amire sziikségiink lesz.
Ha azt akarjuk belatni, hogy Fj, eloszlasfiiggvények egy sorozata konvergdl egy Fj
eloszlasfiiggvényhez, akkor elég belatni, hogy az F,(-) eloszldsfliggvényeknek a ¢, (t) =
[ e F,(du) karakterisztikus fiiggvényei konvergdlnak az Fy eloszldsfiiggvény ¢o(t) =
[ " Fy(du) karakteriszikus fiiggvényéhez minden —oo < ¢ < oo pontban. (Jegyezziik
meg, hogy egy karakterisztikus fliggvény folytonos fiiggvény, ezért az a kovetelmény,
hogy az eloszlasfiiggvények karakterisztikusfiiggvényeinek hatarfiiggvénye legyen foly-
tonos teljesiil abban az esetben, ha az eloszlasfiiggvények eloszldsban konvergédlnak).

Az alaptétel tobbet mond anndl mint amire sziikségiink van. Ez az eredmény
segit eldonteni azt, hogy eloszlasfiiggvények sorozatanak mikor van hatarértéke, és
mi ez a hatarérték. Az alaptétel alkalmazhaté olyan esetekben is, amikor eredetileg
még nem sejtjiilk mi a hatarérték. Azt allitja, hogy ha a karakterisztikusfiiggvények
sorozatanak van egy az origéban folytonos hatarfiiggvénye, akkor ez a hatarfliggvény
egy eloszlasfiiggvény karakterisztikus fliggvénye, és egyben ez az eloszlasfliiggvény a
keresett limesz. (Annak eldéntése, hogy egy konkrét fiiggvény mikor karakterisztikus
fliggvénye valamely eloszlasnak dltaldban nehéz kérdés.) Annak érdekében, hogy lassuk
annak a feltételnek a fontossidgat, mely szerint a hatarfiiggvény folytonos az origéban
tekintsiik a kovetkezo feladatban megadott példat.

Feladat:

Legyen F,(-), n = 1,2..., a [-n,n] intervallumban egyenletes eloszldsu val6szi-
1

niliségi valtozok sorozata, azaz legyen F,,(-) stirliségfiiggvénye az f,(u) = —, ha

—n <u<n, fo(u) =0, ha |u| > n képlet segitségével megadott fliggvény. %gssuk
be, hogy az F,(-) eloszlasfliiggvények karakterisztikus fiiggvényei minden pontban
konvergalnak az ¢(0) = 1, ¢(t) = 0, ha t # 0 képlettel megadott ¢(t) fiiggvényhez,
amelyik az origéban nem folytonos. Tovdbba az F,(-) eloszlasfiiggvények nem
konvergdlnak eloszldsban, mert minden véges [a, b| intervallumra nh—{%o F,([a,b]) =

0.

Az alaptétel alapjan a centralis hatareloszlastétel bizonyitasahoz elég kiszamolni a
standard normalis eloszlasfiiggvény karakterisztikus fiiggvényét, és megmutatni, hogy ha
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vessziik fiiggetlen, egyforma eloszlasi valészintiségi valtozdk Osszegeinek a normalizalt-
jait, akkor ezek karakterisztikus fiiggvényei a standard normalis eloszlas karakterisztikus
fliggvényéhez tartanak. Fogalmazzuk meg el6szor azt az eredményt, mely megadja a
standard normadlis eloszlasfiiggvény karakerisztikus fiiggvényét.

Tétel a standard normalis eloszlasfiiggvény karakterisztikus fliggvényérol. A

1 2
plu) = e

eloszlasfigguény karakterisztikus fiigguénye a g(t)

, —00 < u < o0, suriségfigguénnyel rendelkezé standard normdlis

= ¢ t7/2 fligguény, azaz

. 1 2 2
/ eztu_e—u /2 du = e—t /2‘

oo V2T

Magyardzat:

/OO pitu 1 6—u2/2du:/oo 1 6—(u—it)2/2e—t2/2du
—o0 s —oo V2

2 oot 1 2 2
— et /2/ U /2€—t /2 du.

—co—it V2

A fenti szamolasban a szokasos technikat alkalmaztuk, az exponensben szerepl6 kvad-
ratikus alakot teljes négyzetté alakitotuk at. Azt allitom, hogy

co—it
1 2 2
—u“/2 _—t°/2 .
—e e du = 1.
/;oo—it Vv 27

Ez az integral abban kiilonbozik a standard normalis strtiségfiiggvény integraljatol,
hogy a normalis strliségfiiggvény integraljat nem a valds tengelyen, hanem egy vele
parhuzamos egyenesen tekintjiikk. Azz allitom, hogy ez az integral ugyanannyi, mintha
a valds tengelyen intergaltunk volna. Ezt nem nehéz belatni, ha szabad hivatkozni
a komplex fiiggvénytan taldn legfontosabb eredményére, mely szerint egy analitikus
figgvény korintegralja egy zart gorbén nulla. Azt kell kihaszndlni, hogy a g(z) =
e~ /2 fiiggvény analitikus az egész szamsikon, és, ezenkiviil a g(z) fliggvény olyan,
hogy amennyiben a z argumentum imaginarius részének az abszolut értéke kisebb mint
valamely fix K szam redlis részének az abszolut értéke pedig nagyon nagy, akkor a
g(z) figgvény nagyon kicsi. Mivel ez a bizonyitds a komplex fiiggvénytani ismeretek
felhaszndlasa segitségével egyszertien végrehajthatd, viszont ez a komplex fliggvénytani
rész, melyet nem tanult mindenki elengedhetetlen a bizonyitasban, ezért a részletek
kidolgozasat elhagyom.

A fenti eredmények segitségével nem nehéz belatni a centralis hatareloszlastételt.
Valdban, legyenek &1, &, . .. fiiggetlen, egyforma eloszlast valészintiségi valtozdk, E€3 <
0o. Jeldlje ¢(-) a &; valdsziniiségi valtozd karakterisztikus fiiggvényét, M = E¢;, D? =
Var &, (mivel a §; valészintliségi valtozdk egyforma eloszlastak, ezért a fenti mennyiségek
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n
nem fliggnek a j indext6l), és legyen S,, = > ;. Ekkor a karakterisztkus fiiggvényekrél
j=1
—nM

N

o))

fliggvény. Ezért a centralis hatareloszlastétel bizonyitasahoz azt kell belatni, hogy

kimondott lemma alapjan S,, normalizaltjanak az valészintliségi valtozonak a

karakterisztikus fliggvénye az

. t "
<€—th/\/ﬁD90 (ﬁD)) N (3—152/27 ha n — oo minden ¢ szamra.

Viszont alkalmazva a karakterisztkus fiiggvényekrol kimondott lemma masodik allitasat
t
i)

) . Tovabbd, hasonléan Taylor sorfejtés segitségével kapjuk,

és a p(0) = 1 egyenl6séget Taylor sorfejtés segitségével kapjuk, hogy ¢ (
N itM ~ t2E&3 t2
— O —_—

VnD  2nD? 2n

: tM o t2M?
h —itM/y/nD _ 1 — v _
o8y ¢ viD ~ 2np? ©°
osszeszorozva kapjuk, hogy

e—itM/ VD, t (14 itM B to *
V/nD vnD  2nD? 2n
L itM t2M? N t2 . t2 N 1
vnD  2nD? n 2n n)’
mert elvégezve a beszorzdsokat kapjuk, hogy t egyiitthatéja nulla, t? egyiitthatdja

M\t B M1 o] e csak o f X -
\/ﬁD 2nD2 2nD2 - 271’ €S ezenkivul mar csak o n nagysagrendu

tagok szerepelnek a szorzatban. Innen viszont kovetkezik, hogy

. " 2 V"
(e_ltM/ﬁSO(\/%D>) :<1_;_n+0(g>) _>6—t2/2’ ha n — oo

minden ¢ szamra, és ezt kellett belatnunk.

1

tQ
(—). E két aszimptotikus egyenloséget
n

Feladat:

Mutassuk meg, a karakterisztikus fliggvények segitségével, hogy amennyiben & és n
két fiiggetlen, normalis eloszlasu valdszintiségi valtozd mq és mo varhatd értékkel,
o3 és o3 szérasnégyzettel, akkor ¢ + n normalis eloszlast valészintiségi valtozd

my + ma vérhaté értékkel, és o7 + 03 szérasnégyzettel.
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Kiegészités
A Stirling formula bizonyitdsa: El6szor azt mutatjuk meg, hogy

2

(a)

en(e“ —1—1it) dt

”!:(E> /_W

Tekintsiink egy £ Poisson eloszlasu valdszinliségi valtozét A = n paraméterrel, legyen

azaz P(§ = k) = Z—Te‘”, k= 0,1,2,.... Szamltsuk ki a £ valdsziniiségi valtozd
P(t) = Eet karakterisztikus fiiggvényét. Ez a kdvetkezd P, (t) Fourier sor:
f:P = k)e itk i n_ —n+tikt _ ,—n f: (neit)k _ efn+ne“.
il e

Innen, illetve a (%) formuldbdl k = n vélasztassal kapjuk, hogy

n" 1 [ . 1 [T
Ple=n)="c=_— | e mp ()dt = —
€=m=" i — o

. it
e—znt—n—i—ne ) dt
n! 27

Ez a formula ekvivalens az (a) formuldval.
Az (a) formula alapjén a Stirling formula bizonyitdsdhoz elég megmutatni azt, hogy

lim Y n(e —1—1it) dt =
s [

amit ugyis irhatunk, hogy
™ _
/ en(e”flfit) dt
—T

_ =1.
n—oo / efntQ/Q dt
— o0

Viszont tekintve az e fiiggvény Taylor sorat kapjuk, hogy

it . t 3 nt’ n—1/8

n(e* —1—it) = —n E—Fa(t)t =—7+ﬁ() ,
alkalmas a(t)| < const. és ((f)] < const. egylitthatékkal, ha [t[ < n3/%, ahonnan
en(e —1=it) — o—nt?/2,8(tn"HE _ o—nt?/2 (1+~(t)n=1/8), 4(t) < const., ha t < n3/8,

és
—3/8

n .
/ en(e”—l—it) dt
_n—3/8

lim —578

n—oo n 2
—_n—3/8
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Tovabba nem nehéz belatni, hogy

n—3/8
. —_n—3/8
T e,
— 00
_n—3/8 -

ezért elég megmutatni, hogy az /
—Tr

ralok elég kicsik. Ennek bizonyitdsahoz jegyezziik viszont meg, hogy |e

tetszoleges z komplex szamra, ahol Re z a z szdm valds részét jeloli. Innen

en(e —1=it) g1 gg / en(e" =1-it) gy integ-
n—3/8

z| — 6Rez

it_q_ _ _ 1/4
|en(e 1 zt)’ — en(cost 1) <e const. n :

ha n3/8 < |t| < 7, ahonnan kovetkezik a kivant becslés.

16



