A Valészintiségszamitas 1. el6adassorozat tizedik el6adasa.
2002 dprilis 9.

Ezen az el6adason megfogalmazzuk a valdszintliségszamitas talan legfontosabb eredmé-
nyét, a centralis hatdreloszlastételt. (Ennek az eredménynek a bizonyitasdval kés6bb
foglalkozunk.) Most bemutatjuk az eredmény néhany alkalmazésat gyakorlati feladatok
megoldasaban. Ezenkiviil néhany egyéb, a korabbi eléadéson szerepelt eredményt és
fogalmat felhasznélé feladat megoldasat targyaljuk.

A centralis hatdreloszlastétel megfogalmazasa el6tt felidéziink néhany korabbi fo-
galmat és eredményt. Egy & valdsziniiségi valtozo standard normalis eloszlasd, ha a
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eloszlasu valészintiségi valtozé, akkor B¢ = 0, Var € = E¢? = 1. Ha ¢ standard normalis
eloszlast valdszintiségi valtozd, akkor o& + m m vérhaté értékii és o? szérasnégyztii
normalis eloszlasu valészintiségi valtozo. Egy & valdszintiségi valtoz6 akkor normalis

eloszlasi m vérhaté értékkel és o? szérdsnégyzettel, ha siirtiségfiiggvénye a g(z) =

#6_@_7”)2/202 fiiggvény.
2o

Feladat:

stiriségfiiggvénye p(x) = e , —00 < x < 00, alakd. Ha & standard normélis

Legyen 17 és ny két fiiggetlen normalis eloszlasi valdszintiségi valtozé mi illetve mo

varhato értékkel, o2 és 03 szérasnégyzettel. Lassuk be, hogy n1 + 12 m1 + mo varhaté

értéki és of + o3 szérasnégyzetii normalis eloszldsi valésziniiségi valtozo.

A feladat megoldasa elott érdemes megjegyezni, hogy

/ e_(w_A)Z/B dxr = V Brr.
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Ezt lathatjuk példaul az y = \/5% helyettesitéssel, és abbdl a ténybol, hogy a
1
o(y) = 5 e~Y’/2 fiigavény stirtiségfiigevény. Ez az észrevétel azért hasznos, mert ez
s

lehet6vé teszi, hogy amennyiben olyan integralt kell kiszamolni, melyben az integrandus
exponensében egy kvadratikus alak szerepel, akkor az inegrandusban szerepl6 kifejezést
teljes négyzetté alakitva ki tudjuk szamolni az integralt. Ez a gondolata a jelen feladat
megoldasanak is.

Megoldds: Az n1 + no valoszinliségi valtozoé stliriiségfiiggvénye
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Jegyezziik meg, hogy a fenti szdmoldsban megjeleno egyszeriisitések megjelenésének
mélyebb oka van. Ha tudjuk, hogy a vizsgalt integral értéke olyan alaki, melyben
konstansszor egy kvadratikus alak szerepel, akkor mivel a konvolucié eredménye egy
strtségfiiggvény, ezért a végeredmény sziikségszeriien normalis stirtiségfiiggvény. Tovab-
ba, tudjuk, hogy a stirtiségfiiggvény egy olyan valdszintiségi valtozo strliségfiiggvénye,
amelyik varhaté értéke my + mo szérasnégyzete pedig o2 + o5. Késébb megmutatjuk,
hogyan lehet a most targyalt azonossagot bizonyos eddig még nem targyalt eredmények
segitségével egyszeriibben megkapni.

A centralis hatareloszlastétel.

Ez a valdszintuiségszamitas legfontosabb eredménye. Azt mondja ki, hogy ha sok
fliggetlen valdszintliségi valtozot Osszegeziink, az Osszeget alkalmasan normalizaljuk, ak-
kor nagyon altalanos feltételek teljestilése esetén az Gsszeg kozelitéleg normalis eloszlas.
A tétel megfogalmazdasa elott vezessiik be az irodalomban gyakran hasznalt fogalmat.

Egy valdszintliségi valtozé normalizaltjanak a fogalma. Legyen & olyan valdszi-
§— E¢
v/ Var &
valosziniségi vdltozo, azaz a & valdsziniségi vdltozonak az a linedris transzformdltja,
melynek varhato értéke nulla, szordsnégyzete pedig 1.

niiségi vdltozd, melyre B2 < co. A € wvaldszindségi vdltozd normalizdltja a € =

Jegyezziik meg, hogy ha &1, ..., &, fliggetlen valdszintiségi valtozdk, melyekre Ef? <
oo minden 1 < j < n indexre, akkor az S = ) &; Gsszeg normalizaltja az
j=1

kifejezés.



Centralis hatareloszlastétel. Legyencek £1,&s, ..., fliggetlen, egyforma eloszldsi valo-

szintiségi vdltozok, jeldlje Sy, = > &, n=1,2,..., e valdszintségi valtozok részletdssze-
j=1

SR EE.
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geit. Ekkor az S, wvaldsziniiségi valtozok normalizaltjai

teljesitik a

S, — ES), , )
nlLH;OP (W < x) = ®(z), minden —oo < x < 00 szdmra

reldcidt, ahol ®(x) = / L(3_“2/2 du, a standard normdlis eloszdsfiggvény.
—oo V21

1. megjegyzés: Az elébb kimondott tétel valéjaban specidlis esete az altalanos centralis

hatareloszlastételnek, mely hasonlé eredményt mond ki fiiggetlen, de nem feltétleniil

azonos eloszlasu valdszintiségi valtozok normalizalt részletosszegeire nagyon &altaldnos

feltételek mellett.

2. megjegyzés: Lattuk, hogy fiiggetlen normadlis eloszlasi valdszintiségi valtozok részlet-
Osszegeinek normalizaltja standard normalis eloszlasu valészintiségi valtozé. Ez kovet-
kezik az el6adas elején targyalt feladat eredményébol, amelyik szerint normalis fiiggetlen
normalis eloszlasi valdszintiségi valtozdk Osszege is normalis eloszlasi. A centralis
hatareloszlastétel azt allitja, hogy sok fiiggetlen, de nem feltétleniil normaélis eloszlasi
valoszinliségi valtozé Osszegének a normalizaltja nemcsak nulla varhaté értéki és egy
szorasnégyzetli valdszintiségi valtozo, hanem ezenkiviil kozelitoleg normalis eloszlasu is.
Ez azt jelenti, hogy sok Osszeadandd esetén az Osszeg eloszlasa ,,elfelejti” az Gsszeadan-
dok eloszlasat, az 6 eloszlasa kozelitéleg normalis eloszlast. Bar ezt az eredményt be
lehet bizonyitani, az mégis rendkiviil megleps. A centralis hatareloszlast tekinthetjiik a
valoszinliségszamitas legnagyobb misztériuméanak.

3. megjegyzés: A miiszaki tudomanyokban beszélnek egy olyan megfigyelésrol, melyet
hibatorvénynek neveznek. Gyakran el6fordul, hogy egy miiszaki feladatban egy kisérle-
tet tobbszor egymastol fiiggetleniil elvégeznek, azok eredményeitt tobbszor megmeérik,
de az egyes mérések pontatlanok. A tapasztalat azt mutatja, hogy szinte mindig a mért
eredmények diagramja egy az igazi érték kortili tipikus tigynevezett harang-gorbét rajzol
ki. A meglep6 tény az, hogy a legkiilonboz6bb feladatokban mindig ugyanaz a gorbe
rajzolodik ki. Ennek a ténynek a hatterében valdjaban a centralis hatareloszlastétel van.
Az eredmény oka az, hogy a hibak sok kis apré egymastdl fiiggetlen hiba Osszegeként
keletkezik. Ezért a centralis hatareloszlastétel szerint a hiba normélis eloszlasu, és a
,,hibatorvényben” megjelené haranggorbe valéjaan a normalis stirtiségfiiggvény.

4. megjeqyzés: Ha a &1,&o, ... fliggetlen valdszintiségi valtozok normalizalt részletossze-
gei teljesitik a centralis hatareloszlalstételt, akkor minden —oco < x < y < oo szamra
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teljesiil a

Sp — ES,
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Jm P (o< 2250y ) ) - o0

azonossag, mert

P($< S, — ES, - ) _P<Sn—ESn - )_P<Sn—ESn <:c>

v/Var S, V)= v Var S, Y v/Vars, — .
Jegyezziikk meg tovabbd, hogy ®(—y) = 1 — ®(y) minden —oco < y < oo szamra,
mivel a ®(-) eloszlasfiiggvény o(-) stirliségfiiggvénye paros fliggvény. Valéban, ®(—y) =
JoLew)ydu =1~ [Zou)du =1~ [ o(-u)du =1~ [* o(u)du =1~ d(y).
Ezen eredmény miatt elegend6 megadni a normalis eloszlasfiiggvény értékeit pozitiv
argumentumokra.

5. megjegyzés: Természetesen felvetodik a kérdés, hogy létezik-e a centrdlis hatar-
eloszlastételnek tobb-dimenzids valtozata, melyben fiiggetlen tobb-dimenziés véletlen
vektorok Osszegeinek alkalmas normalizaltjanak eloszlésai teljesitenek valamilyen hatar-
eloszlastételt nagyon altalanos feltételek mellett. Ezenkiviil érdekel minket a lehetséges
hatareloszlasok konkrét alakja is. Ezt a kérdést, melynek fontos jelentésége van mind
a valészintiségszamitasban mind a matematikai statisztikaban megvalaszoltdk. Ezek a
vizsgalatok vezettek a tobb-dimenziés normélis eloszlasok bevezetéséhez. A centrélis
hatareloszlastétel tobb-dimenziés altalanositasaval késébb még foglalkozunk.

Tekintsiik a kovetkezd két példat, melyek némi informaciot nyujtanak a centrélis
hatareloszlastétel gyakorlati kovetkezményeirol. A kovetkezd eldadason a centralis ha-
tareloszlastétel tovabbi alkalmazédsaira mutatunk példat.

FElso példa:

Egy allamban, (nevezziik az egyszeriiség kedvéért Floridanak,) 5 000 000 valaszté vélaszt
két part (hivjuk ezeket mondjuk republikdnus és demokrata partnak) jeloltje kozott.
Tegytik fel, hogy a valasztok egymastol fiiggetlentil % valoszinliséggel valasztjak valame-
lyik part jeloltjét. Mi annak a valészintiisége, hogy a két jelolt altal osszegyiijtott szavaza-
tok kiilonbsége nem haladja meg a haromszazat.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkez6é &;, 1 < j < 5 000 000, valészintiségi véltozokat:

§; = 1, ha a j-ik valaszt6 a demokrata, {; = 0, ha a j-ik valaszt6 a republikdnus jeloltre
5 000 000
szavaz. Ekkor S = ) ¢, a demokrata, és 5 000 000 — S a republikdnus jeldltre
j=1
leadott szavazatok szdma, és minket a P(|25 —5 000 000] < 300) val6sziniiség nagysdga

érdekel. Vegyiik észre, hogy a ; valoszinliségi valtozok fiiggetlenek, E{; = 3 Varé; =

Sy — 2 500 000

<z
\/1 5 000 000

1
7 ezért ES,, = 2 500 000, Var S, = i -5 000 000, és a P



valészintiségek kiszamitasara alkalmazhatjuk a centralis hatareloszlastételt. Ennek alap-
jan

S—_ES
P(|28 — 5 000 000| < 300) = P ' ‘
v Var S 5 000 000
150 150
~d | ——2 | — %

\/ % - 5000000 \/ % - 5000000

6v5
—20 [ 2 ) —1~28(0.124) — 1 ~ 0.1.
(100) ( )

Megjegyzés: Valbjaban a feladatban targyalt modell némileg irredlis. Altaldban kii-
lonboz6 korzetek vannak, ahol a jeloltek népszertisége eltéro. Egy jobb, a valdsigot
jobban kovelité modellben példaul azt tételezhatjiik fel, hogy kiilonb6z6 korzetek van-
nak, az egyes korzetekben az egyes vélemények fliggetlenek, de az, hogy milyen valdszi-
niséggel valasztja egy valasztd valamelyik jeloltet attdl is fligg, hogy mely korzetben
lakik. Ez a modell is vizsgalhaté a centralis hatareloszlastétel segitségével, de itt
mar a centralis hatareloszlastétel altalanosabb, fliggetlen, de nem feltétleniil egyforma
eloszlasu valoszintiségi valtozok Osszegének hatéareloszldsat leird alakjara van sziikség.

Az eléz6 feladat azt mutatja, hogy annak valdsziniisége, hogy fliggetlen valdszi-
niiségi valtozok viszonylag kozel vannak a varhaté értékiikhoz elég nagy. Nem irredlis
példaul feltételezni, hogy 5 000 000 szavazo altal egy jeloltre leadott szavazatok szama
mindossze 150-nel kiilonbozik annak varhaté értékétdl. A kovetkezo feladatban hasonld
problémat tekintiink. Egy szabalyos pénzdarabot 10 000 alkalommal feldobunk, és azt
akarjuk tudni, mi annak a valdszinlisége, hogy a fej-dobasok szdma mindossze 100-zal
vagy 200-zal tér el annak varhaté értékétol. Ezt a valdszinliséget kiszamoljuk pontosan
a centralis hatareloszlatétel segitségével. Masrészt megvizsgaljuk milyen becslést ad
a Csebisev egyenlGtlenség. Ilyen mdédon informéciét kapunk arrdl is, hogy bizonyos
esetekben milyen jo becslést ad a Csebisev egyenlotlenség.

Masodik példa:

Tekintsiink egy szabalyos pénzdarab 10 000 egymds utani (fiiggetlen) feldobaséabdl szér-
mazo fej-iras sorozatot. Adjunk becslést a Csebisev egyenlotlenség segitségével annak
valészintiségére, hogy a fej-dobasok szamanak eltérése a vart 5000 szamtdl legalabb
100-zal, illetve legalabb 200-zal eltér! Milyen becslést ad ezekre a valdszinliségekre a
centrélis hatareloszlastétel?

Megoldds: Vezesstiik be a kovetkezd £;, < 7 < 10 000 valdszintiségi valtozokat, melyekre
§; = 1, ha a j-ik dobds eredménye fej, §; = 0, ha a j-ik dobas eredménye irds.
Ekkor £;, 1 < j < 10 000 fiiggetlen valészintiségi valtozdk, F{; = %, Var§; = i,
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10000 10000
ésa P (| > (§—FE&) >100 | és P| > (& — EE&)| > 200 | valésziniiségekre kell
=i =1

becslést adnunk. A Csebisev egyenlotlenség az elsé valdszintiiségre a

10000
10000 - Var&, 1
P> (4 - Bg)|>100| < —— 25— 2

a masodik valészintiségre pedig a

10000
10000 - Var & 1
P —FE)>200 | < ——22 = —
els6 becslést adja.
10000
> (6~ F6)
A centrélis hatareloszldstétel szerint P | <= >u | ~1—®(u). Innen
1/10000 - £
kapjuk, hogy az elsé valészinliség kiszamitasdhoz az u = + ll-(1)80 = 12 értékeket kell

tekinteni, és a vizsgalt valészintiség kozelitSleg (1 — ®(2)) + ®(—2) = 2(1 — ®(2)) ~
2(1—-0.97720) = 0.0456. A mésodik valésziniiség hasonléan koriilbeliil 2(1 — ®(4)) ~ 0,
(az els6 4 tizedesjegy 0). (A Csebisev egyenlétlenség 0.25 illetve 0.0625 felsé becslést
adta ezekre a valdszintiségekre. )

Targyalunk két tovabbi feladatot, melyeket a centralis hatareloszlastétel segitségé-
vel oldunk meg.

Els6 feladat:

Egy szabalyos dobokockat feldobunk 1200 alkalommal egymastél fliggetleniil, és Ossze-
adjuk a paros értékii dobasok eredményét. Adjunk jé kozelité becslést a centralis hatar-
eloszlastétel és egy normadlis eloszlastablazat segitségével arra, hogy ez az Osszeg 2280
és 2500 kozé esik.

Megoldds: Vezessik be a kovetkezd &5, 1 < j < 1200, valészinfiségi valtozokat: &; = 2,

ha a j-ik dobas eredménye 2, {; = 4, ha a j-ik dobds eredménye 4, {; = 6, ha a
Jj-ik dobés eredménye 6, §; = 0, ha a j-ik dobds eredménye 1, 3 vagy 5. Ekkor a

1200
P (2280 <X &6 < 2500) valoszinliséget kell jol megbecsiilniink. Vegyiik észre, hogy
j=1

1 1 16
E¢; = 6(2 +4+6) = 2, Var§; = 6(4+ 16 + 36) — 4 = 3 Innen a centrélis



hatareloszlastétel alapjan

1200 1200
1200 Z gj Z Eéﬁ
—120
P (2280 <) ¢ <2500 | =

= . /120016 /%0:0 Vare, ,/120016
J

~ ©(1.25) — B(—1.5) = 0.8944 + 0.9322 — 1 = 0.8266.

Mdsodik feladat:

2 1
Vegytink egy olyan pénzdarabot, mely — valdsziniiséggel esik a fej és — valdszintiséggel
az iras oldalra. Ezt a pénzdarabot annyiszor dobjuk fel, ameddig megjelenik 1200 fej

dobéas. Mi annak a valészintlisége, hogy az elvégzett dobasok szama 1680 1830 kiizé esik?
Adjunk erre a valészintiségre jo kozelité becslést.

Megoldads: Az elvégzett dobdsok szama egy 71 negativ binomidlis eloszlasu valdsziniiségi

valtozé n = 1200 és p = 3 paraméterekkel, azaz P(n = k +n) = (n+ 1 )(1 -
n—

2
p)kp™, p = 3 és n = 1200 paraméterrel. Egy ilyen valdszintiségi valtozonak ki lehet

szamolni a pontos eloszlasat, azaz azt, hogy milyen értéket milyen valészintiséggel vesz
fel. Elvileg, ez lehetoséget ad a kivant valdsziniiség kiszamitasara egy bonyolult 6sszeg
kiszamitasanak a segitségével. Ennél hasznosabb becslést tudunk kapni a koévetkezd
érvelés segitségével, mely a kivant valdszintiséget jo pontossaggal kiszamitja a centralis
hatéareloszlastétel segitségével.

Jelolje &;, 2 < j < 1200, a j — 1-ik és j-ik fejdobds kozotti dobasok szamat (a
j-ik fejdobdst beleszamitjuk a j — 1-iket viszont nem szamitjuk bele e dobasok kozé),

és legyen & az els6 fejdobasig (ezt is beleszamitva) elvégzett dobasok szama. Ekkor

2
a & valdsziniiségi valtozok fiiggetlenek, negativ binomidlis eloszldsiak n = 1, p = 3

paraméterekkel, és minket a P(1680 < & + -+ + 1200 < 1830) val6sziniiség érdekel.

3

Megmutattuk a 6. eléadasban, illetve a hozzatartozo feladatokban), hogy E¢; = — = 3’
p
1— 3
Var§; = 2p =1 Ezért a centralis hatareloszlastétel alapjan n = &1 + - -+ + &1200
p
— 1200F
jeloléssel minket a P [ —4 < 77—51 < 1| valészinliség érdekel. A centrélis hatar-
v 1200Var &;

n — 1200E¢;

eloszlastétel alapjan P (—4 <

Most néhdny egyéb (nem a centrélis hatdreloszldstételhez kapcsol6dd) feladatot
fogunk targyalni.



Elsé feladat:

Legyen £ standard normalis eloszlastu valészintiségi valtozo, azaz legyen £ striiségfiigg-

1
vénye f(z) = \/%e:ﬂ/ 2 és legyen t valds szam. Szdmoljuk ki az e valdsziniiségi

valtoz6 Eeté varhaté értékét.

Megoldas:
Feté — /OO ot 1 e—u2/2 du:/oo 1 6tu—u2/2—t2/2+t2/2 du
272 /OO L w22 ;22
= e —¢€ du=-¢e .
—oo V2T
Masodik feladat:

Legyenek £ és n fliggetlen, standard normalis eloszldsi valdszintiségi valtozok. Lassuk
be, hogy &2 + n? exponencidlis eloszldsi valészintiségi valtozo.

Megoldds: P(€2 < z) = ®(\/z) — ®(—/Z) = 20(v/z) — 1, ha = > 0. Irjuk fel £
stiriségfiiggvényét és konvolicié segitségével a kivant stirfiségfiiggvényt. A &2 valdszi-

90(\/5) 1 —z/2 ,
= e ** hax >0, és g(x)=0,
NG s 9(x)

niiségi valtozd siirtiségfiiggvénye g(x) =

ha 2 < 0, és &2 + n? sfirliségfiiggvénye

* 1
— _ —u/2 —(x—u)/2
z)=gx*qg(x) = —_— ¢ e du
fla) =g=gta) = | — —
1
1 1
— —a:/2/ - = dv== —x/2 h >0
e v e , ax >0,
0 2my/v(1 —v) 2

és f(x) =0, haz <0.

1
Megjegyzés: Az x paramétertdl nem fliggd / dv integral értékét megha-
0

1
Vo(l —wv)

tarozza az a tény, hogy a végeredményként kapott fliggvény stlriiségfiiggvény, ezért
integralja a szdmegyenesen eggyel egyenld. De ki is tudjuk szdmolni ezt az integralt.
Hogyan? Vagyiik észre, hogy




Harmadik feladat:

Legyen £ és n két fiiggetlen standard normalis eloszlési valészintiségi valtozé. Szamitsuk
kia 2l hanyados eloszlas és stirtiségfiiggvényét.

§

Megoldas: Tegytink el6szor egy altalanos megjegyzést. Ha adva van két valdsziniiségi
véaltozo6 € és n, melyek (egyiittes stirliségfiiggvénye egy ismert f(u,v) siiriiségfliggvény,

akkor az g hényados eloszlasfiiggvényét a kovetkezé mdédon szamolhatjuk ki: Vezessiik

be a g(u,v) = g,(u,v) fliggvényt, mely a sikon az {(u, v): Y < :U} halmaz indikdtor-
u
figgvénye, azaz g(u,v) = 1, ha Y < x, és g(u,v) = 0, ha v > x. Ekkor P (g < x) =
u u
Eg(&,n) = [ [g(u,v)f(u,v)dudv = ff{(u ) 2 <a) f(u,v) dudv. Latni fogjuk, hogy az
ebben a feladatban vizsgalandé integrél viszonylag egyszeri, konnyebben kezelheto.

A feladatban vizsgdlandé hanyados eloszlasfiiggvénye

1 2 2
F(SU):P(Q<IL’>:// — e (WHI2 gy dy
6 v<zu 2m
5 1

1 1
/ re™" /2 dr dy = - + —arctanz.
0 2

2m — 5 <p<arctanz
Ebben a szamoldsban a felirt integralt atirtuk u = r cos ¢, v = rsin ¢ transzforméciéval
polérkoordinatarendszerben. E szdmolds sordn az integrandusban megjelenik az r Ja-
cobian mint szorzé faktor. Ezutan azt vegyiik észre, hogy a belsé r valtozd szerinti

o0
integral fooo re=" /2 dr = [—e*ﬁ/ﬂ =1.
0
Kiszamoltuk a keresett valdszinliségi valtozé eloszlasfiiggvényét. E valdsziniiségi
véaltoz6 slirtiségfiiggvénye az eloszlasfiiggvény derivéltja, azaz az f(z) = 7
x

1

i v
77?(1—%:02) liggvény.

1
Masodik megoldds. A (§,n) vektor siiriiségfliggvénye 2—6_(””2“/2)/2, ami forgatds-
T
invaridns fiiggvény. Innen kovetkezik, hogy annak valdszintisége, hogy a (&,7n) vektor

egy origobdl kiinduld a szogli szogtartomanyba esik, o Ezért
T

P (g < a:) =P ((5,77) € [—g, arctan x) U [g, arctan x + 7r> szégtartoményban)

—12( ¢ +7T)—1+1 ¢
= o arctan x 5 = B - arctan x.



Negyedik feladat:

Legyen & egyenletes eloszlasu valésziniiségi valtozé a [0, 1] intervallumban, azaz legyen
f() stirtiségfiiggvénye f(z) =1, ha 0 < x <1, f(z) = 0 egyébként. Szdmitsuk ki a &2
valészintiségi valtozd varhatd értékét és szorasnégyzetét.

Els6 megoldds:

Varg? = B ((€)°) - ()" = 56— (56" = [#ts@te— ( [a2syac)

ahol f(z) =1, ha 0 <z <1, f(z) = 0 egyébként, azaz f(x) a £ valészinliségi védltozo
1 2
stiriségfiiggvénye. Innen EE? = fol r?dr = 3 és Var €2 = fol xtdr — (fol x? d:c) =

1 /1\° 1 1 4

5 \3/ 5 9 45

Madsodik megoldds: Szamitsuk ki elészor a &2 valdszintiségi valtozd eloszlds és siirtiség-

fliggvényét. A €2 valésziniiségi valtozé F(-) eloszlasfiiggvénye
Fz)=PE<2)=P(—Vr<é<yr)=P0<E< Vo) =z, hao<z<1,

F(r) =0, ha £ < 0, F(z) = 1, ha z > 1. Innen a &? valészinfiségi véltozé f(-)

1
strtiségfiiggvénye f(r) = ——=, ha 0 <z <1, és f(x) = 0 egyébként. Ezért

2\/x’

és

N

1 1 2
v [l ([ew) <12 (L) L
0 2\ AL 2 5 2 3 45

Otidik feladat:

Tegytik fel, hogy a kovetkezo jatékot jatszhatjuk: Feldobnak egy szabalyos pénzdarabot
egymastol fiiggetleniil egymaés utan. Amennyiben fej a dobas eredménye, akkor a feltett
tét dupldjat kapjuk, ha iras, akkor a tét % részét elveszitjiik, és csak % részét orizhetjiik
meg. Mivel ez a jaték elonyos, ezért feltessziik minden jatékban minden pénziinket.
Lassuk be, hogy amennyiben A volt a vagyonunk a jaték kezdete el6tt, és Z,, jeloli
vagyonunkat az n-ik jaték utan, akkor

n
a) EZ,=A <6) , azaz vagyonunk varhaté értéke exponencidlisan no.

b) Z, sztochasztikusan tart nullihoz, azaz ha sokdig jatszunk akkor kozel egy valé-
szintiséggel majdnem minden pénziinket elveszitjiik. (Valdjdban Z,, egy valdszinii-
séggel is tart nulldhoz, csak ennek indoklasdhoz sziikséges az el6adason eddig nem
targyalt nagy szdmok erés torvénye is.)
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c) Ertsiik meg, hogy ez a két allitds nem mond egymasnak ellent.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkez6 &; valdsziniiségi valtozokat: §; = 2, ha a j-ik dobas

1
eredménye fej, {; = 3 ha a j-ik dobas eredménye iras. Ekkor &1,&,..., fiiggetlen
1 1
valdszintiségi valtozdk, P(§; = 2) = P (fj = g) =5 és ezenkiviil Z,, = A& & - -&,.
i 1 1 7T \"
EZGI‘t Efj = 5 (2 + 5) = 6, €S EZn = EAflgg .. fn = AEflEég .. Efn = A (6) .

Ez a feladat a) éllitésa.

1 logA 1 2
A Z, = A& & - - - &, relaciobdl kovetkezik, hogy — log Z,, = 08 +— > log¢;. Tovab-
n j=1

n

1 1
ba, E'log&; = 3 <log2 —|—log§

1 3
erint — log Z,, sztochasztikusan konvergal a negativ — 3 log 3 szamhoz. Innen tetszéleges
n

1 3
) = ~5 log 3" Ezért a nagy szamok (gyenge) torvénye sz-

1 log e

e > 0szadmra P(Z,, >¢) =P (— log Z,, > 8 ), és ez a valoszinliség nulldhoz tart, ha
n

n — o0. Valoban, a nagy szamok gyenge torvénye, és a — 0 > —5 log 3 egyenlotlenség

loge = 0 innen kovetkezik a feladat

1 1
miatt lim P <—1og Ly < ——) = 1. Mivel lim

n—oo n 10 n—oo 1

b) éllitdsa.

Az a) rész bizonyitdsa azon alapult, hogy F¢{; > 1, a b) részé pedig azon, hogy
FElog¢; < 0. Ez a két egyenldtlenség teljesiilhet egyszerre, mert a varhaté érték és
a logaritmus egyméssal nem felcserélhetd. Igaz az Ee” > e egyenl6tlenség (ez a kon-
vex fliggvényekre vonatkozd ugynevezett Jensen egyenlétlenség specidlis esete), ahon-
nan & = logn vélasztassal B¢ > e!°8 P& de egyenldség nem irhaté a fenti egyenlétlenség
helyett. Jegyezziik meg, hogy hasonlé, de egyszertibben érthet6 példat mutat a feladat a)
és b) allitasdnak egyszerre vald teljesiilésére a kovetkez$ modell. Olyan jatékot jatszunk,
melyben % valoszinliséggel elveszitjiik, % valoszinliséggel pedig megharomszorozzuk a
pénziinket. Az egyes jatékok egymastol fliggetlenek, és minden idéopontban minden
pénziinket feltessziik. Ekkor annak a valdsziniisége, hogy az n-ik jaték utan minden
pénziinket elveszitjik, 1 — (%)n, ami rendkiviil gyorsan tart egyhez, és pénziink varhaté
értéke 3" (%)n, ami exponencidlisan gyorsan né az n fiiggvényében. Hasonlo, csak kissé
rejtettebb eset torténik az altalunk targyalt feladatban is. Tekintsiik a feladatban tek-
intett jaték nyereményét sok jaték utan. Azt allithatjuk, hogy nagy n indexre az n-ik
jaték utan nagy valdsziniiséggel alig marad pénziink. Viszont kis valdszintiséggel nagyon
sok pénzt nyeriink, és ezért nyereményiink varhaté értéke nagy. Ez az oka annak, hogy
nemcsak a b), hanem az a) allitas is teljestl.

Eszrevétel az todik feladathoz:

Tekintsiik az el6z0 feladatban tekintett jatékot azzal a kiilonbséggel, hogy a jaték minden
egyes forduléjaban vagyonunk wu-ad részét, 0 < u < 1, tessziik fel tétként. Jeldlje Z,, (u)
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1
vagyonunkat a jaték n-ik 1épése utdn. Ekkor az —log Z, (u) valdszintiségi véltozok
n

sztochasztikusan konvergélnak egy B(u) szdmhoz. Hatdrozzuk meg a legjobb @ szamot,

amelyikre B(u) = sup B(u). Lassuk be, hogy B(u) > 0.
0<u<l1

Megoldds: Vezessiik be a & = §;(u), j = 1,2,..., valésziniiségi valtozékat, melyekre
2
§; = 1+ u, ha a j-ik dobds eredménye fej, és & = §;(u) =1 — ?u’ ha a j-ik dobéds

eredménye irds. Ekkor az n-ik 1épésben a vagyonunk 7, = A& ---&,,a &, 5 =1,2,...,
log A n

1
valészintiségi valtozok fiiggetlenek és egyforma eloszlasiak, ezért — log Z,, =
n

12 1
— > log&;, és a nagy szamok gyenge torvénye szerint az — log Z,, valésziniiségi véltozok
r n

=1

1 2
sztochasztikusan konvergélnak a B(u) = Flogé; = 3 (log(l +u) +log <1 - %)) -

1 2 1
3 log(1+ u) (1 — ?u) szamhoz. A B(u) fiiggvény a maximumat az u = 1 helyen veszi

1 25
fel, és B(u) = 5 log T 1.
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