DOLGOZAT FELADATOK

Megjegyzés: Abban az esetben, ha egy megkérdezett fogalom definicigjat tobb (egymés-
sal ekvivalens) médon lehet megadni, akkor ezek mindegyike j6 vélasznak mindsiil.

1. Egy szabalyos dobdkockat feldobunk egymaés utan 100-szor egyméstol fliggetleniil.
Szamitsuk ki a paros értékli dobasok Osszegének a varhatd értékét és szorasnégy-
zetét.

2. Egy urnaban 20 fehér és 30 piros golyé van. Kihizunk 10 golyét ugy, hogy minden
huzas utan a golyét visszadobjuk az urnaba, és vele egyiitt az urnaba dobunk egy
ugyanolyan szini golyot. Szamoljuk ki a kihizott piros golydk szamanak varhaté
értékét és szérasnégyzetét.

3. Feldobunk egy szabalyos dobdkockat, majd ezutan két szabalyos dobdkockat do-
bunk fel akkor, ha a dobéds eredménye paros és egy dobdkockat, ha a dobés ered-
ménye paratlan szam. Mi a feltételes valdszinlisége annak, hogy az elsé dobasban
hatost dobtunk, feltéve, hogy a masodik dobasban megjelent egy hatos?

4. Mi a valdszintisége annak, hogy lottéhuzaskor (90 szambdl hiznak ki 6t6t), legaldbb
harmas talalatunk lesz?

5. Egy urnadban n lap van, melyekre ra vannak irva a szamok 1-t0l n-ig. Kihtuzunk

1
egy lapot véletleniil, minden lapot egyforma — valdszinliséggel, majd visszatessziik
n

ezt a lapot az urnaba és megismételjiik a kisérletet. Mi a két kihtzott lapon levo
szam Osszegének az eloszlasa?

6. Legyen A;, Ay és Az harom esemény egy (2,4, P) valészinliségi mezén. Mikor
mondjuk, hogy az A, As és A3z események fliggetlenek?

Megoldasok:

1. Vezessiik be a kovetkezd £;, 1 < j < 100, valdszintiségi valtozdkat: £; = 0, ha a

Jj-ik dobéas eredménye péaratlen, {; = 2, ha a j-ik dobds értéke 2, §; = 4, ha a j-ik
100

dobas értéke 4, és &; = 6, ha a j-ik dobés értéke 6, 1 < j < 100. Ekkor a { = ) ¢;
j=1

valészinliségi valtozd varhato értékét és szorasnégyzetét kell kiszamolnunk. Viszont
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E¢; = 6(2+4+6) =2, Eff- = 6<22 +4%2 +6%) = 3 Var§; = Efjg- — (E¢)? = 3
minden 1 < 5 < 100 indexre. Mivel a §; valészinliségi valtozok fliggetlenek, ezért

1600
ebbdl kovetkezik, hogy F¢ = 200 és Varé = —3

2. Vezessiik be a kovetkez6 valoszinliségi valtozokat: £; = 1, ha a j-ik htizas eredménye

piros, és §; = 0, ha a j-ik huzds eredménye fehér, 1 < j < 10. Ekkor min-
10

ket a £ = ) & valdszinliségi valtozd varhaté értéke és szorasnégyzete érdekel.
j=1

Ennek kiszdmitdsa érdekében szdmoljuk ki el6szor a §;, 1 < j < 10, varhaté



értékeket, Var&;, 1 < j < 10, szérasnégyzeteket és Cov (£;,&), 1 < j < k < 10,
covariancidkat. Vegyiik észre, hogy E¢; megegyezik annak valdszintisével, hogy
a j-ik huzas eredménye piros, ami, mint azt mind az éran mind a gyakorlaton

megtargyaltuk, megegyezik annak valoszintiségével, hogy az els6 hizas piros. Ezért
3 3
E¢; = = Hasonléan, E§;&, = E&é = 5 Rl

valoszintisége, hogy az els6 két hizés piros. Ezért Cov (€;,&,) = EE;EE, — EE€, =
3/31 3 2 3 /3\° 6
(— — —) = ——. Tovabba Var{; = E£2- — (B&)? = - — (—) = —. Ezért

, ahol az utolsé mennyiség annak
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E{ = Y E¢§ =10- - = 6, és Varé = ZVarﬁj ~|—22 Z Cov (&,&,) =
i=1 D i=lk=j+1
12+90 2 12+36_240_48
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. Jelolje A azt az eseményt, hogy az els6 dobdas eredménye hatos, és B azt az
P(ANB
eseményt, hogy a mésodik dobasban dobunk hatost. Ekkor a P(A|B) = ﬁ
Ly . 1 25 11
valésziniiséget kell kiszamolnunk. P(ANB) = - |1 — — mert — annak
6 36/ 216’ 6

valészintlisége, hogy az elsé dobés 6-o0s, ha ez bekovetkezik akkor két kockat dobunk
fel, annak valdszintisége pedig, hogy ebben a két dobasban lesz hatos az 1 minusz
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annak a valésziniisége, hogy egyik dobas sem hatos, azaz 1 — (6) . Hasonléan
11 1 11 17

P(B —
(,) ,26+236 72’ ) oo
dobés paratlan, a masodik pedig hatos, mig a masodik tag annak valdsziniiségét,
hogy az els6 dobés paros, a masodik dobasban pedig megjelenik egy hatos. Innen

P(A|B) =

ahol az 0Osszeg els6 tagja azt adja meg, hogy az elsé

a.

5\ (85

() (%)
(5)

szambol kell kivalasztanunk 3-at és a 85 rosszbdl kettot, és minden valasztas egy-

forma valészini. Hasonléan annak valdszinlisésge, hogy pontosan négy talalatunk

5\ (85
1
(4()95))1 ) , és annak valdszinlisége, hogy 6t taldlatunk lesz @.
5-85-84+5-85+1
(5) |
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. A két hizéds eredményének az Osszege akkor lesz k, ha az els6 huzas eredménye
valamilyen j a masodik hizds eredménye pedig k — j. Egy (j, k — j) par huzdsanak

. Annak valészintlisége, hogy pontosan harom taldlatunk van mert az 0t jo

Ezért a keresett

lesz

valoszintliség

1
a valoszintisége —, hal < j<n,és1<k—j<n,azazk—-n<j<k-1,¢és
nulla egyéb esetben. Ezért a kivant valészintliség kiszamolasahoz azt kell tudnunk,
hdny olyan (j,k — j) par van, melynek valészintisége —. Az ilyen parok szdma

nulla, ha £ < 1 vagy k > 2n + 1, ezért egy ilyen k nulla valészintiséggel lesz az



osszeg értéke. Ha 1 < k < n + 1, akkor az ilyen szamparok szama k — 1, mert az
1 < j <k —1 szdmok esetén lesz a (j, k — j) szampar megfeleld. Ezért az Osszeg
k—1

n2

valoszintliséggel vesz fel egy 2 < k <n+1 értéket. Han+1 < 5 < 2n, akkor

2n—k+1
n2

a (j,k — j) parnak olyannak kell lennie, melyre a k — n < j < n egyenl6tlenség

teljestil.

. Az Ay, As és As események akkor fiiggetlenek, ha a P(A; N Ay) = P(A;)P(A,),

P(A; N A3) = P(A1)P(As), P(As N As) = P(A2)P(A3) és P(A; N Ay N As)
P(A1)P(A3)P(As3) azonossdgok mindegyike teljesiil.

az 0sszeg valészintiséggel veszi fel a k értéket, mert ebben az esetben



