Az aprilis 2-i el6adashoz kapcsolédé gyakorlat feladatail

Feladatok:
1.* Altalanos valészintiiségi valtozdk esetében is érvényes a

inf  E(¢6 - M)? = Var

—oco< M <oo (g ) 5

aZonossag.

Megoldas: A diszkrét valészinliségi valtozok esetéhez hasonléan érvelhetiink.

E(§ — M) = E(§ - B¢ + (Bém))* = B(§ — E€)* + (B — M)? > Varg,

és M = F¢ esetében azonossag érvényes.

2. Legyen & valdszintiségi valtoz6 f(u) slirtiségfiiggvénnyel, a és b valds szamok. Ha-
tarozzuk meg az n = aé + b és ¢ = €2 valdsziniiségi valtozok stirtiségfiiggvényét.
Megoldds: Legyen F(x) = P({ < z) = ffoo f(u)du a & valésziniiségi valtozd
eloszlasfiiggvénye. Ekkor az n = a& + b valdsziniliségi valtozo eloszlasfiiggvénye a
G(x)=Pn<z)=P <§ < x;b) =F (m _b) fiiggvény, ha a > 0, és G(x) =

r—b

P(n<x):P(§>xa_b):1—F(
oy 100 _ 1 f(x—b)

dr m a
A ¢ = €2 valészintiségi valtozé eloszlasfiiggvénye

Gla) = P(€2 <) = P (~vE <€ < va) = F (V&) = F (~V3).

>, ha a < 0. Innen 7 stirtiségfliggvénye

ha x > 0, és G(z) = 0, ha x < 0. Innen derivéldssal ( siiriiségfiiggvénye g(x) =
1
572 (W) + 1 (V)

Hazi feladat:

Legyen egy & valdsziniiségi valtozénak f(z) sliriségfiiggvénye. Szamitsuk ki £3 és
€4 stirtiségfliggvényét.

3. Ha ¢ standard normalis eloszlasu valészinliségi valtozé, m, o valds szamok, akkor az
o€ +m valészintiségi valtozé varhaté értéke m szérdsnégyzete o2, stirtiségfiiggvénye

]_ 2 2

pedig g(u) = e (u=m)=/207
Megoldds: E(c€+m) = ocE+m =m, és Var (6€ +m) = 0?Var{ = 2. Tovabb4,
az el6zo feladat eredménye alapjan a o€ +m valdszintiiségi valtozo stirtiségfiiggvénye

! Tdéhidny miatt bizonyos feladatok targyaldsét el kell hagyni. *-gal jeloltem azokat,
melyeket elsdsorban elhagynék.



1 r—m 1
az f(z) = ng( , ahol ¢(x) = e~ /2

fliggvény. Innen kovetkezik a feladat allitasa.

. Ha ¢ standard normélis eloszlast valészintiségi valtozé, akkor BE2F—1 = (0, B¢?F =
1-3---(2k —1) minden k£ =1,2,... szamra.

Szamitsuk ki egy A paraméterii exponencidlis eloszlasu valészintiségi valtozé mo-
mentumait.

Megoldas:

, a standard normalis stiriiség-

o 1 2
E 2k—1 — / l‘Zk_l e—w /2 dr = 0’
¢ o V2T

mert az integrandus paratlan fiiggvény. Masrészt parcidlis integralassal f(x) =

1 2 d 1 2

—x=/2 _ _ —z=/2 kapiuk. h

e e apjuk, ho
o . ( o ) D] gy

22kl és g(a) =

e 1 > 1
Ee&? = / 302’“—_27Te_9”2/2 dx = / (2k — 1)3:2’“_2—6_”32/2 dx

oo 27

= (2k — 1)EE*R—2,

Innen k szerinti indukciéval kapjuk a feladat masodik allitasat.
Hazi feladat:

Szamitsuk ki egy A paraméterii exponencidlis eloszlasu valdszintiségi valtozd mo-
mentumait, azaz egy olyam valdszinliségi valtozé momentumait adjuk meg, mely-
nek stirtiségfiiggvénye f(z) = e ™™®, ha z >0, és f(z) =0, haz < 0.

. Mutassuk meg, hogy egy exponencidlis eloszlasi & valdszintiségi valtozé teljesiti a
kovetkez6 tigynevezett orokifju tulajdonsagot:

P>z +yll>y) =P >x)

minden x > 0 és y > 0 szamra.

Megoldds: Mivel P(¢ > u) = e~** minden u > 0 szdmra, ezért P(§ > x + y|¢ >
6_>\(CE+?J)
=S L e (e ).

e~
Nem kotelezé hazi feladat:
Ha egy £ valdszinliségi valtozo teljestiti az 6rokifju tulajdonsagot, akkor az expo-
nencialis eloszlasu.

Segitség: Azt kell beldtni, hogy amennyiben P(§ > z +y) = P(£ > x)P(§ > y)
minden z > 0 és y > 0 szdmra, akkor P({ > ) = e~ minden = > 0 szdmra.
Legyen P(¢ > ) = e~ M®)% valamely x > 0 szdmra. Léssuk be elészor az y = %:c
alakii szamokra, ahol p és q pozitiv egész szamok, hogy P(€ > y) = e @)Y, Végiil,
mivel P(£ > x) monoton csékkend fliggvény, ezért \(z) = A.
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6.

8*

Mutassuk meg, hogy létezik olyan & valdszintiségi valtozé teljesiti a kovetkezo szu-
per orokifja tulajdonsagot:

P >z+yl>y) > PE>x)

minden z > 0 és y > 0 szamra.
Megoldds: Legyen a & valészintiségi véltozé olyan, hogy P(€é > x) = e V®, ha
x>06s P(¢ >x) =1, hax < 0. Ekkor P(¢ > x4 ylz > y) = e~ VeTUHVY,
ha 2 > 0, y > 0. Ezért elég megmuatatni, hogy e VZTVTv¥ > ¢=V¥_ illetve hogy
Vr+y <o+ /Yy, hax>046é y > 0. Ez az egyenlStlenség viszont (négyzetre
emelés utdn) konnyen lathato.

Legyen egy (£1,&2) véletlen vektor eloszldsa az F(x1,x9) = P(& < x1,& < 2)
fliggvény, —oc0 < a1 < by < 00, —00 < ay < by < oo valés szamok. Fejezziik
ki az F(x1,z2) eloszlasfiiggvény segitségével a P(a; < & < by,as < & < by),
Pay <& <bj,as <& < by) és Pla; < & < by,as < & < by) valdszintliségeket.
Megoldds: Elészor azt megmutatjuk meg, hogy P(a; < & < by,as < & < by) =
F(bl, bQ>—F(b1, ag)—F(al, bz)+F(a1, ag). Valéban, F(bl, bz)—F(bl, ag) = P(fl <
bl,a2 < 62 < bg), és F(al,bg) — F(al,ag) = P<§1 < ay,a0 < fg < bg) Ezt a két
azonossagot kivonva egymasbol megkapjuk a kivant allitast.

1 1
Pla; <& <bj,a <& <by) = lim P(a1§§1<b1+ﬁ,a2S§2<bz+E>

1 1 1 1
= lim (F (bl+—,b2+—) —F(b1+—,a2> —F(al,b2+—> +F(a1,a2))
n— 00 n n n n

1 1 1
= lim F(bl+—,b2+—) — lim F(b1+—,a2)
n n n

n—oo n—oo

1
— lim F (al,b2—|— —) +F(a1,a2).
n

n—oo

Jegyezziik meg, hogy az eloszlasfliggvény tulajdonsagaibol kovetkezik, hogy a felirt
hatarértékek, példaul a lim F (b1 + %, by + %) kifejezés valoban 1étezik.

Hasonlan,

1 1
Pla; <& <bi,az <& < by) = lim P(a1+ﬁ§§1<b1’a2+ﬁ§§2<b2)

1
= lim F(bl,bg)—F(bl,agﬁ-Z)

n—oo

n—oo n—oo

1 1 1
— lim F<a1—|——,bQ) + lim F<a1—i——,a2+—).
n n n

Legyen az F(z1,...,x) = P(§& < x1,...,& < i) fuggvény a (&1, ...,&k) véletlen
vektor eloszlasfiiggvénye. Mutassuk meg a varhatd érték additivitasanak felhasz-
naldsdval (és alkalmas halmazok indikatorfiiggvényének a bevezetésével), hogy

Pla; <& <bj, 1<j<k)= > ()" F(uy,.. up),

u;= a; vagy b;
ji=1,...,k
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10%.

ahol ¥ (u1,...,u) jeloli az a;-k szdmat az uy, ..., uy sorozatban.
Megoldas: Adva valamely uq,...,u; szamok, definidljuk a

Blur, .. ug) = {(bry. o ta): by < sy 1< j < )

halmazt, és legyen X p(u,,....us) (W) az {w: (&1(w), ..., &(w)) € B(uy,...,ux)} hal-
maz indikatorfiiggvénye. Legyen tovabba xk(w) az {w:a; <& <b;, 1 < j <k}
halmaz indikatorfiiggvénye. Elég megmutatni, hogy

XK(C‘)) = Z (_1)w(u1’...7uk)XB(u1,...,uk)(w)y
u;= a; vagy b;
G=1,....k

mert véve ezutan mind a két oldal varhato értékét megkapjuk a kivant azonossagot.
Az is vildgos, hogy {w: a; <§; <b;, 1 < j <k} esetében a bizonyitand6 azonossag
mind a két oldala 1-gyel egyenlo. Azt kell észrevenni, hogy ekkor a jobboldalon a
XB(bs,...br) (W) tag 1, és az Osszes tébbi tag a jobboldalon nulla.

Ha w € Q olyan, hogy az a; < & < b; egyenl6tlenségek nem teljesiilnek min-
den 1 < j < k indexre, akkor a baloldal nulla. Azt kell belatni, hogy ugyanez
érvényes a jobboldalon. Vildgos, hogy a jobboldal nulla, ha £;(w) > b; valamilyen
j indexre. Azt az esetet kell még nézni, amikor {;(w) < b; minden 1 < j < k
indexre, bizonyos j indexekre a; < & < bj, de létezik legaldbb egy olyan [ in-
dex, melyre {; < a;. Legyen L a legkisebb ilyen index. Ha parositjuk az olyan
(—1)1/’(“1""’“k)XB(ul’__.’uk)(w) kifejezéseket, melyeknek az wu; koordindtatai mege-
gyeznek j # L esetben, de u;, = ay a par egyik és u; = by a par masik tagjara,
akkor az 0sszes ilyen par hozadéka zéréd. Ezért az azonossag ekkor is érvényes, mert
mind a bal mind a jobboldal zér6 ebben az esetben.

Adjuk meg a [0,1 x --- x [0, 1] k-dimenzids egységkockan egyenletes eloszlds elosz-
lasfiiggvényét.
Tekintsiik a sikon a (0,0), (0,1) és (1,0) cstucspontok &dltal meghatarozott K ha-

romszogon az egyenletes eloszlast. Adjuk meg ennek eloszlasfiiggvényét.
Megoldas: A [0,1x---x]0,1] k-dimenzids egységkockan egyenletes eloszlasu valdszi-
niiségi véltozo eloszlasa az F'(x1,...,xx) = G(x1) - - - G(z, fiiggvény, ahol G(z) = 0,
haz <0,G(z)=x,ha0<z<1,éG(x)=1hax>1.

A tekintett haromszogoén definidlt egyenletes eloszlas H(z,y) eloszlasfiiggvénye,
H(z,y) =0, haxz < 0vagy y < 0. H(x,y) =1, ha > 1 és y > 1. Definidlni
kell még a H(z,y) eloszlasfiiggvényt abban az esetben, ha 0 <z <1és0<y <1.
Ebben az esetben H (z,y) = 2A([0, 2] x [0, y]NK). innen H(x,y) =2y, ha0 <z <1
és0<y<l,ésax+y<1. HO0<z2z<1é0<y<l1 éx+y >1, akkor

H(z,y) = xy — %(%Ly— 1)%.

Legyenek &1, ...,&n,&nt1, -+, Entem fUggetlen valdszintiségi valtozdk, g(xq,...,z,)
n-véaltozoés (mérhetd) fliggvény, n = g(&1,...,&,). Mutassuk meg a Fubini tétel
segitségével, hogy n,&nt1, - - -, Enam fliggetlen valdszintiségi valtozok.

Megoldas: Rogzitstink valamilyen zg,x1,...,x,, szamokat. Definidljuk ezek segit-
ségével a hj(u) =1, ha u < z;, hj(u) =0, ha u > z, 1 < j < m, fliggvényeket,
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11.

12.

valamint legyen ho(ui,...,u,) = 1, ha g(uy,...,un) < o, ho(u1,...,u,) = 0,
ha g(ui,...,up) > xo. Jelolje Fj(-) a &; valészintiségi valtozé eloszlasfiiggvényét.
Ekkor a Fubini tétel alapjan

P(U < xO;én-ﬁ-l < ZTpt1,--- 7£n+m < zn—&—m)

:/ho(ul,...,un)hl(un+1)...hn+m(un+m)F(du1)...Fn+m(dun+m)
:/ho(ul,...,un)F(dul)...Fn+m(dun)

/hl (n41)F(duy) - '/hn+m(un+m)Fn+m(dun+m)
=P <x0)P(§ns1 < Tny1)  Pléntm < Totm),

ahonnan kovetkezik a feladat allitasa.

Legyenek &1, ...,§&, fliggetlen valdszinliségi véltozok, és legyen a £;, 1 < j < n,
valdszintliségi véltozénak stiriiségfiiggvénye, és jeloljik az f;(-)-vel. Léssuk be a
Fubini tétel segitségével, hogy a (&1, ...,&,) véletlen vektornak is van siirtiségfligg-
vénye, és az az f(uy,...,up) = f1(u1)--- fn(u,) fiiggvény.

Megoldas: Rogzitsiink valamilyen xzg,x1,...,x, szamokat, és definialjuk ezek se-
gitségével a hj(u) =1, ha u < zj, hj(u) =0, ha u > 2 1 < j < n, fliggvényeket.
Ekkor

P <m0 6n <) = P(&1 < 21) -+ P(§ < )
_ / B () f1 (1) - / o (0) o (0) s

:/.../hl(ul)fl(m)...hn(un)fn(un)dul... du,,
:/Z---/Zfl(ul)-~-fn(un)du1...dun

ahonnan kovetkezik a feladat allitasa.
11
Legyen & és n két fiiggetlen, a {—5, 5} intervallumban egyenletes eloszldsi valdszi-
1
niliségi valtozd, azaz legyen & és n slirliségfiiggvénye f(x) = 1, ha ~3 <z < 37 58
f(x) = 0 egyébként. Szamoljuk ki £ 4 n siiriiségfliggvényét.
Megoldds: A £+ valészintiségi valtozo stirtiségfiiggvénye a g(z) = [ f(y)f(z—y) dy

1
fiiggvény, ahol f(x) a {—5, 5} intervallumban egyenletes eloszlés stirtiségfliggvénye.

1 1 1 1 1
Ezértf(y)f(ﬂc—y)zl,ha—§gygg,és—igx—ygg,azaz —§+x§y§

1
3 + x, és nulla egyébként. Ez azt jelenti, hogy a & +n Osszeg g(x) slirliségfiiggvénye

, 11 1 . )
az x pontban megegyezik a ~55 N —5 +x, < 3 + x| intervallum hosszaval.

5



Ha |z| > 1, akkor a fenti metszet {ires, ezért ebben az esetben g(z) =. Ha0 <z <1,

1
akkor ez a metszet a {—5 + z, 5} intervallum, és ennek hossza 1 — z, azaz ebben

1
az esetben g(z) = 1 —z. Ha —1 < 2 < 0, akkor ez a metszet a {—5, 3 +x
intervallum melynek hossza 1 +x =1 — |z|, azaz g(z) = 1+ 2 = 1 — |z| ebben az
esetben. Ez azt jelenti, hogy g(z) =1 — |z|, ha |z| <1, és g(z) =0, ha = > 1.

Megadunk egy masik geometriai érvelésen alapulé megoldast is, amelyik a korabban

targyalt geometriai érvelésen alapul.
Szamitsuk ki el6szor a & + n valészintiségi valtozé G(x) eloszldsfliiggvényét. De-
11 11
finidljuk a K = {—5, 5} X {—5, 5} négyzetet, és jelolje A a Lebesgue mértéket,
azaz a teriiletet a sikon. Ekkor a sik tetszéleges A C R? mérhetd részhalmazéara
igaz az, hogy P(({,n) € A) = M(AN K). Specidlisan, G(z) = P({ +n < z) =
ME N {(u,v): u+v < z}). Haz < —1, akkor G(z) = 0, ha -1 < z < 0,
akkor G(x) a (—%, —%), (—%, % + :E) és (% + x, —%) pontok altal meghatdrozott
héromszog teriilete 1(1+2)2. Hasonléan, ha x > 1, akkor G(z) = 1. Ha0 <z < 1,
akkor a G(x) eloszldsfiiggvény megegyezik annak a poligonnak teriiletével, melyet
ugy kapunk, hogy a K négyzetbol kihagyjuk a (%, %), (%, —% + x) és (—% + x, %)
pontok dltal meghatérozott hdromszoget. Ezért G(z) = 1—4(1—2)? ebben az eset-
ben. A G(x) fliggvényt derivalva kapjuk, hogy g(z) =0, ha |z| < 1, g(z) = 1 + z,
ha -1 <x<0,ésg(x)=1—z,ha0 <z <1.

Tekintsiink két a masodik eldadason targyalt feladatot, melyet annak idején ge-
ometriai meggondolasok alapjan oldottunk meg. Megmutatjuk, hogy ezek a feladatok
megoldhatoak a most targyalt konvolucié segitségével is.

13. Két ember 8 és 9 ora kozott megjelenik egy téren egymastol fiiggetleniil és egyenletes
eloszlasal. Mind a ketto félérat var a maéasikra, és ha az addig nem jon, akkor
hazamegy. Mi a valdszintisége annak, hogy talalkoznak?

Megoldas: Jelolje &;, j = 1,2, azt a valészinliségi valtozot, mely azt adja meg, hogy
hany (0 és 1 kozotti szammal kifejezhetd) 6raval 8 6ra utén jelent meg a j-ik ember
a helyszinen. Ekkor &; és &, fliggetlen a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszlasi
valészinliségi véltozok. Minket a —% < & —& < % események valdszintlisége
érdekel. Az F(u) = P(& — & < u) eloszlas siirliségfiiggvénye a g(u) = f1 * fa(u)
konvolicié, ahol fi(u) = 1, ha 0 < uw < 1, fi(u) = 0, kiilénben, fa(u) = 1,
ha —1 < u < 0, fa(u) = 0 kiilénben. Ekkor a minket érdeklé mennyiség az

1/2
F(3)-F(-3)= /_1/2 g(u) du integral. Tovabba,

g(x):fl*fz(x)Z/_oo f1(u)f2(:13—u)du:/_Oo fu)f(x —u)du, —oo <z < o0,

ahol f(u) =1,ha § <u <3, f(u)=0,hau>

1
3

N
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14.

Az 6t6dik feladat megoldasaban lattuk, hogy g(u) =1 —u, ha 0 < u < 1 g(u) =

2 4
Két botot véletlenszeriien, egyenletes eloszlassal eltoriink. A két rovidebb darabot
osszeragasztjuk. Mi az igy kapott j bot hosszanak az F(u) eloszldsfliggvénye?

1/2
14w, ha —1 <u<0. Tnen F (L) — F (—1) :/ (1~ ful)du = >.
—1/2

Negoldds: Jelolje §;, 7 = 1,2, azt a valdszinliségi valtozot, mely azt adja meg, hogy
a j-ik bot révidebb végének mi a hossza. Ekkor &1, és & fliggetlen valdszintiségi
valtozok, melyek siirtiségfiiggvénye az az f(-) fliggvény, melyre f(x) = 2,ha0 <z <
1, és f(z) = 0 egyébként. Minket a & + & valészinfiségi valtozé eloszldsa érdekel.
Viszont &1 + & stirliségfiiggvénye g(x) = f * f(z), ahonnan g(z) = 2 — |2 — 4|, ha
0 <z <1, g(x) =0 kiilonben. Ezt kiintegrdlva megkapjuk az eredményt, melyet
a a kovetkezd képletek adnak meg: F(u) = 0, ha v < 0, F(u) = 1 — 2u?, ha
0<u<i Flu)=1-21-u?=4u—2u?—-1,ha i <u<1 Hau>1, akkor
F(u)=1.



