A aprilis 30-i el6adashoz kapcsol6édo gyakorlat feladatai

1. Legyenek ¢ és n fiiggetlen valdszintiségi valtozok, melyek koziil € Poisson eloszlasa A
Ak

paraméterrel, azaz P({ = k) = ﬁe_A minden k = 0,1,2,... szamra, n egyenletes
eloszlasu a [0, 1] intervallumon, azaz 1étezik f (u) striségfiiggvénye, melyre f(u) =
1,ha0 < u <1, és f(u) =0, hau > 1, vagy u < 0. Léssuk be, hogy a £ + 7
valészintiségi valtozénak is van stirtiségfiiggvénye, és hatarozzuk meg azt.
Megoldds: Legyen |a,b] egy olyan intervallum, melyre [a,b] C [n,n + 1] valamely
nem negativ egész n szamra. Ekkor

P +n¢€ab]) =P(E=nmn€la—nb=n])=PE=n)Pnela—nb-n])

A?’l
ahol f(u) = —'e_>‘, ha u € [n,n+ 1], n =0,1,2,.... Legyen tovabba f(u) = 0,
n!
ha u < 0. Ebbdl a reldciébdl, illetve abbdl a ténybdl, hogy P(£ +n < 0) = 0,
kévetkezik, hogy P(§ +n < z) = [ f(u)du a fent definidlt f(-) fiiggvénnyel,
tehat ez a £ + n valészintiségi véltozé (l1étezd) siiriiségfiiggvénye.

2. Legyenek £ és n fliggetlen valdszintiségi valtozok, melyek koziil € Poisson eloszlast A
k

paraméterrel, azaz P({ = k) = Fe"\ minden k£ =0,1,2,... szadmra, 1 egyenletes
closzlast a [0,2] intervallumon, azaz létezik f(u) stirliségfiiggvénye, melyre f(u) =
1

2 ha 0 < wu < 2,és f(u) =0, hau > 2, vagy u < 0. Léssuk be, hogy a £ + 7
valoszinliségi valtozonak is van striiségfiiggvénye, és hatarozzuk meg azt.
Megoldds: Ennek a feladatnak a megoldédsa hasonlé az el6z6hoz. Legyen [a, b] egy
olyan intervallum, melyre [a,b] C [n,n + 1] valamely nem negativ egész n szdmra.
Ekkor, ha n > 1, akkor

P(+n€(a,b])=PE=n,n€la—n,b—n])
+Pl=n—-1ne€la—n—-1,b—n—1])
=P =n)P(n€la—n,b—n|)
+P=n—1)Pne€la—n—1,b—n—-1))

_ (% n ﬁ) b — a) = /abf(U) du,

A" An—l

ahol f(u) = (W + m) e M hau€[n,n+1],n=1,2,.... Hasonléan,

b b
P(f—i—ne[a,b]):/ P(f:O)du:/ e du

ha [a,b] €= 0,1], tovdbba P({ +n < 0) = 0. Innen kovetkezik, hogy ha az f(-)
fiiggvény definiciéjat az f(u) = e >, ha 0 <wu <1, f(u) = 0, ha u < 0 képletekkel
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fejezziik be, akkor P({+n < x) = ffoo f(u) du ezzel az f(-) fiiggvénnyel. Tehdt ez a
& + n valdszintiségi valtozo (1étezd) siirtiségfiiggvénye a fent definidlt f(-) fliggvény.
. Legyen £ standard normalis eloszlasi valdszinliségi valtozé, azaz legyen siirtiség-

2 7’ /. . / 7 ’” ’ .
—77/2 _00 < x < 00. Szamitsuk ki a €2 4 £* valdszintiségi

- 1
iggvénye p(x) = me
valtozé strtségfiiggvényét.

Megoldds: Szémitsuk ki el8szor £2 + £ G(z) eloszlésfiiggvényét. Ha x < 0, akkor
G(z) = 0, mert €2 + ¢* > 0 egy valdszintiséggel. Ha z > 0, akkor a P(£2 +
¢t < z) valdszintiségét kell kiszdmitanunk. Legyen u = u(z) az u? +u—z = 0

—1+VI+4z

egyenlet nagyobb gyoke, aza u = 5 . Nem nehéz beldtni, hogy £2(w) +

£4(w) < x akkor és csak akkor, ha 0 << £%(w) < wu(x), ami azt jelenti, hogy
—vu(z) < z < Ju(z). Innen &2 + &* eloszlésfiiggvénye x > 0 esetén G(x) =
o <\/—1+M) % (_\/—1+\/W) 9 (\/—1+\/m> o,

2 2 2 ’
ahol ®(x) a standard normélis eloszlasfiiggvény. Innen differencidldssal kapjuk,

dG(x)

hogy &2 + &% siirtiségfiiggvénye , ahonnan ez a striségfiiggvény nulla, ha

x
, 2 —1+V1+4zx) d |—14++/1+4x
r <0, és 4/ —exp — h
m

1 . 5 , ha x > 0.

. Péter és Pal a kovetkezo jatékot jatssza. Mind a ketten feldobnak egy szabdlyos
dobokockat. Ha P&l dobott nagyobbat, akkor 6 nyer harom forintot Pétertdl, ha
Péter dobasa nagyobb, akkor Pal fizet Péternek harom forintot. Ha a dob&asok
egyenloek, akkor senki sem fizet a masiknak. FEzt a jatékot jatsszak 3000 alka-
lommal. Adjunk jé kozelité becslést a centralis hatareloszlastétel és a mellékelt
normalis eloszlastablazat segitségével arra, hogy Péter legalabb 90 forintot nyer.

. Legyen &; Péter nyereménye a j-ik jatékban. Ekkor a §; valdszinfiségi véltozdk

3000 5
fiiggetlenek, Péter Ossznyereménye S = » &;, és P(§; = 3) = o P =-3) =
j=1

5) 1
13’ P =0) = 6 (Annak val6szintiségét irtuk fel, hogy Péter vagy Palt dob

45
nagyobbat, illetve hogy a két dobds egyenld. Innen E¢; = 0, Var§; = ESJQ =5

ES =0, Var S = 15-1500 = 1502. Innen annak valészinfisége, hogy Péter legaldbb
90 forintot nyer

P(5290)2P<S—ES 90) ZI_P(S—ES

> <06 ~1—®(0.6) ~0.274
vVarS — 150 v Var S ) (06)

Legyen & és n két valészinliségi véaltoz6, melyek egyiittes eloszlasanak (1étezd)
stirliségfiiggvénye f(u,v) = %u + 2uv? + %v alakd, ha 0 < wu,v <1, és f(u,v) =0
egyébként. Lassuk be el6szor, hogy f(u,v) valéban stirtiségfiiggvény, majd szamol-
juk ki a & + n valészintlisségi valtozo stlistiségfiiggvényét.

Megoldds: Annak érdekében, hogy ellendrizziik, hogy f(u,v) slirtiségfiiggvény azt
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kell megmutatni, hogy f(u,v) > 0 (majdnem) minden (u,v) szdmparra, és

//f(u,v) dudv = 1.

Az nyilvanval6, hogy f(u,v) > 0 minden (u,v) szamparra. Mdasrészt mivel

1 rl 1 1
1 1 1

//uvzdudv:/udu/ vidyv== - =,
o Jo 0 0 2 3 6

fol folududv =1és fol folvdudv =1, ezért [ [ fu,v)dudv = 1.
A & + n valdszintiségi valtozo eloszlasfliggvényét az

G(z) = /Z (/;u F(u,v) dv> du

képlet segitségével szamithatuk ki, hasonléan 1—G(z) = [*° ( [ flu,v) dv> du.

oo r—u
Mésrészt, a slirtiségfiiggvény g(z) = %ff) formula segitségével kiszamithaté. Ez a
mi esetiinkben a kovetkez6t jelenti, g(x) = 0, ha z < 0, g(z) = 1, ha > 2, mert
G(x) =0,haz <0, G(x) =1, ha z > 2. Masrészt

1 r—u 2 2
g(x) = % (/0 /0 <§u—|—2uv2 + §v> du) dv,

ha 0 <z < 1, g(x) = —% (folfml_u (%u+2uv2+§v) du) dv, hal < x < 2.
Azért volt érdemes a 0 < x < 1 és 1 < x < 2 eseteket szétvalasztani, mert a
konkrét feladatban a G(x) fiiggvényt tudjuk kényelmesen kiszamitani 0 < z <1 és
az 1 — G(x) figgvényt az 1 <z < 2 intervallumban. Ez a szétbontds azonban nem
kotelezo.

A fent vazolt mdédon ki lehet szamolni a striiségfiiggvényt, de valdjaban ezt a
szamolast lehet egyszeriisiteni. Ez hasonlé ahhoz, ahogy a konvolucié formulat
vezetik le fliggetlen valdszintiségi valtozok Osszegének a stlirtiségfiiggvényére. Valo-
ban, a v valtozd z = u + v helyettesitésével felirhatjuk, hogy

G(x):/o; (/:uf(u,v)dv) du:/o; (/;f(u,z—u)dz) du
:/; </_O;f(u,z—u)du) dz,

ahonnan derivalassal

dG(z) [~
o —/_Oof(u,x—z)dz.

E képlettel a szamoldsokat lehet egyszertisiteni.

g(x) =



