A aprilis 23-i el6adashoz kapcsol6odo gyakorlat feladatai
1. Legyen & és n két fliggetlen standard normalis eloszlasi valdészintiségi valtozo.
Szamitsuk ki a ¢ hényados eloszléds és stirtiségfiiggvényét.
A megoldas kidolgozasa elott tegytlink elGszor egy altalanos megjegyzést. Ha adva
van két valdszintiségi valtozé £ és n, melyek (egyiittes) siirtiségfiiggvénye egy is-
mert f(u,v) strtségfliiggvény, akkor az — hédnyados eloszlasfiiggvényét a kovetkezo
moédon szamolhatjuk ki: Vezessiik be a g(u,v) = g, (u,v) fliggvényt, mely a sikon

az {(u,v): Y < x} halmaz indikétorfiiggvénye, azaz g(u,v) = 1, ha Y < x, 6s
u u

> z. Ekkor P (g < x) = FEg(&n) = [ [g(u,v)f(u,v)dudv =
i f{(u 0): <) f(u,v) dudv. Litni fogjuk, hogy az ebben a feladatban vizsgdland

g(u,v) = 0, ha

gl

integral viszonylag egyszeri, konnyebben kezelheto.

Megoldas. A feladatben vizsgalandé hanyados eloszlasfliggvénye

1
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Ebben a szamolasban a felirt integralt atirtuk w = rcosp, v = rsinp transz-

formaciéval polarkoordinatarendszerben. E szamoldas soran az integrandusban meg-

jelenik az r Jacobian mint szorz6 faktor. Ezutan azt vegyiik észre, hogy a belso r
o0

valtozé szerinti integral fooo re="/2 dr = |:—€_T2/2i| =1.

0
Kiszamoltuk a keresett valdszinliségi valtozé eloszlasfiiggvényét. E valdsziniiségi
véltozo stirliségfiiggvénye az eloszlasfiiggvény derivéltja, azaz az f(x) = g =
x

fioavény.
e liggvény
1
Mdsodik megoldds. A (§,n) vektor sliriségfiiggvénye 2—8_($2+y2)/ 2 ami forgatasin-
T
varidns fiiggvény. Innen kovetkezik, hogy annak valdszintisége, hogy a (£, n) vektor

Q
egy origobdl kiindulé a szogl szogtartomanyba esik, 3 Ezért
T

P (g < x) =P ((f, n) € [—g, arctan :r:) U [g, arctan x + 77) szégtartoményban)
1

L 2( ¢ +7T) L Lot
= — arctanx — | = = — arctan r.
21 2 2 0w

2. Legyen & egyenletes eloszldsti valészin(iségi valtozé a [0,1] intervallumban, azaz
legyen f(-) stirliségfiiggvénye f(z) = 1, ha 0 < = < 1, f(x) = 0 egyébként.

Szamitsuk ki a &2 valészintiségi valtozé varhaté értékét és szérasnégyzetét.
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Elsé megoldds: Vare? = E ((52)2> — (BE?)? = B¢t — (B = [24f(x)dx —
(f22f(z) da:)2, ahol f(xz) =1, ha 0 <z <1, f(z) = 0 egyébként, azaz f(z) a &

valészintiségi valtozoé stirtiségfiiggvénye. Innen F¢2 = fo r?dr = 3’ és Varé? =

2 1 /1\° 1 1 4
1 4 ( 1 9 ) _ _ _
x*dx — 22dr) =-—[=) == —==—.
Jo Jo 5 (3> 5 9 45
Mdsodik megoldds: Szamitsuk ki el6szor a &2 valdszintiségi valtozé eloszlds és
stirliségfiiggvényét. A &2 valészintiségi valtozé F(-) eloszlasfiiggvénye

Fl)=PE*<2)=P(—Vr<&é<Vo)=P0<¢<Vr)=+vz, ha0<z<l,

F(z) =0,ha & <0, F(x) = 1, ha z > 1. Innen a &2 valészintiségi valtozé f(-)

1
striiségfiiggvénye f(r) = —=, ha 0 <z <1, és f(x) = 0 egyébként. Ezért

2Vz
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. Legyenek & és n fiiggetlen valészintiségi valtozok, melyek koziil & Poisson eloszlasi A
k

paraméterrel, azaz P({ = k) = ﬁe_A minden k£ = 0,1, 2,... szamra, 71 egyenletes
eloszlasu a [0, 1] intervallumon, azaz létezik f (u) stirtiségfiiggvénye, melyre f(u) =
1,ha0 <u <1, és f(u) =0, hau > 1, vagy u < 0. Léssuk be, hogy a £ + 7
valoszinliségi valtozonak is van striiségfiiggvénye, és hatarozzuk meg azt.
Megoldds: Legyen [a,b] egy olyan intervallum, melyre [a,b] C [n,n + 1] valamely
nem negativ egész n szamra. Ekkor

P +mn¢€la,b])=PE=nmn€la—nb-n])=PE=n)Pnecla—nb-n|)
A b

)\n
ahol f(u) = —'e_’\, ha u € [n,n+ 1], n =0,1,2,.... Legyen tovabba f(u) = 0,
n!
ha u < 0. Ebbél a reldciébdl, illetve abbdl a ténybdl, hogy P(£ +n < 0) = 0,
kovetkezik, hogy P({ +n < x) = ffoo f(u)du a fent definidlt f(-) fiiggvénnyel,
tehét ez a € + n valdszintiségi valtozé (1étezd) stirliségfiiggvénye.

. Legyenek & és n fiiggetlen valdszintiségi valtozok, melyek koziil € Poisson eloszlast A
k

paraméterrel, azaz P({ = k) = —'e_>‘ minden £ = 0,1,2,... szamra, 7 egyenletes

eloszlast a [0,2] intervallumon, azaz létezik f(u) stirfiségfiiggvénye, melyre f(u) =
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1
5,ha0§u§2, és f(u) = 0, ha u > 2, vagy u < 0. Léassuk be, hogy a £ + 7

valoszinliségi valtozonak is van striiségfiiggvénye, és hatarozzuk meg azt.
Megoldds: Ennek a feladatnak a megolddsa hasonlé az el6z6hoz. Legyen [a, b] egy
olyan intervallum, melyre [a,b] C [n,n + 1] valamely nem negativ egész n szamra.
Ekkor, ha n > 1, akkor
P +n€la,b]) =PE=nn€la—nb-—n])
+Pl=n—-1n€la—n—-1,b—n—1])
=P =n)P(n€fa—nb—n])
+Pl=n—-1)Pn€fa—n—1,b—n—1])

(B )00 /abf(u)du,

A" n—1
ahol f(u) = (F + (;\_ 1)!) e M hauc[n,n+1],n=12,.... Hasonléan,

b b
P(§+n€[a,b]):/ P(g:c))du:/ e du

ha [a,b] €= 0,1], tovdbba P({ +n < 0) = 0. Innen kovetkezik, hogy ha az f(-)
fiiggvény definiciéjat az f(u) = e >, ha 0 <wu <1, f(u) = 0, ha u < 0 képletekkel
fejezziik be, akkor P(§+n < x) = ffoo f(u) du ezzel az f(-) fiiggvénnyel. Tehat ez a
€ + n valdszintiségi valtozo (1étezd) siiriiségfiiggvénye a fent definidlt f(-) fiiggvény.
. Legyen birtokunkban 100 lampa, melyek mindegyike egymastdl fiiggetlen idotar-

tamig miikodik, élettartamuk pedig exponencialis eloszlasu A = 0 paraméterrel.

(A lampék élettartamanak exponencidlis eloszldsa természetes feltételezés.) Egy
termet bevilagitunk ezen lampéak valamelyikével, majd amikor az kiégett 1j lampat
hasznédlunk fel. Adjunk jé becslést arra, hogy a lampak oOsszélettartama legalabb
1150 ora.

Megoldds: Jelolje &; a j-ik lampa éléttartamat, 1 < j < 100. Ekkor a P(§1 +--- +
€100 > 1150) valészintiségre kell j6 becslést adnunk, ahol az &sszegben fiiggetlen
exponencialis eloszldsi valdszintiségi valtozok szerepelnek A\ = %0 paraméterrel.
Vezessiik be az n = &1 + - - - + &100 jelolést.

Kiszamoltuk, hogy jelen esetben En = mFE¢ = % = 1000, Varn = % =

1
10000 (m = 100 és A\ = 0 véalasztassal). Ezért a centrélis hatareloszlastétel sze-
- F — 1000
rint 2 =1 _ 7 i6 kozelitéssel standard normélis eloszlésti valészintiségi

v/ Varn 100
VéltOZé, és P(fl + -+ 6100 > 1150) =P (

n—En
v/ Varn
. Legyen ¢ standard normalis eloszlasi valdszintliségi valtozé, azaz legyen siirtiség-

1
fiiggvénye ¢(z) = \/ﬁe—wQ/Q, —00 < x < 0o. Szamitsuk ki a &2 + &, val6szintiségi

> 1.5) ~1—®(15).

valtozo stlirtiségfliggvényét.



Megoldds: Szémitsuk ki el8szor €2 + £ G(z) eloszlésfiiggvényét. Ha z < 0, akkor
G(z) = 0, mert &2 + &* > 0 egy valészintiséggel. Ha = > 0, akkor a P(£2 +
¢+ < z) valdszintiségét kell kiszdmitanunk. Legyen u = u(z) az u? +u—x = 0

-1+ v1+4x

egyenlet nagyobb gyoke, aza u = 5 . Nem nehéz beldtni, hogy £2(w) +

£4(w) < x akkor és csak akkor, ha 0 << £%(w) < wu(x), ami azt jelenti, hogy

—vu(z) < z < Ju(z). Innen &2 + £* eloszlésfiiggvénye x > 0 esetén G(x) =

o (\/—1+\/1+4x % _\/—1+\/1+4x) 9 (\/—1+\/1+4x)
2 2 B 2

-1,

ahol ®(x) a standard normélis eloszlasfiiggvény. Innen differencidldssal kapjuk,

dG
hogy &2 + ¢* siirtiségfiiggvénye d(x), ahonnan ez a striiségfiiggvény nulla, ha
x
, 2 —1++1+4x) d |—1++1+4x
r <0, és 4/ —exp 1 e 5 , ha x > 0.
T x

A kovetkezo két feladat célja annak az alaptételnek nevezett tétel feltételeinek
jobb megértése, mely megadja a kapcsolatot az eloszlasfiiggvények illetve azok karak-
terisztikus fiiggvénye konvergencidja kozotti kapcsolatot.

Ezenkiviil, ha marad ré id6 meg lehet targyalni egy ennek a feladatsornak a végén
megfogalmazott allitas bizonyitasat, mely megmagyarazza mi a jelentGsége az alapté-
telben annak a feltételnek, hogy a karakterisztikus fiiggvények egy a nulldban folytonos
fiiggvényhez konvergalnak. KEgyébként ennek az allitasnak a bizonyitasa az alaptétel
bizonyitasanak egyik kulcslépése.

7. Mutassuk meg, hogy egy F eloszlasfiiggvény ¢(t) = [ e"“F(du) karakterisztikus
fliggvénye folytonos minden pontban.
Megoldds: Jelolje p(t) = [ €™ F(du) az F eloszlasfiiggvény karakterisztikus fiigg-
vényét. Ekkor tetszoleges t, d illetve K > 0 szamra teljesiil a

o(t+0) (o) < [ 160 — e () < sup [+ — 6| P( du)
u: Ju|<K t: |t|<K

+/ 2F(du) < sup [ — 1|+ F(—K)+ (1 - F(K))
u: |u|>K t: |t|<K

egyenl6tlenség. Tetszoleges € > 0 szamhoz vélaszthatunk olyan K = K () szamot,
melyre F(—K)+ (11— F(K)) < % Ezutén elég kis 09 = do(e, K, t) > 0 vélasztassal

elérhetjiik, hogy sup [e” — 1] < g, ha § < dp. Innen kovetkezik, hogy |p(t +

t: [t|I<K
J) — p(t)] <e, had < dy, azaz a ¢(-) fliggvény folytonos.
8. Legyen F,(-), n = 1,2..., a [-n,n] intervallumban egyenletes eloszlast valdszi-
1
niiségi valtozok sorozata, azaz legyen F,,(-) slirliségfiiggvénye az f,(u) = —, ha

2n’
—n < u<n, f,(u) =0, ha |u| > n képlet segitségével megadott fiiggvény. Lassuk
be, hogy az F,(-) eloszlasfliiggvények karakterisztikus fiiggvényei minden pontban
konvergalnak az ¢(0) = 1, ¢(t) = 0, ha t # 0 képlettel megadott ¢(t) fiiggvényhez,
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10.

amelyik az origéban nem folytonos. Tovabbd az F,(-) eloszlasfiiggvények nem
konvergalnak eloszldsban, mert minden véges [a, b] intervallumra

lim [F,(b) — F,(a)] = 0.

n—oo

Megoldas: Az F,, eloszlasfiiggvény karakterisztikus fliggvénye

1 n. eitn _ e—itn
) = — ity du =
eon(t) = 5o /_ne “ it

1
ahonnan ¢, (t) < it Innen lim ¢,(t) = 0, ha t # 0. Mdsrészt, ¢,(0) = 1
n n—oo

minden n-re tehdat, lim ¢,(0) = 1. Mdsrészt egy véges [a,b] intervallumra az
n—oo
b—a

F,(b) — F,(a) = , ha n < max(|al,|b|). ahonnan nh—{%o [F,(b) — Fy,(a)] =
0. Ez azt jelenti, hogy az F), eloszlasok ,kifolynak a végtelenbe”, és ezért nincs
hatareloszlasuk.
Mutassuk meg, a karakterisztikus fliggvények segitségével, hogy amennyiben & és n
két fiiggetlen, normalis eloszlasu valdszintiségi valtozd mq és mo varhatd értékkel,
o3 és o3 szoérasnégyzettel, akkor ¢ + n normalis eloszlast valészintiségi valtozd
my + my vérhaté értékkel, és 0?7 + 03 szérasnégyzettel.
Megoldas: Tudjuk, hogy a karakteresztikus fliggvények egyértelmiien meghataroz-
zék azt az eloszlasfiiggvényt, melynek Ok a karakterisztikus fliggvényiik. Ezért
elég belatni, hogy a & + n karakterisztikus fliggvénye megegyezik az mi + mo
varhat6 értékkel és of + o3 szérasnégyzettel rendelkezd normalis eloszlds karak-
terisztikus fliggvényével. Viszont tudjuk egyrészt, hogy a £ és n valdszinliségi
valtozok fiiggetlensége miatt Ee(E+1) = Ee*€ Ee mgsrészt mivel a standard
normalis eloszlésfiiggvény karakterisztikus fiiggvénye o(t) = e~t'/2, ezért Eeité =
eitmi 6—0%1‘2/2’ és Fettn — eitmge—ath/Z_ Innen Eeit(£+n) — eit(ml—|—mg)6—(0'f—|—<7§)152/27
ahonnan kovetkezik a feladat allitasa.

Legyen F,(-), n = 1,2,..., eloszlasfiiggvények egy sorozata, melyek ¢, (-) karak-

terisztikus fliggvényei az origd egy kis kornyezetében konvergalnak egy a nulldban

folytonos fliggvényhez.

a.) Lassuk be (a Lebesgue tétel segitségével), hogy ekkor tetszbleges € > 0 szamhoz
létezik olyan § = §(e) szdm, melyre nli_)rr;O QL / Re[l—pn(t)] dt < e, ahol Re z
a z szam redlis részét jeloli. ’

b.) Mutassuk meg, hogy amennyiben F, () eloszlasfiiggvények ¢, (-) karakterisz-
tikus fliggvényei teljesitik az a) részben megfogalmazott tulajdonsagot, akkor
minden € > 0 szdmhoz létezik olyan K = K(¢) szam, melyre F,,(—K) + (1 —
F,(K)) <eminden n=1,2,... szdmra.

Megjegyzés: A b.) részben megfogalmazott tulajdonsig teljesiilését egyenletes fe-

szességnek hivjak az irodalomban. Ez fontos szerepet jatszik szamos vizsgédlatban.
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Megoldds: Legyen ¢(-) a ¢,(+) fliggvények (egy véges intervallumban létezé) lime-

sze. Mivel ez a fliggvény az origéban folytonos 0 < Re ¢(f) < 1 minden ¢ indexre,

ahol a ¢(-) 1étezik, Re[l — ¢(0)] = 0, és ez a fliggvény az origéban folytonos, ezért

1 )

% Re[l—p(t)]dt <e,haad =d(e) > 0 szamot elég kicsinek valasztjuk. Mivel
-4

lim Re[l — ¢, (t)] = Re[l — ¢(t)], és 0 < Re[l — ¢, (t)] < 2, alkalmazhatjuk a

n—oo

Lebesgue tételt, és ez megadja az a) rész allitdsdnak bizonyitdsat.

A b) rész bizonyitdsahoz hasznéljuk fel, hogy az a) rész teljesiilése esetén minden

e > 0 szdmhoz vélaszthatunk olyan § = d(¢) szdmot és ng = ng(e) kiiszébindexet,

1 )
melyre igaz, hogy 0 < % / Re[l — ¢, (t)] dt < %, ha n > ng. Méasrészt
-6

Zgﬁ%ﬂ-%@%@/g%[mﬂ%%Mdﬂ@ﬁ
1 /0 Tt sintr]™
[ — [ n- Fy(z) = L F,
/_OO 55 /_5[ costx|dt dF,(x) /_OO [25 550 L__(s dF,(z)

L) = [ 1)

sin 0x sin 0x

> 0 minden x szamra, és 1 — >

tetszoleges K > 0 szamra. Tovabba 1—

1 2 2
2 ha z > 5 Innen kapjuk K = 5 valasztassal, hogy

ox

€>1/%{u (Mﬁ>/ L iF, ()
a ac € - ¥n - a n\T),
2720 ) v |z|> K

azaz F(—K) 4+ (1 — F,,(K)) < &, ha n > ng. Nem nehéz beldtni, hogy a K
index esetleges novelésével elérhetd, hogy ez az egyenl6tlenség a maradék véges sok
1 <n < ng indexre is teljesiiljon.



