A aprilis 17-i el6adashoz kapcsol6édo gyakorlat feladatai

El6szor néhéany példat mutatunk a centralis hatéreloszlastétel alkalmazéaséra.

1. Egy szabalyos dobdkockat feldobunk 1200 alkalommal egymastél fiiggetleniil, és
osszeadjuk a pdros értékli dobasok eredményét. Adjunk jo kozelité becslést a
centralis hatareloszlastétel és egy normaélis eloszlastablazat segitségével arra, hogy
ez az Osszeg 2280 és 2500 kozé esik.

Megoldas: Vezessiikk be a kovetkez6 £;, 1 < j < 1200, valoszinliségi valtozdkat:
§; = 2, ha a j-ik dobas eredménye 2, {; = 4, ha a j-ik dobds eredménye 4, §; = 6,
ha a j-ik dobds eredménye 6, {; = 0, ha a j-ik dobds eredménye 1, 3 vagy 5. Ekkor

1200
a P (2280 <M § < 2500) valoszintliséget kell jol megbecsiilniink. Vegyiik észre,
j=1

1 1 16 0
hogy E¢; = 5(2 +4+46) =2, Var§,; = 6(4 +16+36) —4 = 3 Innen a centralis

hatareloszlastétel alapjan
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@(1 25) @(— = 0.8944 + 0.9322 — 1 = 0.8266.

2. Egy szabdlyos dobdkockat és egy szabdlyos érmét feldobunk 3300 alkalommal egy-
mastol fiiggetlentil. (Az érme és kockadobdsok eredményei is fiiggetlenek egymas-
t6l.) Ha a kockadobds eredménye paros és az érme a fej oldalra esett, akkor annyi
forintot nyeriink, amennyi a kockadobas eredménye. Ha az érme az irds oldalra
esett vagy a kockadobés eredménye paratlan szam, akkor nem nyeriink, és nem is
vesztiink semmit. Mi a valdsziniisége annak, hogy az Ossznyereménytink 3190 és
3520 forint kozé esik? Adjunk erre jé kozelité becslést a centralis hatareloszlastétel
és egy normalis eloszlastablazat segitségével.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezo &, ésn; 1 < j < 3300, valészinliségi valtozdkat:
§; = 2, ha a j-ik kockadobds eredménye 2, {; = 4, ha a j-ik kockadobéas eredménye 4,
§; = 6, ha a j-ik kockadobas eredménye 6, {; = 0, ha a j-ik kockadobas eredménye
1, 3 vagy 5. Legyen n; = 1, ha a j-ik érmedobds eredménye fej, és n; = 0, ha a
J-ik érmedobds irds. Legyen (; = §;n;. Ekkor a j-ik dobdsndl a nyereményiink
3300
¢ lesz, 1 < j <3300, és a P | 3190 < > (; <3520 | valdszintiséget kell j6l meg-
j=1
becsiilniink. Ennek érdekében szdmoljuk ki a fliggetlen (; valdszinliségi valtozok
1 1
6(2+4+6)§ =1,
14 9 5 , 11
=3 Var (5 = EC; — (E()° = 3 Innen a

vérhat6 értékét és szérdsnégyzetét. E(; = E&n; = E§;En; =

1 1
BG} = BGEn} = ((4+16+36) - 5



centralis hatareloszlastétel alapjan
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~ ®(2) — ®(—1) = 0.9772 + 0.8413 — 1 = 0.9285.
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3. Vegylink egy olyan pénzdarabot, mely — valdszintiséggel esik a fej és — valdszinii-

séggel az iras oldalra. Ezt a pénzdarabot annyiszor dobjuk fel, ameddig megjelenik
1200 fej dobéds. Mi annak a valdsziniisége, hogy az elvégzett dobasok szama 1680
1830 kiizé esik? Adjunk erre a valészintiségre jo kozelito becslést.

Megoldds: Az elvégzett dobasok szama egy 7 negativ binomidlis eloszlasi valé-
szinliségi valtozé n = 1200 és p = 3 paraméterekkel, azaz P(n = k 4+ n) =
n+k—1
n—1
valtozénak ki lehet szamolni a pontos eloszldsat, azaz azt, hogy milyen értéket
milyen valészinliséggel vesz fel. Elvileg, ez lehetGséget ad a kivant valdszintiség
kiszdmitdsara egy bonyolult Osszeg kiszdmitdsdnak a segitségével. Ennél haszno-
sabb becslést tudunk kapni a kovetkezo érvelés segitségével, mely a kivant valdszi-
niiséget jo pontossaggal kiszamitja a centrdlis hatareloszlastétel segitségével.
Jelolje &;, 2 < j < 1200, a j — 1-ik és j-ik fejdobds kozotti dobasok szamat (a
j-ik fejdobast beleszamitjuk a j — 1-iket viszont nem szamitjuk bele e dobasok
k6zé), és legyen & az els6 fejdobdésig (ezt is beleszamitva) elvégzett dobdsok szdma.
Ekkor a &; valdszinliségi véltozok fiiggetlenek, negativ binomidlis eloszlasiak n = 1,

2
(1—p)kp", p= 3 és n = 1200 paraméterrel. Egy ilyen valdszintiségi

2
p=3 paraméterekkel, és minket a P(1680 < &1 + - -+ + &1200 < 1830) valdszintiség
érdekel. Megmutattuk a 6. eléadasban, illetve a hozzatartozé feladatokban), hogy

1 1-— 3
E¢ = - = o Var§; = _2p =71 Ezért a centralis hatareloszlastétel alapjan
b b
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= + o+ eloléssel minket a P -4 < —————= < 1| valészinu-
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ség érdekel. A centralis hatareloszlastétel alapjan P | —4 <
(1) +P(4) — 1~ d(1).

4. Legyen birtokunkban 100 lampa, melyek mindegyike egymastdl fiiggetlen idétar-
tamig miikodik, élettartamuk pedig exponencialis eloszlasu A = 0 paraméterrel.

(A lampék élettartamédnak exponencidlis eloszldsa természetes feltételezés.) Egy
termet bevilagitunk ezen lampak valamelyikével, majd amikor az kiégett 1j lampat
hasznédlunk fel. Adjunk jé becslést arra, hogy a lampak oOsszélettartama legalabb
1150 éra.



Megoldds: Jeldlje &; a j-ik lampa éléttartamat, 1 < j < 100. Ekkor a P(§; +--- +
€100 > 1150) valdsziniiségre kell jé becslést adnunk, ahol az Gsszegben fiiggetlen
exponencialis eloszlasi valdsziniiségi valtozok szerepelnek A\ = 1—10 paraméterrel.
Vezessiik be az n = & + - - - + &100 jelolést.

Kiszamoltuk, hogy jelen esetben En = mFE§& = % = 1000, Varn = % =

1

10000 (m = 100 és A = — valasztassal). Ezért a centrélis hatéreloszlastétel sze-
n—FEn  n—1000
VVarnp 100

VéltOZé, és P(gl + -4 5100 > 1150) =P (

rint

jo kozelitéssel standard normalis eloszlasu valészintiségi

n—En
v/ Varn

. Egy pénzdarabrol ellenorizni akarjuk, hogy igaz-e az a hipotézis, mely szerint ez
3 1

az érme legaldbb % valdszintliséggel esik a fej és legfeljebb 7 valdsziniiséggel az
irds oldalara. Ennek érdekében feldobjuk a pénzdarabot 30 000 alkalommal, és a
kovetkezo dontési szabalyt hozzuk. Valasztunk egy k szamot, és akkor fogadjuk
el a hipotézist helyesnek, ha legalabb k fejdobas tortént. Legalabb mekkoranak
kell valassztanunk ezt a k szamot, ha azt akarjuk, hogy egy a hipotézist teljesito
pénzdarab esetén legalabb 0.9 valdszintiséggel dontsiink gy, hogy a hipotézis tel-
jesul?

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd valdszinliségi valtozokat: §; = 1, ha a j-ik
dobés eredménye fej, £; = 0, ha a j-ik dobds eredménye iras, 1 < j < 30000,

> 1.5) ~1—®(15).

30 000 3
S = Sso000 = Y. &. Ha a fejdobas eredményének valészintisége pontosan 7
j=1
3 3 9 3
E¢; = " Esz =T Var{; = ESJQ- — (E¢;)" = 16’ ES = 30000E¢; = 22500,

Var S = 30000Var &; = 5625 = 75%. Innen és a centrlis hatdreloszlastételbdl,
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Valasszuk a k szamot 1gy, hogy a fenti valészintiség kortilbeliil 0.9 legyen. Ekkor

k — 22500 22500 — k
ad (7—5) = 0.1 vagy ami ezzel ekvivalens, a ¢ — )= 0.9 egyen-
s . s ., 22500 -k
letet kell kielégiteniink. A normaélis eloszlas-tablazat alapjan ———— ~ 1.28,

75
3
ami azt jelenti, hogy k = 22500 — 75 x 1.28 és p = — esetén annak valdszintlisége,

3
hogy a fejdobasok szama nagyobb mint k£ = 22500 — 75 x 1.28 = 22212 és p = 1
esetében annak valdszintisége, hogy legalabb ennyi fejdobés torténik kortlbeliil 0.9.

3
Ha p > 7 akkor ez a valdszinliség nagyobb. Ezért a k = 22212 helyes valasztés.



Hazi feladat.

Egy szabalyos dobdkockat feldobunk 2700 alkalommal egymastél fiiggetleniil, és
Osszeszamoljuk a paros értékli dobasok eredményét. Adjunk jo kozelité becslést a
centralis hatareloszlastétel és egy normaélis eloszlastablazat segitségével arra, hogy
ez az Osszeg 420 és 720 kozé esik.

. Legyen ¢ standard normadlis eloszlasu valdszintiségi valtozo, azaz legyen & stri-

1
ségfiiggvénye f(z) = \/%6_332/27 és legyen t valés szam. Szamoljuk ki az e'¢

valészintiségi valtozé FEe' virhaté értékét.
Megoldds:
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. Legyenek ¢ és n fiiggetlen, standard normélis eloszlast valdszinliségi valtozok.

Lassuk be, hogy &2 + n? exponencidlis eloszldsi valészintiségi valtozé.

Megoldds: P(£2 < 2) = ®(y/z) — ®(—/x) = 28(v/z) — 1, ha = > 0. Irjuk fel

£? stirtiségfiiggvényét és konvolicié segitségével a kivant stiriiségfiiggvényt. A &2

Plve) = L e /2 hax >0, és
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valésziniiségi véltozo stirtiségfiiggvénye g(x) =
g(z) =0, hax <0, és 2 + n? stirliségfiiggvénye

efu/Qef(xfu)/2 du

fa) =grgto) = [ e ﬁzx_u)

2 ' 1 1 2
= e/ / — = duv=-e"%? haz>0,
0 27

V(1 —v) 2
és f(x) =0, haz <0.

1
Megjegyzés: Az x paramétertdl nem fliggd / dv integral értékét meg-
0

1
Vol —wv)

hatarozza az a tény, hogy a végeredményként kapott fiiggvény stlirtiségfiiggvény,
ezért integralja a szamegyenesen eggyel egyenlo. De ki is tudjuk szamolni ezt az
integralt. Hogyan? Vagyiik észre, hogy

1 1
Vol —wo) B /3 —(v— %)2

. Legyen & és n két fiiggetlen standard normalis eloszldsi valdszintiségi valtozo.

Szamitsuk ki a hényados eloszlés és strtiségfiiggvényét.



A megoldas kidolgozasa elott tegylink el6szor egy altalanos megjegyzést. Ha adva
van két valdszintiségi valtozd £ és n, melyek (egyiittes) stirtiségfliggvénye egy is-
mert f(u,v) stirliségfliggvény, akkor az U hanyados eloszlasfiiggvényét a kovetkezd
moédon szamolhatjuk ki: Vezessiik be a g(u,v) = g, (u,v) fiiggvényt, mely a sikon
az {(u,v): % < a:} halmaz indikétorfiiggvénye, azaz g(u,v) = 1, ha % < x, és

g(u,v) = 0, ha % > x. Ekkor P (g < x) =Eqg&n) = [ [g(u,v)f(u,v)dudv =

J f{(u 0): v <2} f(u,v) dudv. Latni fogjuk, hogy az ebben a feladatban vizsgaland6
integral viszonylag egyszerii, konnyebben kezelhetd.

Megoldas. A feladatben vizsgalandé hédnyados eloszlasfiiggvénye
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Ebben a szamolasban a felirt integralt atirtuk w = rcosp, v = rsinp transz-
formaciéval polarkoordinatarendszerben. E szamoldas soran az integrandusban meg-
jelenik az r Jacobian mint szorz6 faktor. Ezutan azt vegyiik észre, hogy a belso r

o
valtozo szerinti integral fooo re=" /2 dr = [—6_7”2/2} =1.
0
Kiszamoltuk a keresett valdszintiségi valtozd eloszlasfiiggvényét. E valdszintiségi
véltoz6 stirliségfiiggvénye az eloszlasfiiggvény derivéltja, azaz az f(x) = g =
x

1
——— fliggvény.
0+ 29 iggvény.
1
Masodik megoldds. A (§,n) vektor siirliségfiiggvénye 2—6*(952*742)/ 2 ami forgatasin-
0
varidns fiiggvény. Innen kovetkezik, hogy annak val6szintisége, hogy a (£, n) vektor

Q@
egy origobdl kiindulé a szogl szogtartoméanyba esik, o Ezért
T

P (g < .r) =P ((f,fr]) € [—g, arctan x) U [g, arctan x + 7T) szégtartoményban)

12( t —|—7T) 1+1 t
= — rctan —) = -+ —arctanz.
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. Legyen ¢ egyenletes eloszlasu valdszintiségi véaltoz6 a [0, 1] intervallumban, azaz
legyen f(-) stiriiségfiiggvénye f(z) = 1, ha 0 < = < 1, f(x) = 0 egyébként.
Szamitsuk ki a &2 valészintiségi valtozd varhaté értékét és szérasnégyzetét.

Elsé megoldds: Vare? = E ((52)2> — (B€?)? = B¢t — (B = [24f(x)dx —
(f22f(x) da;)Q, ahol f(z) =1, ha 0 <z <1, f(x) = 0 egyébként, azaz f(x) a

5



valészintiségi valtozé siirtiségfiiggvénye. Innen E¢? = fo 2 dr = 3 és Var? =

1 1 2 1 /1\° 1 1 4
ot () =3 (5) =355

Madsodik megoldds: Szamitsuk ki elészor a £2 valészinliségi valtozé eloszlds és
stirliségfiiggvényét. A €2 valészinfiségi valtozd F(-) eloszlasfiiggvénye

Flz) =P <z)=P(—Vr <(<Vz)=P(0<(< Vo) =z, ha0<z<l,
F(r) =0, ha £ <0, F(x) =1, ha > 1. Innen a &2 valészintiségi valtozé f()

1
stirtiségfiiggvénye f(x) = ——=, ha 0 <z <1, és f(x) = 0 egyébként. Ezért

2Vx

és



