A Szindbad probléma. Optimalis valasztas megtalalasa.

Rendkiviil népszerii és egyben tanulsidgos a kovetkez6 valdszintiségi, optimalizacids
probléma, mely Magyarorszagon Szindbad probléméja néven valt ismertté. A kovetkez6
torténetet szoktak hozzafiizni:

Szindbad megmentette a kalifa életét, és ezért jutalmul feleségiil ve-
heti a kalifa egyik haremholgyét. A haremholgyek sorban elvonulnak
Szindbad mellett, egyszerre csak egy haremholgy jelenik meg. Szindbad
minden haremholgy szépségét Ossze tudja hasonlitani az el6zoleg meg-
jelentekével, és egyértelmiien meg tudja allapitani, hogy az eddig latott
haremholgyek koziil ki a legszebb. Egy éppen megjelent haremholgyrol
megjelenése utan azonnal el kell dontenie, hogy 6t akarja-e feleségiil
venni, és ezt a dontést késébb nem valtoztathatja meg. Szindbad tudja,
hogy a kalifanak hany haremholgye van, viszont semmit nem tud arrol,
hogy a még nem latott haremholgyek milyen szépek. A haremholgyek
véletlen sorrendben jelennek meg, és minden sorrend egyforma valdszi-
ni. Szindbad szeretné a legszebb haremhdlgyet valasztani. Milyen
stratégiaval tudja ezt a leheto legnagyobb valdszinliséggel elérni, és
mekkora ez a valészintiség?

Gondoljuk meg, mekkora a siker valészinlisége nagy szamu feleségjelolt esetén.
Ez a valésziniiség nulldhoz tart-e, ha a jeloltek szama végtelenhez tart, vagy példéul
tetszolegesen nagy szam esetén elérheté-e az, hogy a siker valdszintisége nagyobb, mint
mondjuk 1—10?

Tekintsiik a kovetkezO stratégiat. Szindbad az els6 g haremholgyet hagyja el-

menni, majd azt figyeli, jelent-e meg az 6sszes eddigi haremholgynél szebb. Ha egy ilyen
holgy megjelenik, akkor azt valasztja, ha ilyen holgy nem jelenik meg akkor mindenkit
tovabbenged, és az utolsé haremholgyet valasztja. Amennyiben a maéasodik legszebb
haremholgy a megjelentek elso, a legszebb haremholgy pedig a masodik felében van,

aminek valdszintisége 7 akkor Szindbadnak ezzel a stratégiaval sikeriil kivalasztani a

legszebb haremholgyet. Ez azt jelenti, hogy nagyon nagy n szamra is Szindbad legaldabb

1 valoszintiséggel sikerrel jar. Raadasul, lehetséges hogy van ennél jobb stratégia is.

Jegyezziik meg, hogy Szindbad célja, az hogy minél nagyobb valészinliséggel a
legszebb holgyet vélassza természetes, de nem ez az egyetlen lehetséges természetes cél.
Vegyiik észre, hogy amennyiben Szindbad az elobb javasolt stratégiat valasztja, akkor
viszonylag nagy valdészintiséggel meglehetosen rossz valasztast is tehet. Valoban, annak
a valdszintisége, hogy a legszebb haremholgy a megjelentek els6 felében jelenik meg, és
az utolsé haremholgy a megjelentek szépség szempontjabol masodik, rosszabb felében
van kortilbeliil i. Ebben az esetben Szindbad a fenti stratégiaval az utolsé haremholgyet

valasztja, azaz meglehetOsen rossz valasztast tesz. Erezheté, hogy amennyiben Szindbad
példaul a két legszebb haremholgy valamelyikét akarja minél nagyobb valdszintiséggel
valasztani, akkor a siker valdsziniisége nagyobb, és kisebb valdszintiséggel fog nagyon
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rossz valasztast tenni.

A feladatnak egy klasszikus az elobb megfogalmazottnal nehezebb, de szintén meg-
oldhaté valtozata a kovetkezd ,,Secretary problem”-nak nevezett kérdés: Egy &allasra
ismert n szamu jelolt jelentkezik, akik véletlen sorrendben jelennek meg a felvételi in-
terjura, és minden lehetséges sorrend egyforma valdszinti. Legyen a legjobb jelolt rangja
1, a masodik legjobb jelolt rangja 2, és a k-ik legjobb jelolt rangja k, k = 1,2,... n.
A felvételi interju soran az éppen jelentkezo felvételizé josagat 6ssze tudjuk hasonlitani
az addig megjelentekkel, azaz meg tudjuk mondani az addig megjelentek kozotti relativ
rangjat. Ezutan eldontjiik, hogy a jeloltet elfogadjuk vagy elbocsajtjuk, és ezt a dontést
késébb nem valtoztathatjuk meg. Célunk az, hogy minimalizdljuk a kivalasztott jelolt
rangjat. Kérdés, hogy ez a rang optimalis véalasztdas esetén végtelenhez tart-e, ha a
jeloltek n szama tart a végtelenhez. Be lehet latni, hogy optimadlis valasztas esetén
létezik véges hatarérték, és annak értéke is ismert. Ez a

o o\ /G
H(L) ~ 3.8695

=1

szam. Ennek a ténynek azonban nincs olyan egyszeri indokdsa mint annak, hogy
Szindbad probléméjiban a sikeres valasztas valdszintlisége jo stratégia esetén nem tart
nulldhoz n — oo esetén sem.

Az alabbiakban Szindbad problémé&jaank ismertetem a teljes megoldasat. A ,,Sec-
retary problem”-nak viszont csak egy részleges megoldasat irom le. Megadom min-
den rogzitett n-re az optimalis stratégiat, illetve azt a rekurziot, melynek segitségével
kiszamithatd az optimalis stratégia esetén a kivalasztott jelolt rangjanak a varhaté
értékét. Ennek segitségével megmutatom, hogy ennek a varhato értéknek az értéke
minden n szdmra kisebb mint 8. Annak bizonyitdsa, hogy létezik a fent megadott
hatarérték a rekurzié alaposabb vizsgalatat igényli. Ez meglehetosen farasztd, a valo-
szinliségszamitashoz kozvetlentil nem kapcsolédéd probléma. Ezért ennek részleteit nem
targyalom. Az érdekl6dok ezt megtalalhatjak azt Y. S. Chow, S. Moriguti, H. Robbins
és M. Samuels Optimal Selection Based On Relative Ranks (“the Secretary Problem”)
cimii az Israel Journal of Mathematics (1964) 81-90 cinti cikkében.

A targyalt problémdak nemcsak onmaguk miatt érdekesek. Ezek megoldasaban
olyan gondolatok jelennek meg, melyek egyéb feladatok vizsgalataban is fontos szerepet
jatszanak. Erre késobb visszatériink.

A Szindbad probléma megoldasa

JelOlje az pozitiv egész N szam a valaszthaté (harem)holgyek szamat, és tekintsiik
az {1,..., N} halmaz Gsszes lehetséges m = {m(1),...,m(IN)} permutédciéjit. Azt mond-
juk, hogy egy permutéaciot véletleniil kivalasztunk egyenletes eloszlassal, ha kivéalasztjuk
véletleniil az {1,..., N} halmaz egy permutéci6jat, és minden lehetséges permutéciot

NI valészintiséggel valasztunk.

Jelolje Z(j), 1 < j < N, a j-ik jelolt sorrendjét, azaz legyen Z(j) = [, ha j-
ik megjelend jelolt az Il-ik legszebb holgy. Vezessiik be ezenkivill a j-ik jelolt £(j)
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relativ sorrendjét, ami azt jeloli, hogy a j-ik megjelend jelolt, hanyadik legszebb az
addig megjelentek kozott. Azt a jeloltet szeretnénk minél nagyobb valdszinliséggel
kivalasztani, melynek Z(-) sorrendje 1, viszont a dontés sordn csak a jeloltek £(7) rela-
tiv sorrendjét tudjuk megfigyelni. Tudjuk, hogy az Gsszes lehetséges (Z(1),...,Z(N))

sorozat valdszinlisége N Annak érdekében, hogy a feladatot meg tudjuk oldani

tegyik el6szor a kovetkezd észrevételt, amelyik lefrja (£(1),...,E(N)) véletlen sorozat
eloszlasat.

1. Vélasszuk az {1,..., N} halmaz egy véletlen m permutéciéjat egyenletes eloszldssal.

1
Ekkor a fent definialt £(L) valdszintiségi valtozok fiiggetlenek, és P({(L) = k) = T
hal<k <L minden 1 <L < N-re.

la.) Tekintsiink egy 1 < L < N szdmot. Annak feltételes valészintisége, hogy £(L) a
legkisebb az 6sszes £(j), 1 < j < N, kozott, azaz Z(L) = 1 azon feltétel mellett,

N j—1 L
hogy &(L) a legkisebb az &sszes £(j), 1 < j < L, szam kozott  [] ‘7— = —.
j=L+1 J N

Altalénosabban,
. . , L
P(Z(L) =1[£(1) = j1,£(2) = j2,...,&(L) = jL) = N
az 1,2,...,L szamoknak minden olyan ji,js,...,Jr permutacidjara, melyre

jr =1és1<js <sminden 1 <s <L — 1 szamra.

Tovabba, természetesen
P(Z(L) =1]§(1) = j1,8(2) = j2,...,§(L) = jr) = 0,
ha j;, > 2.
Indoklas: A 16 rész allitasanak bizonyitasahoz elég belatni, hogy a
{Z(1)=k1,...,Z(N) = kn}
események, kq1,...,ky az 1,..., N szamok permutécioi és a
{€(1) =j1,....&(N)=jn}, 1<jo <L, 1<L<N,

események kozott kolesonosen egyértelmii megfeleltetés van. Ez ugyanis azt jelenti,
1
hogy P(&(1) = j1,...,&(N) = jn) = NI’ 1<, <L, 1<L<N. Ez az allitas
viszont kénnyen lathaté, mert minden {Z(1) = ki,..., Z(N) = ky} eseménynek
megfelel egy {£(1) = ji,...,&(N) = jn}, 1 < jp < L, 1 < L < N, esemény,
és megforditva minden {£(1) = j1,...,&(N) = jn}, 1 < jp < L, 1 < L < N,
eseményre megadhatd, hogy melyik {Z(1) = kq,...,Z(N) = kn} eseménynek felel
meg. Valéban, {(N) = Z(N), ezutéan {(N — 1) illetve annak ismeretében, hogy az
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N-ik és N — 1-ik jelolt koziil melyik a nagyobb, ismerjik a Z(N — 1) értékét is.
Igy szukcesszive meg tudjuk hatdrozni a Z(k) értéket a mar meghatarozott Z(j)
értékek segitségével.

Az la rész bizonyitasahoz vegyiik észre, hogy az L-ik 1épésben megjelend az Osszes
addig megjelent jeloltnél szebb holgy akkor és csak akkor a legszebb az Gsszes jelolt
kozott, ha nem jelenik meg a késébbiekben minden korabbindl szebb holgy, azaz a
£(L) = 1 eseménybdl akkor kovetkezik a Z(L) = 1 esemény, ha (k) > 2 minden
L+1<Ek<N indexre. Ezért

P(Z(L) =1[6(1) = j1,€(2) = j2,- -, §(L) = 1)
=P(E(L+1)>2,...,6N) > 2[&(1) = j1,E(2) = ..., E(L) = 1)

=PEL+1)>2,...6N)>2)= [] PG =22= [ — =

A feladat megoldasa érdekében érdemes bevezetni a megallasi szabaly fogalmat és
a feladatot formalis szempontbdl precizen megfogalmazni.

Megallasi szabaly fogalma. Legyen adva valdszindiségi valtozok £(1),£(2),..., so-
rozata. Azt mondjuk, hogy eqy T pozitiv egész értékeket felvevd wvaldsziniiségi vdltozo
megallasi szabaly ezekre a £(1),£(2), . .., valdsziniségi vdltozdkra nézve, ha P(T < o0) =
1, és mindenn = 1,2, ... szdmra megadhato azn dimenzios tér olyan A,, halmaza, hogy
a {T =n} esemény akkor és csak akkorkovetkezik be, ha {£(1),...,£(n)} € A,.

A megallasi szabaly szemléletes tartalma az, hogy az n-ik idépntban annak eldon-
tését, hogy megalljunk-e ekkor vagy sem az n-ik idopontban 0Osszegytijtott informacio
alapjan dontjik el. Valéjaban a definici6 altaldnosabb. A szokasos definicié a kovetkezo:
Egy (€2, A, P) valészinliségi mezon adott egymésba skatulyazott 71 C Fo C -+ C A
o-algebrak sorozata. Azt mondjuk, hogy egy 7, P(7 < o0) = 1, valdszintiségi valtozé
megallasi szabély, ha {r = n} € F,,. Ennek a definiciénak szemléletes tartalma az, hogy
Fn az n-ik idépontig 0sszegyiijtott informéciokat tartalmazoé o-algebra, és azt hogy az n-
ik 1épésben megallunk-e vagy sem azt az n-ik 1épésben 6sszegyiijtott informaciok alapjan
dontjiik el.

Esetiinkben az F,, o-algebrat mint a &1, ..., &, valoszinliségi valtozdok altal generalt
o-algebrat definialjuk. Bizonyos mértékelméleti ismeretek segitségével be lehet latni,
hogy ebben az esetben az altalunk megadott, illetve az altalanos definicié megegyezik.
Erre azonban nem lesz sziikségiink. Az altalunk tekintett feladatban elegend6 diszkrét
értéki valoszinliségi valtozdkkal dolgozni, amikor nem meriilnek fel komoly mértékelmé-
leti problémak. Ugyanakkor az 4ltalanos eset vizsgalataban, bar sziikség van bizonyos
nem trivialis mértékelméleti eredményekre, nem meriilnek fel komoly 1j elvi nehézségek.

Minket a fenti definicio és a korabbi jelolések felhasznalasaval a kovetkezo feladat
megoldédsa érdekel: Adott £(1),...,&(N) (fliggetlen) ismert egyiittes eloszldsu valdszi-
niiségi valtozdk sorozata. (Lasd az els6 feladatot.) Ezenkiviil tekintettiink olyan Z(k),
k = 1,2,...,N valésziniiségi véltozékat, melyek ezen &£(j) valtozok fiiggvényeiként
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kifejezhetbek, és tekintettiink valamilyen gp(Z(1),...,Z(N)) nyereményfiiggvényeket,
melyek azt fejezik, ki mennyi a nyereményiink, ha a k-ik 1épésben megallunk. Esetiink-
ben Z (k) fejezi ki azt, hogy a k-ik megjelent haremholgy hanyadik a szépségi sorrendben,
és gr(u1,...,un)) =1, ha up = 1, és gx(ug,...,uny) = 0, ha up > 2. Hangsilyozzuk,
hogy példdul a Z(1) ismeretéhez sziikségiink van az 6sszes (k), k = 1,..., N, ismeretére.
Ekkor megadhatéak olyan fi(x1,...,x,) figgvények, melyekre fx(&(1),...,&(N) =1,
ha Z(k) =1, és fr(£(1),...,&(IN) =0, ha Z(k) > 2,1 < k < N. Feladatunk ezek utan
a kovetkezoképp fogalmazhaté meg. Tekintsiik az Osszes lehetséges 7 megallasi szabalyt
a &(1),...,&(N) valészinliségi valtozdkra nézve, (feltessziik, hogy P(r < N) = 1), és
keressiik meg ezek koziil azt, melyre Ef,(£(1),...,£(IN)) a minimalis.

Az elobb megfogalmazott problémat lehet egyszeriibben, és konkrétabban megfogal-
mazni a kovetkezo allitas segitségével. Ebben olyan nyereményfiiggvények esetében vett
optimalizacids feladatot tekintjiik, melyeknek a k id6pontban felvett hy(&(1),...,&(k))
értékiik csak a k-ik idépontig megfigyelt £(1),...,&(k) értékektél fiigg.

2. Legyen adva £(1),...,&(INV) (diszkrét) valészintiségi véaltozok és hy(z1,...,xN) nye-
reményfiiggvények sorozata. Vezessiik be az

ug(x1,...,25) = E(hi(E(1),...,&(N)|EQ) = z1,...,&(k) = zk)

fliggvényeket. Ekkor minden 7 valdszintiiségi valtozora, amelyik 7 megallasi szabaly
a &(1),...,&(N) valésziniiségi véltozokra nézve

E(ur(§(1),...,&(7)) = E(he(£(1), ..., E(N)).

Ez az eredmény specidlisan azt jelenti, hogy Szindbad probléméja (felhasznélva
az elsé feladat eredményét) ekvivalens a kovetkezo feladattal: Adott fiiggetlen

1
€(1),...,&(N) valésziniiségi valtozok sorozata, melyekre P(&(k) = j) = T 1 <

k
j <k 1<Ek< N, valamint az ug(x) = N’ ha x = 1, ug(z) = 0, ha = # 1,

1 <k < N fiiggvények sorozata. Keressiik meg az optimalis 7 megallasi szabdlyt,
melyre az Eu, (&) varhaté érték felveszi a minimét, és hatarozzuk meg az Eu, (&)
varhaté értéket.

Megoldas: Azt kell belatni, hogy

/I({T = k}hi(E), ..., E(N))dP = /I({T = k})(ur(§(1),..., &(k))dP.

Itt és a tovabbiakban I(A) fogja jelolni egy A halmaz indikatorfiiggvényét. A {r =
k} esemény bizonyos A(ji,...,7k) = {£(1) = j1,...,&(k) = ji} alakd események
unidja. Ezért elég belatni, hogy

/ I(AG - i) hi(€(1). ... E(N))dP = / I(AGr, - ji)yu(€(1), ... £(k))dP.
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Ez az azonossag viszont a feltételes varhaté érték fogalmanak a kovetkezménye.

A feladat masodik allitasa kovetkezménye az elso feladatnak. Jegyezziik meg, hogy
e feladat 1a) része alapjan a nyereményfiiggvény értéke az uy(z1,...,xx) = ur(ry),

k
ug(x) = N’ hax =1, ux(x) =0, haz # 1,1 <k < N fliggvény.

A kovetkezo feladatban megfogalmazunk egy egyszeri és természetes elvet az op-
timalis stratégia megtaldlasara, és megmutatjuk, hogy Szindbad probléméja is targyal-
hato és megoldhaté ennek az elvnek a segitségével. Ezt a feladatot nem fogalmazzuk
meg az altalanos esetben. Bizonyos specidlis megszoritasokat tesziink, mert a min-
ket érdeklo feladatban ez nem okoz problémat és nem kivanjuk hasznélni az altalanos
(nulla valdszintiségii feltételeket is megengedd) feltételes varhaté érték meglehetésen
mély ismereteket igénylo fogalmat. Ez a megjegyzés egyébként érvényes az el6zo fela-
datra is. Az aldbbiakban csak olyan nyereményfiiggvényeket fogunk tekinteni, melyekre
vp(x1, .., xk) = vg(xk), és a &(1),..., &) valdsziniiségi valtozdk fliggetlenek. Ezektdl a
megszoritasoktél nem lenne nehéz megszabadulni.

Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket. Legyen O az olyan megéllasi szabalyok hal-
maza, melyekre P(7 > k) = 1, minden 7 € O-ra. Legyen
Vi = sup E(v:(&)), (%)
TEOL

az optimdlis varhaté nyeremény, ha csak olyan megallasi stratégidkat tekintiink, melyek-
ben el6szor a k-ik 1épésben allhatunk meg.

3. Tegyiik fel, hogy a &1, ..., &N valésziniiségi valtozdk fiiggetlenek, és vg(&1,...,&k) =

v (&k). Ekkor a Vi, = sup E(v,(&;)), mennyiségek segitségével a kovetkez6 rekurzi-
TEOL

6s formuldt frhatjuk fel az aldbb definialt Vi, és Ug(x), k = N, ..., 1 mennyiségekre:

Un(z) =vn(z), VN =EUN(§(N)),
Uk(a:) = max{vk(x), Vk—f—l}; Vk = EUk(f(k))

A Vi mennyiség megadja a lehetséges maximédlis nyereményt, ha a k-ik lépésben
vagy azutan allhatok meg, az Ui (x) a feltételes varhaté értékét ennek a maximaélis
nyereménynek, feltéve hogy a k-ik 1épésben a (k) = x esemény kovetkezett be.

Megadhato az optimalis stratégia is a kovetkezé modon: Kiszamoljuk a fenti Vi,
k = 1,2,..., mennyiségeket. A Oj osztdlyban az optimalis V; varhaté értéki
nyereményt biztositdé megallasi szabaly a kovetkez6: Az els6 k — 1 1épésben nem
allunk meg. A k-ik lépésben akkor &llunk meg, ha v(&x) > Vi1, ellenkezd esetben
tovabb megytlink. Az m-ik lépésben, N > m > k, akkor allunk meg, ha nem alltunk
meg elébb, és v(&,,) > V1. Az N-ik 1épésben mindenképp megéllunk. A fent
definialt V;, mennyiségek megegyeznek a (x) formuldban szereplé Vi, mennyiségekkel.
Mi a fenti formuldk szemléletes tartalma?

Megoldas: Belatjuk k-ra alkalmazott “backward” indukcioval, hogy 7 € © esetében
a varhat6 optimalis nyeremény Vi, és a fent leirt stratégia optimalis. A k = N es-
etben az egyetlen lehetséges stratégia optimalis, és annak nyereménye V. Tegyiik
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fel, hogy az allitast mar tudjuk k + 1-re és lassuk be k-ra. A bizonyitasban fel-
hasznéljuk azt, hogy mivel a valészinliségi valtozok fiiggetlenek és a nyeremény
csak a megallasi idoponttal indexezett valdszintiségi valtozo értékétol fiigg, ezért ha
a k-ik 1épésben nem allok meg, akkor a nyereményem elérheté feltételes varhatd
értéke feltéve az els6 k valdszintiségi valtozo értékeit, ez a feltételes varhatd érték
nem fiigg a feltételt6l. Valéban semmilyen stratégiaval és semmilyen (1) = jq, ...,
£(k) = ji feltétel teljesiilése esetén nem tudom elérni, hogy ez a feltételes varhato
érték nagyobb legyen mint Vi1, azt viszont el tudom érni, hogy ez Vi1 legyen.
Valéban, ha valamilyen stratégiaval el tudnam érni, hogy a feltételes varhato érték
hatarozottan nagyobb legyen mint Vi1, ami azt jelentené, hogy minden lehetséges
1) =g1,...,&k) = ji, &(k+ 1) = jgy1-..,&(N) = jn esetén megmondva, hogy
hol alljak meg elérhetd, hogy a feltételes varhato érték nagyobb legyen mint Vi1,
akkor alkalmazva azt a megdlldsi szabalyt, mely szerint ugyanott allok meg egy
olyan ji,...,J.,...,jn megfigyelt sorozat esetén, melyben az elsé k megfigyelt
érték kiilonbozhet az el6z6 sorozattdl, de a késobbiek nem, elérhetem hogy egy
az optimdlisndl jobb stratégia Vi1 nyereményénél elényosebb megalldsi szabalyt
talaljak a ©py; halmazban, ami ellentmondas. A Vi feltételes varhato értéket
viszont el tudom érni, ha alkalmazom a Vi1 optimélis nyereményt nyijté 7 € Oy
stratégiat fliggetleniil a £(1) = j1,...,&(k) = jir értékektol.

Ez azt jelenti, hogy a 7 € O megallasi szabalyok kozott az optimumot keresve elég
csak azokat figyelembe venni, melyekben minden £(1) = j1,...,&(k) = jk,§(k +
1) = jit1---,&(N) = jn esemény esetén vagy megallunk a k-ik idépontban vagy
tovabblépiink és ezutdn az optimdlis 7 € Oy 1 megallasi stratégiat folytatjuk. Az
elsé esetben vy (&) a masodik esetben pedig Vi1 lesz a feltételes nyereménytink.
Ezért vg(£k) > Viq1 esetében érdemes megallni, mig vy (&) < Vi1 esetben érdemes
nem megallni a k-ig 1épésben. A feladatban ezt a rekurziét irtam le és ennek
nyereményét adtam meg. A feladat szemléletes tartalma az, hogy minden egyes
lépésben a két lehetséges valasztas koziil (tovdbbmenni vagy megallni) az elényo-
sebbet valasztjuk.

. Oldjuk meg a 2. pontban megfogalmazott feladatot a 3. feladat eredményének a
segitségével.

k
Megoldds: Ebben az esetben vy (z) = N’ ha z =1, vg(z) = 0, ha x # 1, és a 3.
feladat rekurziv formulédja alapjan

1 L—-1 1 L

VN:N> Vi, = 17 VL+1+zmaX{NaVL+1}7 hal<L<N -1,

ahol Vi, = EU (&), a maximélis nyeremény értéke azon megélldsi szabalyok kozott,

melyekben az els6é L 1épésben nem szabad megallni.
1 N L-1

Legyen P(L) = Nk Lm,

=B

és L* alegkisebb olyan L szdm, melyre P(L+1) >

N1
azaz 1 > 1. Ekkor Vi, = P(L), ha L > L*, és azt allitjuk, hogy Vi, = P(L*),
k=L
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ha L < L*. Ennek érdekében vegyiik észre, hogy a P(L) szdmsorozat teljesiti

L—-1 1L -1
a P(L) = TP(L — 1) + —— rekurziés formuldt. Valéban, P(L+1) =

LN
1 Y L-1 1L 1 L-1
N k:;ﬂ TR és L NoNI_-T Ezeket az azonossagokat 6sszeadva megkapjuk
a kivant formulat. Mivel L > L* esetén a V, szamok ugyanezt a relaciiot teljesitik,
és P(N) = V. Innen P(L) =V, ha N > L > L*. Masrészt L < L* esetében
L-1 1
17 Vi1 + ZVL—H = VL1 alaku,

L
azaz V(L) = V(L 4 1), mert ebben az esetben max {N’VLH} = Vi41. Innen
Vi, =Vi«, ha L < L*.

Ennek alapjan az optimdlis 7 stratégia a kovetkez6: 7 = min{k: k > L*,{(k) = 1},
és 7 = N, ha ilyen k szdm nincsen. A nyeremény varhaté értéke pedlg P(L*) =
L*—1 N 1
N 2 k-1
k=L*

a Vr, sorozatra adott rekurziés formula Vi =

N

. Nagy N-re L* ~ —, és az optimalis stratégia nyeresége (annak valdszintisége, hogy
e

Szindbddnak sikeriil a legszebb holgyet kivalasztani) koriilbeliil e 1

Megoldds: Az L* = L*(N) szamot tgy hatdroztuk meg mint a legkisebb olyan

L L-1 XN 1
L szam, melyre P(L + 1) > N’ P(L) = N IE:L T Viszont P(L + 1) ~
L N N N
—log | — |, ahonnan log [ — | ~ 1, azaz L* ~ —, és a nyeremény értéke koriil-
N L L* e

beliil P(L*) ~ =



